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C A P I T O L O   IX 

 

METODI NON PARAMETRICI 

PER DUE CAMPIONI INDIPENDENTI 

 

 

9.1.   TEST PER 2 CAMPIONI INDIPENDENTI 

La non-normalità di una distribuzione ha conseguenze rilevanti sulle probabilità calcolate, quando si 

utilizza un test parametrico; di conseguenza, è una condizione di  non-validità. Ma quando si dispone 

di campioni piccoli, come è frequente in vari settori della ricerca biologica e ambientale, è difficile e 

spesso impossibile valutare con attendibilità la forma della distribuzione. Ne deriva che spesso la 

scelta non è fondata su elementi rigorosi, ma viene lasciata alla intuizione o addirittura alle preferenze 

personali. 

Le opinioni sulla convenienza della scelta tra test parametrici e non parametrici divergono. Alcuni 

ritengono che sia più utile utilizzare sempre i metodi parametrici, quando non sia possibile dimostrare 

che i dati sono tratti da una popolazione distribuita normalmente. Altri preferiscono i test non 

parametrici, in quanto forniscono  

- generalmente risultati meno potenti; ma a volte di poco e in alcune condizioni addirittura più 

potenti (come sarà dimostrato anche in questo capitolo con alcuni esempi tratti da testi classici); 

- ma sempre più attendibili, quindi meno confutabili, perché non richiedono condizioni di validità 

altrettanto rigorose, soprattutto per quanto riguarda la forma della distribuzione. 

Il dibattito sulla scelta del test più adeguato per un certo campione di dati non ha portato a risposte 

oggettive ed universali; ma solo indicazioni di massima. Di conseguenza, è utile ricordare ancora che, 

secondo vari autori di testi di statistica applicata, in tutti i casi d’incertezza è bene utilizzarli entrambi, 

poiché il confronto ragionato tra un test parametrico e il corrispondente non parametrico permette di 

ottenere informazioni molto più utili sulle probabilità stimate. 

 

Alcuni test non parametrici per 2 campioni indipendenti sono già stati presentati nell'esposizione 

dei metodi di confronto tra 2 distribuzioni osservate:  

-  il χ2  e il test G in tabelle di contingenza 2 x 2, per grandi campioni 

-  il test Z per la differenza tra due proporzioni, in grandi campioni;  

-  il metodo delle probabilità esatte di Fisher, per piccoli campioni;  

-  il χ2  in tabelle 2 x n. 

 

Tra i test per 2 campioni indipendenti utilizzati per inferenze sulla tendenza centrale, in quasi 

tutti i testi e la maggior parte dei programmi informatici sono riportati:  
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-  il test della mediana e la stima dell’intervallo di confidenza,  

-  il test di Wilcoxon-Mann-Whitney della somma dei ranghi, 

-  il test U di Mann-Whitney dell’ordine robusto dei ranghi insieme con il test S di Kendall, 

-  il test di permutazione o di casualizzazione.  

Per i primi due sono state proposti metodi per stimare l’intervallo di confidenza della differenza tra le 

mediane dei due gruppi a confronto. 

I tre test d’inferenza appena elencati (mediana, Mann-Whitney, casualizzazione) possono essere 

ritenuti equivalenti ai test per 2 campioni dipendenti già presentati: 

-  il test della mediana al test dei segni, 

-  il test T di Wilcoxon-Mann-Whitney, il test U di Mann-Whitney e il test S di Kendall (tra loro 

equivalenti) al test T di Wilcoxon, 

-  il test di permutazione o casualizzazione al corrispondente test per 2 campioni dipendenti. 

Come discusso nel capitolo precedente, la scelta dipende soprattutto dal tipo di scala utilizzata e dalle 

caratteristiche delle distribuzioni. 

 

Tra i test sulla tendenza centrale può essere compreso il test di Gart, utile per verificare se l’ordine di 

somministrazione di due principi attivi ha un effetto significativo. 

Con due campioni indipendenti sono possibili anche confronti tra altri parametri della 

distribuzione oltre alla tendenza centrale, come la variabilità e la forma, per i quali in questo 

capitolo sono proposti alcuni test specifici: 

-  il test delle successioni per due campioni, per verificare se due distribuzioni indipendenti abbiano 

almeno un parametro significativamente differente; 

-  il test di Siegel-Tukey, il test di Freund-Ansari-Bradle, il test di Conover e il test dei ranghi 

equivalenti di Moses, per differenze nella dispersione o variabilità. 

 

 

9.2.   TEST UNILATERALE PER TABELLE 2 X 2 ANALOGO AL χ2  

La formula per il calcolo rapido del chi quadrato per le tabelle di contingenza 2 x 2, in campioni 

sufficientemente grandi 

( )

( )
χ 1

2
2

1 2 3 4
=

⋅ − ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

a d b c N
n n n n

 

 applicata alla tabella  
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 Persone  con 
malattie 

Persone senza 
malattie  

Totale 

Zona a alto inquinamento 32    a  48    b  80   1n  

Zona a basso inquinamento 13    c  57    d  70   2n  

Totale 45    3n  105    4n  150   N  

 

 dove 

- a, b, c, d   sono le frequenze osservate nei due campioni indipendenti a confronto, 

-  n1, n2, n3, n4   sono i totali marginali, 

-  N  è il totale generale di osservazioni. 

 come risultato ha dato 

χ2(1) = [ (32 x 57 - 48 x 13)2 x  150 ] / (80 x 70 x 45 x 105) 

χ2(1) = (1824 - 624)2 x 150 / 26460000 = 1440000 x 150 / 26460000 = 8,163 

 un χ2(1)   = 8,163. 

Tale test è bilaterale e serve per verificare l’ipotesi alternativa che  

- la proporzione di individui con malattie polmonari che vivono nella zona a alto inquinamento (πa) 

- sia differente dalla proporzione di quelli che vivono in zone a basso inquinamento (πb) 

In termini più formali, si verifica  

- l’ipotesi nulla  H0:  πa =  πb 

- contro l’ipotesi alternativa H1:  πa ≠  πb 

 

Spesso, come in realtà in questo caso, l’ipotesi è unilaterale. Più esattamente, nella zona campionata 
si intende verificare  
-  se è vera l’asserzione che nelle zone a alto inquinamento (πa) la proporzione di persone con malattie 
polmonari sia maggiore  
- di quella presente nelle zone a basso inquinamento (πb).  
Pertanto si vuole verificare 
- l’ipotesi nulla  H0:  πa ≤  πb 

- contro l’ipotesi alternativa H1:  πa >  πb 

Ovviamente, in altre situazioni oppure in questo caso con una impostazione differente della tabella, 

l’ipotesi potrebbe essere nell’altra direzione. 

Come primo passo si possono calcolare 
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- ap  = 
1n

a
 = 

80
32

 = 0,400 

- bp  = 
2n

c
 = 

70
13

 = 0,186 

 le due frequenze relative campionarie ap  e bp .  

Esse evidenziano che i dati del campione sono in accordo con la teoria espressa, poiché effettivamente 

ap  > bp . Il test statistico serve per valutare se tale differenza sia imputabile al caso oppure sia più 

ragionevole attribuirla a una differenza reale. 

 

Nel testo di  Conover W. J. del 1999, Practical Nonparametric Statistics (3rd ed. John Wiley & Sons, 

New York, VIII + 584 p.) giustificato dalla relazione  

 

2
)1(χ=z  

 per un test unilaterale è proposta la relazione 

 

( )
4321 nnnn
Ncbdaz

⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅

=  

 che risulta positivo quando ap  > bp . 

Con i dati dell’esempio, 

 

( ) ( ) 857,2
93,5143
4,14696

26460000
247,126241824

105457080
15013485732

==
⋅−

=
⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅

=z  

 

si ottiene z = 2,857 che è esattamente uguale a 163,8  ma con il vantaggio di essere un test 

unilaterale: più corretto, in questo caso, e più potente poiché con probabilità dimezzata. 

 

 

9.3.  TEST PER L’EFFETTO DELL’ORDINE DEL TRATTAMENTO O TEST DI GART 
Quando si vogliono verificare gli effetti di due principi attivi somministrati in successione a due 
campioni indipendenti, le risposte degli individui ad ogni trattamento possono essere influenzate 
dall’ordine di somministrazione. I due gruppi di individui sono entrambi analizzati in due situazioni 
differenti, per cui l’esperimento a simile anche al test di McNemar per due campioni dipendenti. 
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Nella ricerca ambientale, può essere il gradimento espresso dai cittadini o il successo di due iniziative 
che in due località differenti sono state intraprese in ordine inverso. In una azienda, può essere il 
gradimento espresso dai clienti verso due campagne pubblicitarie attuate in ordine opposto. 
 
Il test proposto da J. J. Gart nel 1969 (con l’articolo An exact test for comparing matched 
proportions in crossover designs, pubblicato su Biometrika vol. 56, pp.75-80) permette di verificare 
se esiste: 
-  una differenza significativa tra la prima e la seconda somministrazione, 
-  un effetto dovuto all’ordine. 
 
Si utilizzano gli stessi test già presentati per le tabelle di contingenza 2 x 2, dove il confronto era tra il 
successo del principio attivo A e quello di B. Anche in queste due analisi, le ipotesi possono essere  
-  solo bilaterali, se si ricorre al test χ2 e al test G, 
-  bilaterali oppure unilaterali, con il metodo esatto di Fisher e con il test Z. 
 
Per illustrare con semplicità la procedura, si supponga di somministrare due principi attivi (X e Y) a 
due campioni indipendenti (1 e 2). Allo scopo di valutarne gli effetti nelle due differenti settimane e 
quelli dovuti all’ordine, 
- ad un primo campione di 50 individui, nella prima settimana dell’esperimento è stato 

somministrato il principio attivo X e nella seconda settimana il principio attivo Y; dei 50 
individui, 17 hanno mostrato miglioramenti più marcati durante la prima settimana con il farmaco 
X e 33 nella seconda settimana con l’uso del farmaco Y; 

- ad un secondo campione di 50 individui (di solito si formano campioni bilanciati per una maggior 
potenza del test, anche se non è strettamente necessario), nella prima settimana è stato 
somministrato il principio attivo Y e nella seconda il principio attivo X; in questo campione alla 
fine dell’esperimento, 12 hanno dato la loro preferenza a Y, preso nella prima settimana, e gli altri 
38 al principio attivo X, preso nella seconda. 

 
 
Per l’elaborazione statistica, questi dati devono essere impostati in una tabella di contingenza 2 x 2. 
Gli approcci sono differenti, sulla base di due diverse ipotesi nulle: 
 
I – Per valutare se esiste una differenza significativa tra prima e seconda settimana, con ipotesi 

H0: La differenza nella percentuale di consenso tra la prima e la seconda settimana è nulla 
H1: La differenza nella percentuale di consenso tra la prima e la seconda settimana è significativa 

 utilizzando la solita simbologia delle tabelle di contingenza 2 x 2, i dati devono essere presentati come 
nel modo seguente 
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  Prima X poi Y Prima Y poi X Totale 

Voti a favore della 1a settimana A    17 B    12 29 

Voti a favore della 2a settimana C    33 D    38 71 

 Totale 50 50 N   100 

 

 

Trattandosi di un test bilaterale e disponendo di un campione non grande, si stima  
 

( ) 777,0
500.147.5
000.000.4

500.147.5
10050250

50507129

100
2

10033123817 2

2

2 ==
⋅−

=
⋅⋅⋅

⋅





 −⋅−⋅

=χ  

 
 un valore del χ2 con correzione che risulta uguale a 0,777 con 1 gdl.  
Quindi non è significativo, corrispondendo ad una probabilità P superiore addirittura a  α = 0.25. 
 
 
II – Per valutare se esiste una differenza significativa in rapporto all’ordine di somministrazione, 
con 

H0: L’ordine di somministrazione non ha effetti significativi; 
H1: L’ordine di somministrazione determina differenze significative 

 i dati devono essere presentati come nella tabella 

 

  Prima X poi Y Prima Y poi X Totale 

Voti a favore di X A    17 B    38 55 

Voti a favore di Y C    33 D    12 45 

 Totale 50 50 N   100 

 

 
Trattandosi ancora di un test bilaterale e disponendo di un campione non grande, si stima  
 

( ) 426,19
500.147.5
000.000.100

500.187.6
100501050

50504555

100
2

10038331217 2

2

2 ==
⋅−

=
⋅⋅⋅

⋅





 −⋅−⋅
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 un valore del χ2 con correzione che risulta uguale a 19,426 con 1 gdl.  

E’ altamente significativo, poiché corrisponde ad una probabilità P inferiore a 0.001.  

Infatti α = 0.001 ha un valore critico uguale a 10.828  

 

 

9.4.   IL TEST DELLA MEDIANA 

Il test della mediana è utile per verificare differenze nella tendenza centrale tra due campioni 

indipendenti. Non ha un nome specifico, in quanto è fondato su un metodo noto da tempo come il chi-

quadrato. In alcuni testi di statistica e in manuali di programmi informatici è chiamato anche test di 

Mood, attribuendo appunto a A. M. Mood il merito della sua divulgazione con il suo testo del 1950 

(Introduction to the Theory of Statistics, pubblicato da McGraw-Hill, New York, 433 pp.). E’ 

chiamato anche test di Brown-Modd, per le pubblicazioni di questi due statistici sulla versione 

asintotica del test, cioè con un campione teoricamente infinito (di A. M. Modd, 1954, vedi On the 

asymptotic efficiency of certain nonparametric two-sample test, pubblicato su Annals of 

Mathematical Statistics, Vol. 25, pp. 514-522).  

Questo test di Mood non deve essere confuso con quello proposto per valutare la dispersione o 

variabilità. 

 

Le ipotesi da verificare con il test della mediana, fondato concettualmente sul metodo delle 

probabilità esatte di Fisher quando i dati sono poche decine o ancor meno, altre volte sul chi-

quadrato o del test G in funzione delle dimensioni dei due campioni, possono essere  

-  bilaterali 

H  :  Me  =  Me0 1 2      contro     H : Me Me1 1 2≠  

 

-  unilaterali in una direzione 

210  Me  Me: H ≥      contro     211  Me  Me: H <  

  

-  oppure  nell’altra direzione 

210  Me  Me: H ≤      contro     211  Me  Me: H >  

 

 e dove Me  e  Me1 2 sono rispettivamente la mediana del gruppo 1 e la mediana del gruppo 2. 

 

Il test della mediana è di solito consigliato quando i due gruppi hanno misure approssimate, rilevate 

con precisione differente in rapporto alle dimensioni del fenomeno, per cui le informazioni contenute 
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hanno attendibilità e precisione differente: massime verso i valori centrali e minime agli estremi. Molti 

strumenti di misura sono tarati per valori non troppo diversi dalla norma, valutando con accuratezza 

quelli prossimi alla tendenza centrale, più frequenti, ma in modo sempre meno preciso i valori estremi 

nelle due direzioni. Le bilance tarate per misurare grammi non possono essere ugualmente sensibili ai 

milligrammi e agli ettogrammi; ad una trappola o rete per la cattura di animali di una certa dimensione 

sfuggono quelli di taglia troppo piccola o eccessivamente grande.  

Tutte queste misure, nelle quali l’errore non è costante, devono essere considerate di rango ai fini di 

una elaborazione statistica corretta.  

Un altro uso frequente del test della mediana è nel conteggio di popolazioni che crescono in modo 

esponenziale, poiché la distribuzione dei dati è quasi sempre molto asimmetrica. 

 

Si supponga di voler verificare se esiste una differenza significativa tra la tendenza centrale dei due 

campioni indipendenti A e B  

 

Gruppo A ≤9 ≤9 12 15 18 22 26 27 32 38 51 88 

Gruppo B 25 28 54 68 76 87 93 >99 >99 >99   

 

 

In essi è evidente che non è possibile determinare la somma e quindi media dei due gruppi, né 

tutte le statistiche da esse derivate, per la presenza di alcuni valori non esattamente definiti. 

La procedura del test della mediana per due campioni indipendenti può essere schematizzata in 4 

passaggi. 

 

1 – Disporre i dati in un gruppo unico in ordine crescente, mantenendo l’indicazione del gruppo 

d’appartenenza.  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

≤9 ≤9 12 15 18 22 25 26 27 28 32 38 51 54 68 76 87 88 93 >99 >99 >99

A A A A A A B A A B A A A B B B B A B B B B 

 

 

L'ordine prende in considerazione le grandezze algebriche: quando sono presenti valori negativi, i 

ranghi inferiori sono attribuiti ai valori negativi maggiori. 
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2 - Calcolare la mediana del gruppo unico. Con 22 dati la mediana è tra l’11° (32) e il 12° (38) 

valore e corrisponde a 35. 

Se è vera l'ipotesi nulla, i dati dei due gruppi sono casualmente mescolati. Rispetto alla mediana, i dati 

di ognuno dei due gruppi dovrebbero essere ripartiti equamente: metà con valore inferiore e metà con 

valore superiore. 

Se è vera l'ipotesi alternativa, i due gruppi non sono mescolati: prima della mediana vi dovrebbe essere 

una presenza prevalente dei valori di un gruppo e dopo la mediana la presenza prevalente dei valori 

dell'altro gruppo. 

 

3 - Costruire una tabella 2 x 2 per sintetizzare la distribuzione dei valori dei due gruppi rispetto 

alla mediana: riportare nella tabella quante misure di ognuno dei due gruppi si trovano prima della 

mediana e quante dopo. Se il numero di dati è dispari e la mediana coincide con un valore, porre nel 

primo quelli che non superano (≤) la mediana e nel secondo gruppo i valori che la superano (>). Se la 

mediana cade su un gruppo di valori uguali, non dividere tale gruppo ma spostare la mediana. 

Con i dati dell’esempio, la distribuzione in una tabella 2 x 2 risulta 

 

 M E D I A N A 

 ≤ >  

Gruppo A 9 3 12 

Gruppo B 2 8 10 

 11 11 22 

 

 

4 - Calcolare la significatività della distribuzione mediante 

- il test χ2 per tabelle 2 x 2, nel caso di grandi campioni (N > 100); 

- la distribuzione Z, nel caso di campioni molto grandi; 

- il test χ2 con la correzione per la continuità di Yates, nel caso di campioni con dimensioni 

intermedie (100 > N > 30);  

- il metodo esatto di Fisher, nel caso di piccoli campioni (N < 30, ma con il computer facilmente 

estensibile anche a campioni molto grandi. 

 

Il test della mediana utilizza solo una parte dell’informazione contenuta nelle due serie di valori, 

essendo fondato sul conteggio di quanti sono i valori grandi e quanti quelli piccoli.  

E’ quindi il meno potente dei test per due campioni indipendenti che sono qui presentati. 
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Di conseguenza, per risultare significativo richiede un numero relativamente grande di dati. 

 

ESEMPIO.  Nel centro storico di una città, per l'analisi della qualità dell'aria sono state rilevate le 

quantità di solventi aromatici (Benzene, Toluene, Etilbenzene, Xileni in microgrammi/mc) presenti in 

un giorno festivo ed in un giorno feriale.  

 

FESTIVO 
A 

FERIALE 
B 

92  156 
114 123 
82 198 

164 83 
167 242 
110 176 
135 185 
--- 217 

 

 

Con i dati della tabella verificare se nel giorno festivo la quantità di solventi aromatici è 

significativamente minore di quella presente nel giorno feriale. 

 

Risposta. E’ un test ad una coda, con ipotesi nulla 

H0: Mefestivo ≥ Meferiale 

ed ipotesi alternativa 

H1: Mefestivo < Meferiale 

 

Per costruire la tabella 2 x 2, si ordinano i valori in ordine crescente e si individua la mediana: con 15 

dati è il valore che occupa il rango 8 (corrispondente al valore 156) 

 

82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242 

A B A A A B A B A A B B B B B 

 

 

Si contano le osservazioni di ogni gruppo che sono inferiori od uguali alla mediana e le osservazioni 

che sono superiori, costruendo una tabella 2 x 2 come la seguente 

 

 

 M E D I A N A 
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 ≤ >  

Giorno A 5 2 7 

Giorno B 3 5 8 

 8 7 15 

 

Poiché il numero di osservazioni è limitato, troppo ridotto per il test χ2  anche apportando la 

correzione per la continuità, la significatività della distribuzione può essere verificata con il metodo 

esatto di Fisher.  

A questo scopo, si calcolano sia la probabilità di ottenere la tabella osservata sia le risposte più 

estreme nella stessa direzione.  

Sono facilmente identificabili: si varia verso 0 la frequenza osservata minore (2), mantenendo fissi i 

totali marginali.  

 

La probabilità P(2)  di avere la distribuzione osservata (2 nella casella con la frequenza minore) 

5 2 

3 5 

è uguale a  
7 8!8!7

5 2 3 5 15
! !

! ! ! ! !
 = 0,18275. 

 

La probabilità P(1) di avere la distribuzione più estrema in cui al posto di 2 si abbia 1 

6 1 

2 5 

è uguale a  
7 8!8!7

6!1 2 6!15
! !
! ! !

 = 0,03046. 

 

La probabilità P(0) di avere quella ancora più estrema (0 al posto di 2) 

 

7 0 

1 7 

è uguale a 
7 8!8!7

7 0!1 7 15
! !

! ! ! !
 = 0,00124 

 



 12 
 

La probabilità totale risulta P = 0.21445 (0,18275 + 0,03046 + 0,00124), per un test ad una coda. E' 

molto elevata, per cui non è possibile rifiutare l'ipotesi nulla.  

 

 

9.5. L’INTERVALLO DI CONFIDENZA PER UNA DIFFERENZA MEDIANA, CON IL 

METODO ESATTO DI FISHER. 

Nell’analisi sulla qualità delle acque, è frequente il conteggio di popolazioni planctoniche o batteriche, 

che hanno una crescita esponenziale. La distribuzione di questi dati è fortemente asimmetrica; per 

l’applicazione di test parametrici sulla media, quale il test t di Student spiegato in precedenza, si deve 

preventivamente ricorrere alla trasformazione logaritmica, come sarà illustrato nel capitolo dedicato 

alle trasformazioni. Tuttavia, non sempre il risultato richiesto per la validità del test (la normalità della 

distribuzione e la omogeneità della varianza) è raggiunto in modo soddisfacente.  

Il ricorso al test della mediana permette di ottenere inferenze difficilmente confutabili, anche in queste 

situazioni sperimentali che si allontanano dal modello richiesto per l’applicazione di un test 

parametrico. 

 

Oltre all’inferenza sulla significatività della differenza, spesso è richiesta anche la stima di un suo 

valore medio o mediano, con il suo intervallo di confidenza. Il test della mediana si presta al calcolo 

di una stima non confutabile della differenza (δ) vera  

12 θθδ −=  

In alcuni casi di forte asimmetria, questo metodo risulta più potente di quello che utilizza la 

distribuzione t di Student. 

 

Sviluppando l’esempio riportato nel testo di Sprent già citato (pag. 107-8), si assuma di aver effettuato 

il conteggio di popolazioni batteriche in campioni d’acqua di due aree (10 pozzi dell’area A e 12 pozzi 

di quella B), con i risultati della tabella, nella quale sono già stati ordinati per rango allo scopo di 

facilitarne la lettura e il confronto: 

 

Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 --- --- 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

 

Determinare l’intervallo di confidenza alla probabilità nominale del 95% per la differenza tra le due 

mediane, utilizzando il metodo esatto di Fisher (Fisher’s exact test). 
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Risposta.   La procedura del test della mediana con campioni piccoli, cioè con il metodo esatto di 

Fisher, 

 

1 - come primo passo richiede che i dati dei due campioni indipendenti siano disposti in ordine 

crescente, come se fossero un gruppo solo, mantenendo l’informazione sul gruppo di appartenenza; 

con i 22 dati campionari, si ottiene la seguente serie 

 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Valore 50 143 164 173 198 221 225 226 233 250 287 

Area B A B A B B B A A A A 

 

 

Rango 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Valore 291 302 303 328 335 426 534 586 618 634 637 

Area A B A B B B B B B A A 

 

 

 nella quale la mediana del gruppo riunito cade tra il rango 11 (287) e il rango 12 (291). 

 

 

2 – Con pochi dati, la mediana è la media di questi due valori: 289. 

Successivamente si costruisce la tabella 2 x 2,  



 14 
 

 

 M E D I A N A 

 < >  

Gruppo A 6 4 10 

Gruppo B 5 7 12 

 11 11 22 

 

nella quale emerge che  

- dei 10 dati del gruppo A, 6 sono inferiori e 4 sono maggiori della mediana comune, 

- dei 12 dati del gruppo B, 5 sono inferiori e 7 sono maggiori della mediana comune. 

 

 

3 – Per stimare l’intervallo di confidenza alla probabilità bilaterale α = 0.05 è necessario calcolare 

quali sono le distribuzioni di frequenza che, mantenendo costanti i totali (di riga, di colonna e quindi  

anche quello generale) della tabella, abbiano una probabilità (P) complessiva inferiore a α = 0.025 in 

ognuna delle due code della distribuzione. 

Con un programma informatico, poiché i conti manuali sono lunghi seppure ancora possibili, si stima 

che  

- la probabilità (P0) di ottenere la tabella seguente (la più estrema in una direzione) 

 

 

 M E D I A N A 

 < >  

Gruppo A 10 0 10 

Gruppo B 1 11 12 

 11 11 22 

 

 

 cioè la probabilità di avere 0 nella casella in alto a destra (ma 0 potrebbe anche essere in alto a 

sinistra, trattandosi di una distribuzione simmetrica) 

è 

=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
!22!11!1!0!10
!11!11!12!10

0P 0,000017 
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 approssimativamente uguale a 0.000; 

- la probabilità (P1) di ottenere la tabella seguente 

 

 

 M E D I A N A 

 < >  

Gruppo A 9 1 10 

Gruppo B 2 10 12 

 11 11 22 

 

 

 cioè di avere 1 nella casella in alto a destra 

 è 

=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
!22!10!2!1!9
!11!11!12!10

1P 0,000936 

 approssimativamente uguale a 0.001; 

- la probabilità (P2) di ottenere la tabella  

 

 

 M E D I A N A 

 < >  

Gruppo A 8 2 10 

Gruppo B 3 9 12 

 11 11 22 

 

 

 cioè di avere 2 nella casella in alto a destra  

 è 

=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
!22!8!4!3!7
!11!11!12!10

2P 0,01403 

 approssimativamente uguale a 0.014. 

La probabilità (P3) di avere 3, sempre solamente per effetto del caso,  

è 
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=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
!22!9!3!2!8
!11!11!12!10

3P 0,08420 

 

Questa ultima è alta (P3 = 0.084), superando da sola il 5%. 

 

4 – Da questi calcoli si deduce che  

P = 0.000 + 0.001 +0.014 ≅ 0.015 

 la probabilità complessiva di avere per solo effetto del caso le tre risposte più estreme in una coda è 

approssimativamente P = 0.015. 

 

5 – Di conseguenza, per calcolare l’intervallo di confidenza alla probabilità complessiva α ≤ 0.05 

considerando entrambe le code della distribuzione, il valore limite accettabile nel gruppo A è 303 

 

 

Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 --- --- 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

 

 

 in quanto esclude solo i due valori più estremi: esso è il primo che non permette di rifiutare 

l’ipotesi nulla H0. 

 

6 – Successivamente si prendono in considerazione i dati del campione B. Poiché il numero totale di 

valori oltre la mediana sono 11, come riportano le tabelle 2 x 2 e sempre per non rifiutare l’ipotesi 

nulla H0, nel gruppo B i valori che si possono escludere sono gli 8 maggiori. Nel campione B il valore 

più basso degli 8 maggiori, cioè il valore critico inferiore, è 225. 

Ne deriva che la distanza massima tra le due serie campionarie, per non rifiutare l’ipotesi nulla H0, è la 

differenza tra questi due valori critici, cioè 

303 – 225 = 78 

Quindi si può rifiutare l’ipotesi nulla H0 solo quando  

θB - θA > -78 

 

7 – Con ragionamento simile, ma simmetrico, in un test bilaterale si rifiuta l’ipotesi nulla anche 

quando la distribuzione è sbilanciata  con intensità uguale nell’altra direzione. 
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Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 --- --- 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

 

 

Nel gruppo A, dopo i due valori estremi, il primo dato è 226; nel gruppo B il primo dato dopo gli 8 

valori più bassi (in quanto 2 + 8sono gli 11 dati minori della mediana generale) è 426. 

Poiché 

426 – 226 = 200 

 si rifiuta l’ipotesi nulla H0 solo quando 

θB - θA > 200. 

 

8 – Si deve quindi concludere che, alla probabilità nominale del 95%, l’intervallo di confidenza per 

la differenza mediana in questi due campioni è tra –78  e  +200. 

 

Nel trarre le conclusioni  su questi risultati, è importante evidenziare due osservazioni: 

- la probabilità reale di questo intervallo di confidenza è del 97% (non del 95% come 

nominalmente richiesto), poiché è stato escluso un 1,5% in ogni coda della distribuzione, a causa 

dei valori discreti che il metodo esatto di Fisher determina quando i campioni sono piccoli; 

- con il test t (rivedi come si calcola l’intervallo di confidenza di una differenza tra le medie di due 

campioni indipendenti),  

( ) 







+⋅±−=







 −+ BA

p
nn

BA nn
stxx

BA

112

2;
2
αδ  

 

- alla probabilità del 95% (quindi minore di quello reale prima utilizzato) l’intervallo di confidenza 

della differenza media risulta  

–142,94  < δ <  + 172,04 

 

E’ più ampio di quello stimato con il test della mediana (-78  e  200) e il metodo delle probabilità 

esatte di Fisher. La causa è la forte asimmetria della distribuzione sperimentale, che inoltre solleva 

dubbi forti di validità quando si ricorre ad un test parametrico. 

Sono più che evidenti i vantaggi di questo metodo, che inoltre è il meno potente tra quelli non 

parametrici, rispetto al metodo classico utilizzato nella statistica parametrica. 
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9.6.   IL TEST DI WILCOXON-MANN-WHITNEY DELLA SOMMA DEI RANGHI 

 

Nel test della mediana un dato fornisce lo stesso contributo al calcolo della significatività quando, 

collocato dalla stessa parte, è prossimo alla mediana oppure se ne discosta sensibilmente. Anche da 

questa osservazione elementare, è semplice dedurre che quel test utilizza solamente una parte minima 

dell'informazione contenuta nelle due serie di dati. 

Tra vari test che utilizzano appieno l'informazione del rango (tuttavia ancora inferiore a quella di 

una scala a intervalli o di rapporti), nel caso di due campioni indipendenti i più noti sono: 

- il test di Wilcoxon-Mann-Whitney (a volte abbreviato in WMW test) o test della somma dei 

ranghi,  

-  il test U di Mann-Whitney, detto anche test dell'ordine robusto dei ranghi, che usa una 

procedura leggermente differente, non ancora presentata nel testo e fondata sulle precedenze 

- il test S di Kendall che elabora diversamente l’indicatore di Mann-Whitney.  

 

Il test della somma dei ranghi è stato originariamente proposto da F. Wilcoxon nel 1945 (vedi 

Individual comparisons by ranking method, in Biometrics, Vol. 1, pp. 80-83). In vari testi è quindi 

chiamato semplicemente test di Wilcoxon per 2 campioni indipendenti. In questa prima versione 

aveva il grave limite di poter essere applicato solo a due campioni indipendenti, di dimensioni uguali.  

La sua applicazione è stata generalizzata e estesa anche al caso di 2 campioni con un numero 

differente di repliche da H. B. Mann e D. R. Whitney nel 1947, diventando il metodo di Wilcoxon-

Mann-Whitney. Questi due ultimi autori hanno avuto il merito ulteriore di proporre un metodo nuovo 

(vedi On a test of whether one of two random varaibles is stochastically larger than the other, 

pubblicato su Annals of Mathematical Statistics, Vol. 18, pp. 50-60), fondato su una logica 

differente dal conteggio dei ranghi.  

Il test di Wilcoxon è stato descritto anche da W. H. Kruskal nel 1957 (vedi Historical notes on the 

Wilcoxon unpaired two-sample test, pubblicato da Journal of the American Statistical Association, 

Vol. 52, pp. 356-360).  

Attualmente, in molti testi viene presentata solamente la versione di Mann-Whitney. In questo corso 

sono presentati entrambi, allo scopo di mostrare come siano possibili due metodologie differenti, per 

risolvere lo stesso problema:  

- la prima fondata sui ranghi, 

- la seconda sulle precedenze 

 e si possano trasferire i risultati di uno all’altro.  

 

Il metodo di Wilcoxon-Mann-Whitney (WMW test) richiede che  

- le due popolazioni a confronto siano distribuite in modo continuo,  
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- abbiano la stessa forma rispetto alla simmetria (entrambe simmetriche o entrambe asimmetriche 

nello stesso modo) e che  

- i dati siano misurati con una scala almeno ordinale. 

Le ipotesi possono essere  

- bilaterali 

210  Me=  Me: H       contro      211  Me  Me: H ≠  

 

- unilaterali in una direzione 

210  Me  Me: H ≥       contro      211  Me  Me: H <  

  oppure nell’altra  

210  Me  Me: H ≤      contro     211  Me  Me: H >  

e dove  

- 21   Mee Me  sono rispettivamente la mediana del gruppo 1 e la mediana del gruppo 2. 

 

(Si ripropone l'esercizio già utilizzato con il test della mediana, per un confronto tra i risultati e una 

valutazione della potenza dei due test.) 

Nel centro storico di una città, per l'analisi della qualità dell'aria sono state rilevate le quantità di 

solventi aromatici (Benzene, Toluene, Etilbenzene, Xileni in microgrammi/mc) presenti in un giorno 

festivo ed in un giorno feriale.  

 

FESTIVO 
A 

FERIALE 
B 

92  156 
114 123 
82 198 

164 83 
167 242 
110 176 
135 185 
--- 217 

 

 

Con i dati della tabella, verificare se nel giorno festivo la quantità di solventi aromatici è 

significativamente minore di quella presente nel giorno feriale. 

La metodologia può essere scomposta nei suoi passaggi logici: 

 

1 - Combinare i dati dei due gruppi in una serie unica, disponendo i valori o punteggi in ordine 

crescente. Per questo ordinamento in ranghi, quando esistono dati negativi si utilizzano i valori 

algebrici: si assegnano i ranghi minori ai valori negativi che sono maggiori in modulo.  
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Per ogni dato, conservare l'informazione relativa al gruppo di appartenenza, come nella tabella 

seguente: 

 

82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242 

A B A A A B A B A A B B B B B 

 

 

2 - Definire  

- 1n  la dimensione del gruppo minore, 

- 2n  la dimensione del gruppo maggiore.  

Se i 2 gruppi hanno la stessa dimensione, l'attribuzione di 1n  e 2n  può essere casuale, in quanto 

indifferente sui risultati. 

 Nell’esempio,  1n  = 7   e   2n  = 8. 

 

Attribuire il rango ad ogni valore nella serie unita dei due campioni. 

 

82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242 

A B A A A B A B A A B B B B B 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

 

 

3 - Calcolare la somma dei ranghi (chiamata T oppure W) del gruppo con il numero di dati 

minore.  

Nell’esempio, è il gruppo A: il numero di repliche è indicato con 1n  (i suoi ranghi sono stati riportati 

nella tabella precedente in grassetto e sottolineati). 

 

La somma di questi 1n  ranghi 

T =  1 +  3 + 4 + 5 + 7 + 9 + 10 = 39  

 risulta T = 39. 
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4 - Quando l'ipotesi nulla H0 è vera, i valori del gruppo prescelto sono casualmente mescolati con 

quelli dell’altro gruppo. Di conseguenza, il valore di T tende ad una media attesa µT, che dipende 

dal numero di osservazioni ( 1n  e  2n )  dei 2 gruppi, secondo la relazione 

 

µT
.( + + )

=
n n n 1

2
1 1 2  

 

Con i dati dell'esempio ( 1n  = 7   e   2n  = 8) 

 

µT
.( + + )

= =
7 7 8 1

2
56 

 la media attesa è µT = 56. 

 

5 - Se l’ipotesi nulla H0 è falsa e quindi è vera l'ipotesi alternativa H1, il valore di T osservato tende ad 

essere maggiore o minore di questo valore atteso (µT), in rapporto alla coda della distribuzione nella 

quale è collocata la tendenza centrale del gruppo con meno dati. 

Di conseguenza, il valore di T può tendere verso uno dei due estremi: 

- un valore minimo, dato dalla somma degli 1n  ranghi minori, 

- un valore massimo, determinato dalla somma degli 1n  ranghi maggiori. 

 

6 - La significatività della differenza tra le mediane dei due gruppi può essere valutata confrontando 

il valore di T calcolato con il valore µT atteso. 

 

Nel caso di piccoli campioni ( 1n  e  2n  ≤ 10), i valori critici alla probabilità α = 0.05 sono forniti 

dalla tabella  per un test unilaterale (quelli per un test bilaterale non sono stati riportati, perché non 

trovati in nessun testo consultato). 

Per ogni coppia 1n  ed 2n  la tabella riporta la probabilità di trovare il valore di T osservato o valori 

che si discostano maggiormente dalla media 

- nella coda inferiore e  

- in quella superiore della distribuzione. 
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Tavola dei valori critici di T del test di Wilcoxon-Mann-Whitney 

per test unilaterali con 2 campioni indipendenti 

 Probabilità α ≤ 0.05  
 

- 1n  = campione con il numero minore di osservazioni, 

- 2n  = campione con il numero maggiore di osservazioni, 

- T è significativo quando è uguale o minore del valore minore tabulato, 

- T è significativo quando è uguale o maggiore del valore maggiore tabulato 

 
 

1n  = 3 1n  = 4 1n  = 5 1n  = 6 

2n  T 2n  T 2n  T 2n  T 

3 6-15       

4 6-18 4 11-25     

5 7-20 5 12-28 5 19-36   

6 8-22 6 13-31 6 20-40 6 28-50 

7 8-25 7 14-34 7 21-44 7 29-55 

8 9-27 8 15-37 8 23-47 8 31-59 

9 10-29 9 16-40 9 24-51 9 33-63 

10 10-32 10 17-43 10 26-54 10 35-67 

 
 
 

1n  = 7 1n  = 8 1n  = 9 1n  = 10 

2n  T 2n  T 2n  T 2n  T 

7 39-66       

8 41-71 8 51-85     

9 43-76 9 54-90 9 66-105   

10 45-81 10 56-96 10 69-111 10 82-128 
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Tavola dei valori critici di T del test di Wilcoxon-Mann-Whitney 

per test bilaterali con 2 campioni indipendenti 
 Probabilità α ≤ 0.05 nella  parte superiore 
 Probabilità α ≤ 0.01 nella parte inferiore 

 
- 1n  = campione con il numero minore di osservazioni, 
- 2n  = campione con il numero maggiore di osservazioni, 
- T è significativo quando è uguale o minore del valore tabulato, 

 

2n  1n  4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

4 0.05 10            

 0.01 ---            

5 0.05 11 17           

 0.01 --- 15           

6 0.05 12 18 26          

 0.01 10 16 23          

7 0.05 13 20 27 36         

 0.01 10 16 24 32         

8 0.05 14 21 29 38 49        

 0.01 11 17 25 34 43        

9 0.05 14 22 31 40 51 62       

 0.01 11 18 26 35 45 56       

10 0.05 15 23 32 42 53 65 78      

 0.01 12 19 27 37 47 58 71      

11 0.05 16 24 34 44 55 68 81 96     

 0.01 12 20 28 38 49 61 73 87     

12 0.05 17 26 35 46 58 71 81 99 115    

 0.01 13 21 30 40 51 63 76 90 105    

13 0.05 18 27 37 48 60 73 88 103 119 136   

 0.01 13 22 31 41 53 65 79 93 109 125   

14 0.05 19 28 38 50 62 76 91 106 123 141 160  

 0.01 14 22 32 43 54 67 81 96 112 129 147  

15 0.05 20 29 40 52 65 79 94 110 127 145 164 184 

 0.01 15 23 33 44 56 69 84 99 115 133 151 171 
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Con i dati dell'esempio, per 1n  = 7   e   2n  = 8   la media attesa è 56 mentre il valore T calcolato è 39. 

Si tratta quindi di verificare se è minore dell’atteso in modo significativo. 

Il valore critico fornito dalla tabella per  1n  = 7   e  2n  = 8   è   T = 41.  

Il valore osservato (39) è inferiore a quello critico riportato nella tabella (41): di conseguenza, la 

probabilità (P) che possa essere ottenuto per caso è inferiore a 0.05.  

Per questo test ad una coda, si rifiuta l'ipotesi nulla. 

 

E’ utile osservare come questo test sia molto più potente di quello della mediana: con gli stessi 

dati,  

- il test della mediana stimava una probabilità P = 0.21445,  

- il test di Wilcoxon-Mann-Whitney stima P < 0.05 (in modo approssimato, con l’uso della tabella). 

La stima successiva, ottenuta con la normale benché il campione sia piccolo e quindi sottostimata, 

fornisce un probabilità P ≅ 0.03. 

 

 

Nel caso di grandi campioni ( 1n  oppure 2n  > 10) la statistica T segue una distribuzione 

approssimativamente normale. La significatività può pertanto essere saggiata mediante la distribuzione 

normale ridotta, con media uguale a 0 e varianza uguale a 1. 

Anche quando in un gruppo si hanno più di 10 osservazioni, è conveniente applicare la correzione per 

la continuità, sommando ± 0,5 al valore di T, in modo che lo scarto tra osservato ed atteso sia più 

piccolo. 

La formula della stima di Z, corretta per la continuità, 

 diviene 

                                

- ) 0,5 (T = Z
T

T

σ
µ±

 

 dove la media µT è data da 

µT
.( + + )

=
n n n 1

2
1 1 2  

 e la deviazione standard σΤ da 

σT =
⋅ ⋅ n n (n + n +1)

12
1 2 1 2  

Con i dati dell'esempio,  

µT
.( + + )

= =
7 7 8 1

2
56 

 dove µT è uguale a 56  
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 e la deviazione standard σΤ è 

σT =
⋅ ⋅

=
 7 8 (7 + 8 +1)

12
8 64,  

 uguale a 8,64 

 la significatività della differenza tra le due tendenze centrali può essere verificata attraverso il valore 

di Z 

                             

91.1
64,8

65 - 0,5) + (39 = Z −=
 

 che risulta uguale a -1,91. 

Il segno indica che il valore osservato è inferiore a quello atteso; al valore di 1,91 in una coda della 

distribuzione nella tabella della distribuzione normale corrisponde un'area di probabilità P = 0.0281.  

Si rifiuta l'ipotesi nulla.  

 

Quando i punteggi non sono valutati con una scala continua, come postula il test, si possono avere 

diversi valori uguali od osservazioni ex-aequo (ties). Nella trasformazione in ranghi, ad ognuna di 

queste osservazioni viene assegnata la media dei ranghi dei valori uguali. La media resta invariata, ma 

la deviazione standard σΤ  è minore; di conseguenza deve essere corretta e  

 diventa 

 

( ) )
1212

(
1 1

33
21 ∑

=

−
−

−
⋅

−
⋅

=
g

j

jj
T

ttNN
NN

nnσ  

 

 dove  

- 21 n + n = N  e la stima dei t è condotta come nel test T di Wilcoxon per 2 campioni dipendenti. 

 

La correzione per i ties diminuisce il valore della deviazione standard e quindi aumenta il valore 

di Z. 

 

 

ESEMPIO 1.   Quantità di precipitazione, intensità e durata delle piogge variano da luogo a luogo. 

L’irregolarità degli eventi atmosferici e una diversa configurazione sia del suolo che di aspetti 

ambientali (zone montuose, aree alberate od urbanizzate) possono influire sulla quantità di pioggia. 

Tuttavia è ritenuto approssimativamente corretto considerare valide per tutta l’area le misure effettuate 

in una stazione pluviometrica. 
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Per verificare se un’area montana (M) ha avuto una quantità di piogge significativamente superiore a 

quella di un’area collinare (C) limitrofa, sono state raccolte le due brevi serie mensili (in millimetri), 

non coincidenti come periodo. 

 

AREA 
M 

AREA 
C 

78 43 
130 58 
93 69 

110 96 
--- 72 
--- 85 

 

Risposta. 

E’ un test ad una coda, con le seguenti ipotesi sulle mediane 

H0: MeM ≤ MeC      contro      H1: MeM > MeC  

 

Per effettuare il test, la procedura richiede i passaggi seguenti. 

 

1 - Ordinare i valori, conservando l’informazione del gruppo d’appartenenza; successivamente 

riportare i ranghi relativi. 

 

43 58 69 72 78 85 93 96 110 130 

C C C C M C M C M M 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 

 

2  - Calcolare la somma dei ranghi del gruppo M (già riportati in grassetto), con 1n  = 4   e   2n  = 6 

T = 5 + 7 + 9 + 10 = 31 

 

3 - Se H0 fosse vera, il valore atteso di µT dovrebbe essere 

 

µT = 
2

)164(4 ++⋅
 = 

44
2

 = 22 

 uguale a 22.  

Il valore osservato (31) è più alto di quello atteso; pertanto il confronto deve essere condotto con il 

valore critico superiore. 
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Nella tabella dei valori critici, per 1n  = 4  e  2n = 6 il valore massimo riportato è 31. 

Il valore di T calcolato è esattamente uguale (31).  

Poiché il valore riportato nella tabella appartiene all’area di rifiuto, si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta 

l’ipotesi alternativa. 

La mediana delle quantità mensili di pioggia caduta nella zona montuosa è significativamente 

superiore alla mediana delle quantità mensili cadute in collina. 

 

 

In vari testi di statistica applicata, non sono riportati i valori critici del test T o W di Wilcoxon-

Mann-Whitney. In tali condizioni, si ricorre a quelli di Mann-Whitney dopo trasformazione del T 

in U, come sarà illustrato nei paragrafi successivi.  

Come ultimo esempio di applicazione di questo test WMW, sono riportati dati tratti dal testo di 

Sprent, ma sviluppati in modo più dettagliato,  

- sia per una prima illustrazione del passaggio dai valori critici del test WMW a quelli di Mann-

Whitney,  

- sia per riportare un esempio classico, che in seguito servirà per confrontare i risultati di test 

differenti applicati agli stessi dati. 

 

ESEMPIO 2. (Uguale a quello già utilizzato per l’intervallo di confidenza con il test della mediana; 

sarà utilizzato anche in test successivi). 

Si assuma di aver effettuato il conteggio di popolazioni batteriche in campioni d’acqua di due aree (10 

pozzi dell’area A e 12 pozzi di quella B). I dati, riportati nella tabella, sono già stati ordinati per rango 

allo scopo di facilitarne la lettura e il confronto: 

 

Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 --- --- 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

 

 

Esiste una differenza significativa tra le due tendenze centrali? 

 

Risposta. 

E’ un test bilaterale, con 

BA0  Me=  Me: H       contro      BA1  Me  Me: H ≠  

 

1 - Come primo passo, con An  = 10    e   Bn  = 12, 
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 si ordinano i dati per rango come se appartenessero ad un gruppo unico, mantenendo l’informazione 

su quello di appartenenza; con i 22 dati campionari, si ottiene la seguente serie 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Valore 50 143 164 173 198 221 225 226 233 250 287 

Area B A B A B B B A A A A 

 

 

Rango 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

Valore 291 302 303 328 335 426 534 586 618 634 637 

Area A B A B B B B B B A A 

 

 

2 - Dalla distribuzione congiunta, si ricavano i totali dei ranghi  

- del gruppo A (SA) 

SA = 2 + 4 + 8 + 9+ 10 + 11 + 12 + 14 + 21 + 22 = 113 

- del gruppo B (SB) 

SB = 1 + 3 + 5 + 6 + 7 + 13 + 15 + 16 + 17 + 18 + 19 + 20 = 140 

Nel caso di campioni piccoli, si utilizza la tabella già riportata. 

Ma in questo caso, con 2n = 12 (campione più grande di quello massimo riportato nella tabella) e per 

un test bilaterale, si può ricorrere alla tabella del test U riportata nel paragrafo successivo. 

La trasformazione del T in U è 

 ricavata da 

U = T - 
( )
2

111 +⋅ nn
 

Con i dati dell’esempio, 

 da T = 113 si ricava 

U = 113 - 
( ) 5855113
2

11010
=−=

+⋅
 

 U = 58. 

Il valore calcolato (58) supera quello massimo riportato nella tabella dei valori critici di U alla 

probabilità α = 0.05 in un test bilaterale e per le dimensioni An  = 10    e   Bn  = 12: non è possibile 

rifiutare l’ipotesi nulla. 
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Trasformare il valore di T (o W) del test di WMW nel corrispondente valore U del test Mann-Whitney 

è prassi diffusa, riportata in molti testi. Sarà illustrata in modo più dettagliato in un paragrafo seguente. 

Purtroppo, vari testi presentano il test di Mann-Whitney in modo non corretto o almeno incompleto: 

calcolano i ranghi e trasformano la somma minore (T) nel valore corrispondente del test U, senza 

spiegare il modo con il quale U dovrebbe essere calcolato e quale sia il suo reale significato. 

 

 

9.7.  CALCOLO DELLE PROBABILITA’ ASSOCIATE AI VALORI DI T, POTENZA (1-β, N) 

E ROBUSTEZZA DEL TEST DI WILCOXON-MANN-WHITNEY 

Con due campioni indipendenti di dimensioni 1n  + 2n = N, la probabilità associata ad ogni valore di T 

può essere fatta derivare con semplicità dal calcolo combinatorio. Nella pratica, a causa del tempo 

richiesto, è vantaggioso utilizzare un programma informatico. In questo corso ne sono illustrati i 

concetti, limitando l’applicazione a un esempio con dimensioni minime. 

Nella condizione che l’ipotesi nulla H0 sia vera e che la scala utilizzata sia continua, quindi senza 

ties, assumendo come esempio due campioni di dimensioni 1n  = 2  e  2n = 4 si stimano quante sono 

tutte le possibili risposte sperimentali, mediante lo sviluppo della combinazione  
n
NC  

 dove  

- N = 6 

- n  = 2, in quanto il minore tra 1n  e 2n . 

Poiché le combinazioni  

( ) 15
!2!26

!62
6 =

⋅−
=C  

  sono 15, ognuna ha probabilità  P = 1/15. 
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Nella tabella successiva sono riportate tutte le 15 combinazioni possibili e il corrispondente valore T:  

 

Ranghi  
Comb. 1 2 3 4 5 6 

 
T 

1) A A B B B B 3 
2) A B A B B B 4 
3) A B B A B B 5 
4) A B B B A B 6 
5) A B B B B A 7 
6) B A A B B B 5 
7) B A B A B B 6 
8) B A B B A B 7 
9) B A B B B A 8 

10) B B A A B B 7 
11) B B A B A B 8 
12) B B A B B A 9 
13) B B B A A B 9 
14) B B B A B A 10 
15) B B B B A A 11 

 

Riassumendo in una tabella più schematica i valori di T elencati, si ottiene la seguente distribuzione di 

probabilità ad essi associate: 

 

Valore di T Probabilità 
3 1/15 
4 1/15 
5 2/15 
6 2/15 
7 3/15 
8 2/15 
9 2/15 

10 1/15 
11 1/15 

TOTALE   =   15/15 
 

 

Per rifiutare l’ipotesi nulla, le probabilità devono essere cumulate. Ad esempio con T = 10 in un test 

unilaterale, la probabilità è P = 2/15. 

Quando sono presenti dei ties, cioè due o più misure identiche nei due differenti gruppi a confronto, 

come nella tabella successiva, in cui 1,8 è riportato due volte, una nel gruppo A e una nel gruppo B, 
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Gruppo A 1,4 1,8 --- --- 

Gruppo B 0,3 1,8 2,1 5,4 

 

 per il calcolo delle probabilità si devono stimare i ranghi a gruppi riuniti. In questo caso si ottiene 

 

Rango 1 2 3,5 3,5 5 6 

Valore 0,3 1,4 1,8 1,8 2,1 5,4 

Area B A B A B B 

 

Nelle 15 combinazioni possibili, il tie modifica i valori di T come nella tabella seguente 

 

Ranghi  
Comb. 1 2 3,5 3,5 5 6 

 
T 

1) A A B B B B 3 
2) A B A B B B 4,5 
3) A B B A B B 4,5 
4) A B B B A B 6 
5) A B B B B A 7 
6) B A A B B B 5,5 
7) B A B A B B 5,5 
8) B A B B A B 7 
9) B A B B B A 8 

10) B B A A B B 7 
11) B B A B A B 8,5 
12) B B A B B A 9,5 
13) B B B A A B 8,5 
14) B B B A B A 9,5 
15) B B B B A A 11 

 

La tabella conclusiva delle probabilità associate ad ogni valore di T diventa 

 

Valore di T Probabilità 
3 1/15 

4,5 2/15 
5,5 2/15 
6 1/15 
7 3/15 
8 1/15 

8,5 2/15 
9,5 2/15 
11 1/15 

TOTALE   =   15/15 
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E’ plurimodale e in essa sono eliminati alcuni valori di T presenti in precedenza, mentre ne compaiono 

altri (con i dati dell’esempio, non compaiono più T = 4 e T = 10, mentre compaiono T = 4,5  T = 5,5 

ecc...) 

Nella rappresentazione grafica, le due distribuzioni delle probabilità associate ai valori di T diventano 

rispettivamente 

 

Probabilità associata ad ogni valore di T con 1n  = 2,  2n = 4 e senza ties 
 
 

Probabilità associata ad ogni valore di T con 1n  = 2,  2n = 4 e con un ties 
 

0

1

2

3

4

3 4 5 6 7 8 9 10 11

Valore di T
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Come nel caso del T per un campione, è facile evidenziare che per alcuni valori di T le probabilità 

sono modificate. Ad esempio  

- per T ≤ 4 la probabilità non è più 2/15 ma 1/15, 

- per T ≤ 5 la probabilità non è più 4/15 ma 3/15, 

- per T ≤ 6 la probabilità rimane sempre 6/15. 

Anche in questo caso si evidenzia che complessivamente l’effetto è ridotto. 

 

 

La potenza (power) di questo test non parametrico,  

Potenza = 1- β = probabilità di rifiutare H0, quando è falsa 

 può essere stimata in modo approssimato con la distribuzione normale standardizzata (Zβ), quando la 

distribuzione dei ranghi può essere ritenuta approssimativamente normale. 

Con un campione abbastanza grande e senza ties, è possibile stimare la probabilità di β 

 con  

( ) αβ σ
δ

π
Z

N
nnZ −








⋅

⋅+
⋅⋅

=
1

3 21  

 dove 

- 1n  = numero di osservazioni del campione minore, 

- 2n  = numero di osservazioni del campione maggiore, 

- N  = numero totale di osservazioni ( 1n  + 2n ), 

- δ = differenza (µ1 - µ2) della quale si vuole verificare la significatività, 

- σ deviazione standard della popolazione. 

Abitualmente δ/σ sono presi in modo congiunto, per valori che variano da 0.2 a 3. E’ una procedura 

che permette di ridurre il numero di casi. 

 

Ad esempio, con  1n  = 7   e  2n  = 7 come ‘è possibile verificare sulla tabella dei valori critici si rifiuta 

l’ipotesi nulla alla probabilità α = 0.05 in un test unilaterale quando T ≥ 66. 

Se  δ = µ1 - µ2 = 4   e   2σ = 16,  con Z0.05 = 1,645 il valore di Zβ approssimativamente  

è 

( ) 645,1
4
4

14,3114
773

−







⋅

⋅+
⋅⋅

=βZ  = 645,11
1,47

147
−








⋅  = 0,12 

 

 Z = 0,12 alla quale nella coda destra della distribuzione corrisponde una probabilità P = 0.45. 
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La potenza (1-β) di questo esempio è 1 - 045 = 0.55. 

Sono misure approssimate, quando il campione è piccolo come quello utilizzato nell’esempio. Valori 

esatti della potenza per piccoli campioni sono stati calcolati da R. C. Milton nel 1970 (vedi il volume 

Rank Order Probability, pubblicato da John Wiley, New York) 

In esso la potenza di un test con questi parametri risulta P = 0.635  

 

Per la potenza a priori, cioè la stima delle dimensioni minime (N) del campione affinché il test risulti 

significativo alla probabilità α predeterminata  e con il rischio β prefissato, può essere calcolata con la 

formula proposta da G. E. Noether nel 1987 (con l’articolo Sample size determination for some 

common nonparametric tests, pubblicato su Journal of the American Statistical Association, Vol. 

82, pp.645-647): 

( )
( ) ( )2

2

5.0112 −⋅−⋅

+
=

δ
βα

cc
ZZ

N  

 dove, oltre alla consueta simbologia, 

- δ deve essere maggiore di 0,5 

- c è la proporzione del campione minore n1 sul numero totale (c = n1/N).  

Lo sbilanciamento del campione determina un aumento di N, per mantenere la stessa potenza del test. 

Riprendendo l’esempio del testo di Hollander e Wolfe più volte citato, nel caso di 

- due campioni bilanciati 1n  = 2n  quindi c = 0,5 

- δ = 0.7 in un test unilaterale con α = 0.05 quindi Zα = 1,645 

- la potenza 1-β di almeno 0.90 quindi β = 0.10 e Zβ = 1,28 

 si stima 

( )
( ) ( )

3,71
12,0
56,8

5,07,05,015,012
28,1645,1

2

2

==
−⋅−⋅⋅

+
=N  

 

 N = 71,33 quindi, per un principio di cautela, 1n  = 2n  = 36 

 

Se le due distribuzioni campionarie differiscono nella variabilità o nella forma della distribuzione, le 

probabilità sono modificate come avviene per il test parametrico t di Student. 

Questa stima di N, proposta per il test U di Mann-Whitney, è estesa da Noether al test di Wilcoxon per 

due campioni. 
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9.8.   IL TEST U DI MANN-WHITNEY O DELL'ORDINE ROBUSTO DEI RANGHI 

Il test U di Mann-Whitney o test dell'ordine robusto dei ranghi deriva dalla proposta di H. B. 

Mann e D. R. Whitney di generalizzare il metodo di Wilcoxon (vedi il loro articolo On a test of 

whether one of two random variables is stochastically larger than the other, pubblicato su Annals of 

Mathematical Statistics, Vol. 18, pp. 50-60).  

Il test non richiede alcuna ipotesi sulla simmetria dei due campioni. Può essere applicato quando 

essi hanno dimensioni diverse (come d’altronde il test di Wilcoxon nella versione presentata nel 

paragrafo precedente) e serve sempre per verificare la significatività della differenza tra le 

mediane. 

 

Le ipotesi possono essere  

- bilaterali 

 

210  Me=  Me: H      contro     211  Me  Me: H ≠  

 

- unilaterali in una direzione 

210  Me  Me: H ≥      contro     211  Me  Me: H <  

  oppure  nell’altra direzione 

210  Me  Me: H ≤      contro     211  Me  Me: H >  

 dove 21   Mee Me  sono rispettivamente la mediana del gruppo 1 e la mediana del gruppo 2. 

 

A motivo della sua più estesa applicabilità, è preferibile al test di Wilcoxon-Mann-Whitney. Molti 

programmi informatici e testi di statistica applicata recenti riportano solo questo test e non 

riportano più il precedente, sebbene esso mantenga ancora una relativa diffusione internazionale e la 

sua conoscenza sia utile per capire articoli dei decenni scorsi. 

La procedura del test U di Mann-Whitney è fondata sulle precedenze, che rappresentano l’altra 

metodologia più diffusa nei test non parametrici, alternativa ai ranghi.  

Come già illustrato da Mann e Whitney nella loro prima presentazione (e come sarà in seguito 

dimostrato), è facile passare dal risultato di questo test a quello del test di Wilcoxon (come sarà 

spiegato nel paragrafo successivo). 

Per illustrare questa metodologia è didatticamente utile avvalersi ancora dell’esempio utilizzato in 

precedenza: 
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A B 
92  156 

114 123 
82 198 

164 83 
167 242 
110 176 
135 185 
--- 217 

 

 

Nel primo passaggio, la sequenza delle operazioni è simile:  

 

1 - Combinare i dati dei due gruppi in un insieme unico, disponendo i valori o punteggi in ordine 

crescente, secondo il valore algebrico. Per ogni dato, conservare l'informazione relativa al gruppo 

di appartenenza. 

 

82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242  

A B A A A B A B A A B B B B B 

 

 

Nel secondo iniziano le differenze 

2 - Contare il numero di precedenze: quante volte ogni dato di un gruppo è preceduto da dati 

dell'altro gruppo.  

Per esempio,  

- il valore 82, che appartiene al gruppo A non è preceduto da alcun valore di B; di conseguenza il 

suo numero di precedenze è 0; 

- i valori 92, 110 e 114 del gruppo A sono tutti tre preceduti da un valore di B (83); di conseguenza 

ognuno di questi tre valori come numero di precedenze ha 1. 

Come indicatore, chiamato U, è stato scelto il numero minore di precedenze.  

 

Con i dati dell’esempio, è corretto contare quante volte ogni dato di A è preceduto da dati di B. La 

somma di queste precedenze  
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82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242  

A B A A A B A B A A B B B B B 

0 --- 1 1 1 --- 2 --- 3 3 --- --- --- --- --- 

 

 è il valore di U  

U =  0 +  1 + 1 + 1 + 2 + 3 + 3 = 11 

 che risulta uguale a 11. 

 

Si sarebbe anche potuto calcolare quante volte ogni valore del gruppo B è preceduto da valori di A 

 

82 83 92 110 114 123 135 156 164 167 176 185 198 217 242  

A B A A A B A B A A B B B B B 

--- 1 --- --- --- 4 --- 5 --- --- 7 7 7 7 7 

 

 ottenendo un valore 

U'  =  1 +  4 + 5 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 = 45 

 uguale a 45, maggiore del precedente.  

Il valore corretto dell’indice U è quello minore, 

 mentre quello maggiore deve essere indicato con U’. 

 

3 - Quando le differenze tra U e U’ sono ridotte, non sempre è facile trovare subito il valore corretto. 

A questo scopo, è utile ricordare che U e U' sono legati dalla relazione  

 

n n = U + U'1 2⋅  

dove: 

 n1 è il numero di dati del gruppo minore, 

 n2 è il numero di dati del gruppo maggiore. 

 

Con i dati dell'esempio, dove  

  n1 = 7,   n2 = 8,   U = 11,   U’ = 45 

 si ottiene 

7 8 = 11 + 45⋅  

Di conseguenza, è possibile calcolare un primo valore di U e, mediante la relazione, stimare l’altro. 
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Il valore da utilizzare, il vero U, è il valore minore tra i due. 

Attraverso la relazione 

U = (n n ) - U'1 2⋅  

 

 può essere verificato facilmente, per escludere eventuali errori di calcolo. 

 

4 - Nel caso in cui sia vera l'ipotesi H1, quindi un campione abbia una mediana nettamente minore 

dell’altro, il valore di U tenderà a 0, poiché i dati del gruppo in esame, che deve fornire il totale 

minore, precederanno tutti i dati dell'altro gruppo e quindi ognuno di essi avrà 0 precedenze. 

Nel caso in cui sia vera l'ipotesi H0 di uguaglianza od identità delle due tendenze centrali, i dati dei 

due gruppi saranno casualmente mescolati: U tenderà ad un valore medio (µU ), dipendente dal 

numero di osservazioni presenti n1 e n2 , secondo la relazione 

 

µU = 
n n1 2

2
⋅

 

 

5 - Per valutare la significatività del valore di U si seguono metodi diversi, in funzione delle 

dimensioni dei due campioni. 

 

Nel caso di piccoli campioni (n1 e n2 < 15), la tavola dei valori critici fornisce il valore di U 

significativo. Nella tabella sono riportati i valori critici alla probabilità α uguale a 0.05 

-  per test a due code nella parte superiore di ogni casella, 

-  per test a una coda nella parte inferiore. 

E’ significativo qualunque valore di U calcolato che sia uguale o inferiore a quello riportato nella 

tabella. 

 

Per n1 = 7  e  n2 = 8 in un test ad una coda, il valore di U riportato nella tabella alla probabilità α = 

0.05 è 13. Con i dati dell’esempio, il valore U calcolato (11) risulta inferiore a quello tabulato (13). 

Pertanto alla probabilità 0.05 si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi alternativa: la mediana del 

primo gruppo è significativamente minore di quella del secondo gruppo. 
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Tavola dei valori critici di U del test Mann-Whitney 
per 2 campioni indipendenti alla probabilità α ≤ 0.05 

 
Valore critico per test a due code (2) nella parte superiore e per test a una coda (1) nella parte 
inferiore di ogni casella. U calcolato è significativo quando è uguale o minore del valore tabulato. 
 1n = campione con il numero minore di osservazioni. 
 2n = campione con il numero maggiore di osservazioni. 

 

n1 n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

2 2 - - - - - - 0 0 0 0 1 1 1 1 

 1 - - - 0 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 

3 2  - - 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 

 1  0 0 1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 7 

4 2   0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 

 1   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

5 2    2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14 

 1    4 5 6 8 9 11 12 13 15 16 18 

6 2     5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 

 1     7 8 10 12 14 16 17 19 21 23 

7 2      8 10 12 14 16 18 20 22 24 

 1      11 13 15 17 19 21 24 26 28 

8 2       13 15 17 19 22 24 26 29 

 1       15 18 20 23 26 28 31 33 

9 2        17 20 23 26 28 31 34 

 1        21 24 27 30 33 36 39 

10 2         23 26 29 33 36 39 

 1         27 31 34 37 41 44 

11 2          30 33 37 40 44 

 1          34 38 42 46 50 

12 2           37 41 45 49 

 1           42 47 51 55 

13 2            45 50 54 

 1            51 56 61 

14 2             55 59 

 1             61 66 

15 2              64 

 1              72 
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Tabella dei valori critici del test U di Mann-Whitney  

(campioni di dimensioni diverse) 
 

I valori della matrice triangolare superiore si riferiscono alla probabilità α = 0.05. 
I valori della matrice triangolare inferiore si riferiscono alla probabilità α = 0.01. 
 

Test a 1 coda 

 

2n  

 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1n   

5  5 6 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22 23 25 

6 2  8 10 12 14 16 17 19 21 23 25 26 28 30 32 

7 3 4  13 15 17 19 21 24 26 28 30 33 35 37 39 

8 4 6 7  18 20 23 26 28 31 33 36 39 41 44 47 

9 5 7 9 11  24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 

10 6 8 11 13 16  31 34 37 41 44 48 51 55 58 62 

11 7 9 12 15 18 22  38 42 46 50 54 57 61 65 69 

12 8 11 14 17 21 24 28  47 51 55 60 64 68 72 77 

13 9 12 16 20 23 27 31 35  56 61 65 70 75 80 84 

14 10 13 17 22 26 30 34 38 43  66 71 77 82 87 92 

15 11 15 19 24 28 33 37 42 47 51  77 83 88 94 100 

16 12 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61  89 95 101 107 

17 13 18 23 28 33 38 44 49 55 60 66 71  102 109 115 

18 14 19 24 30 36 41 47 53 59 65 70 76 82  116 123 

19 15 20 26 32 38 44 50 56 63 69 75 82 88 94  130 

20 16 22 28 34 40 47 53 60 67 73 80 87 93 100 107  

 

 
Valori delle diagonali (campioni di uguali dimensioni). 

 

1n  = 2n  5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
α = 0.05 4 7 11 15 21 27 34 42 51 61 72 83 96 109 123 138 

α = 0.01 1 3 6 9 14 19 25 31 39 47 56 66 77 88 101 114 
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Tabella dei valori critici del test U di Mann-Whitney  

(campioni di dimensioni diverse) 
 

I valori della matrice triangolare superiore si riferiscono alla probabilità α = 0.05. 
I valori della matrice triangolare inferiore si riferiscono alla probabilità α = 0.01. 
 

Test a 2 code 

 

2n  

 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1n   

5  3 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20 

6 1  6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27 

7 1 3  10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 

8 2 4 6  15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41 

9 3 5 7 9  20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48 

10 4 6 9 11 13  26 29 33 36 39 42 45 48 52 55 

11 5 7 10 13 16 18  33 37 40 44 47 51 55 58 62 

12 6 9 12 15 18 21 24  41 45 49 53 57 61 65 69 

13 7 10 13 17 20 24 27 31  50 54 59 63 67 72 76 

14 7 11 15 18 22 26 30 34 38  59 64 69 74 78 83 

15 8 12 16 20 24 29 33 37 42 46  70 75 80 85 90 

16 9 13 18 22 27 31 36 41 45 50 55  81 86 92 98 

17 10 15 19 24 29 34 39 44 49 54 60 65  93 99 105 

18 11 16 21 26 31 37 42 47 53 58 64 70 75  106 112 

19 12 17 22 28 33 39 45 51 57 63 69 74 81 87  119 

20 13 18 24 30 36 42 48 54 60 67 73 79 86 92 99  

 

 
Valori delle diagonali (campioni di uguali dimensioni). 
 

N1 = n2 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
α = 0.05 2 5 8 13 17 23 30 37 45 55 64 75 87 99 113 127 

α = 0.01 0 2 4 7 11 16 21 27 34 42 51 60 70 81 93 105 
 



 42 
 

 

Ai fini dell’inferenza il confronto è tra le mediane, anche se non è necessario calcolarle. 

 

Quando sono presenti valori identici (ties), si deve assegnare il rango medio e stimare il numero di  

precedenze come media dei diversi ranghi possibili. 

Nel caso di piccoli campioni non dovrebbero essere presenti valori identici, come richiesto dalla 

condizione che la scala sia continua. Valori identici (ties) non alterano la media, ma abbassano il 

valore della varianza, che non viene considerata quando si deve ricorrere alla tabella dei valori critici 

per piccoli campioni. 

Un numero molto limitato di valori ex-aequo incide in modo trascurabile sulla stima della 

significatività; pertanto nella prassi viene abitualmente accettato il valore che non considera la 

correzione, che invece può essere utile nel caso di grandi campioni. 

 

 

Nel caso di grandi campioni (n1 o n2 > 15), se è vera l'ipotesi nulla H0 la distribuzione di 

campionamento di U è bene approssimato dalla distribuzione normale, con media 0 e varianza 

unitaria: 

Z = 
U U

U

− µ
σ

 

dove U è lo stimatore osservato,  

- µU  è il suo valore atteso nell'ipotesi H0  

µU = 
n n1 2

2
⋅

 

- e la deviazione standard σU  è 

( )
σU

n n n n
=

⋅ ⋅ + +1 2 1 2 1
12

 

 

Con i dati dell'esempio, U è risultato uguale a 11, 

 mentre µU  

µU =
⋅

=
7 8
2

28 

 è uguale a 28  

 e la deviazione standard σU  

( )
σU =

⋅ ⋅ + +
=

7 8 7 8 1
12

8 64,  

è uguale a 8,64. 
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La significatività della differenza tra le mediane dei due gruppi indipendenti può essere stimata 

mediante il valore di Z 

967,1
64,8

2811
−=

−
=Z  

che risulta uguale a -1,967. 

Nella distribuzione normale a Z = 1,967 in una coda della distribuzione corrisponde una probabilità 

leggermente inferiore a 0.0250. 

Si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta l'ipotesi alternativa di una minore presenza di solventi aromatici 

dispersi nell'aria della città, durante i giorni festivi. 

Il valore di Z risulta sempre negativo e non assume un significato preciso, in quanto U è sempre 

inferiore alla media attesa µU. 

 

Il test U ipotizza che la scala utilizzata sia continua ; quindi che le osservazione ex-aequo non esistano 

o abbiano una presenza molto limitata.  

In caso di ties, ad ogni gruppo di punteggi uguali sarà assegnata la media del gruppo. La presenza di 

valori identici non altera la media ma modifica la varianza.  

Nel caso di grandi campioni ed il ricorso alla distribuzione normale, la deviazione standard σU   

diventa 

( ) 







−

−
⋅

−⋅
⋅

= ∑ iU TNN
NN
nn

121

3
21σ  

 dove: 

 N è eguale a n  +  n1 2  

 Ti  è dato da: 

T t t
i

i i=
−3

12
 

con   t =  numero di osservazionii  ex-aequo dello stesso rango. 

 

La correzione riduce il valore della deviazione standard ed aumenta proporzionalmente il valore 

di Z. Se non si introduce la correzione, il valore di Z risulta minore e quindi è più difficile raggiungere 

la significatività; si dice anche che, senza correzione, il test risulta più conservativo. Di norma anche 

molti valori simili determinano una correzione ridotta: una sola serie molto lunga di valori identici 

ha effetti maggiori di molti valori ripetuti solo due o tre volte. 
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ESEMPIO. Per verificare se un’area montana (M) ha avuto una quantità di piogge significativamente 

superiore a quella di un’area collinare  ( C ) limitrofa si confrontano due serie mensili (in millimetri):  

 

AREA 
M 

AREA 
C 

78 43 
130 58 
93 69 

110 96 
--- 72 
--- 85 

 

La quantità mediana di pioggia caduta nell’area montana è significativamente superiore a quella 

dell’area collinare? 

 

Risposta. 

E’ un test ad una coda, con le seguenti ipotesi sulle mediane 

H0: MeM ≤ MeC        H1: MeM > MeC  

 

Per applicare il test, effettuare i seguenti passaggi operativi: 

 

1 - Ordinare i valori, conservando l’informazione del gruppo d’appartenenza.  

 

43 58 69 72 78 85 93 96 110 130 

C C C C M C M C M M 

 

 

2 - Riportare le precedenze e sommarle, determinando U 

 

43 58 69 72 78 85 93 96 110 130 

C C C C M C M C M M 

0 0 0 0 --- 1 --- 2 --- --- 

 

 

 che risulta uguale a 3. 
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Per n1 = 4  e  n2 = 6, il valore critico riportato nella tabella per un test unilaterale alla probabilità α = 

0.05 risulta uguale a 3. Il valore calcolato è uguale a quello riportato nella tabella: il test risulta 

significativo e si rifiuta l’ipotesi nulla.  

 

 

9.9. L’INTERVALLO DI CONFIDENZA DELLA DIFFERENZA TRA DUE MEDIANE, CON 

L’INDICE U DI MANN-WHITNEY. 

I valori critici del test U si prestano molto bene per la stima dell’intervallo di confidenza della 

differenza tra le due tendenze centrali, per la stretta relazione che esiste tra essi e la serie delle 

differenze a coppie delle due serie di valori. 

 

Una prima corrispondenza è il numero di differenze: con 10 dati come nel gruppo A e 12 come nel 

gruppo B,   

 

Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 --- --- 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

 

 

 si calcolano 10 x 12 = 120 differenze possibili, che corrispondono alla somma U + U’.  

Infatti, confrontando le due serie, le precedenze del gruppo A sono 

 

Area A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 

Preced. 1 2 5 5 5 5 5 6 12 12 

 

U = 1 + 2 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 6 + 12 + 12 = 58 

 uguali a 58  

 e quelle del gruppo B sono 

 

Area B 50 164 198 221 225 302 328 335 426 534 586 618 

Preced. 0 1 2 2 2 7 8 8 8 8 8 8 

 

U’ = 0 + 1 + 2 + 2 + 2 + 7 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8+ 8 = 62 

 uguali a 62. In conclusione, 

1n  x '2 UUn +=          10 x 12 = 52 + 62 
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Ordinando i valori per rango, le differenze calcolate sono disposte lungo una diagonale. In questo 

caso, come evidenziato nella tabella successiva, hanno i valori minori nell’angolo in fondo a sinistra e 

i valori maggiori nell’angolo in alto a destra.  

La seconda corrispondenza è che per stimare l’intervallo di confidenza della differenza tra le due 

mediane, come stima migliore della loro tendenza centrale e coincidente con la differenza tra le due 

medie quando la distribuzione è simmetrica, si possono utilizzare i valori critici di U, per una 

distribuzione a due code. 

 

B/A 143 173 226 233 250 287 291 303 634 637 

50 93 123 176 183 200 237 241 253 584 587 

164 -21 9 62 69 86 123 127 139 470 473 

198 -55 -25 28 35 52 89 93 105 436 439 

221 -78 -48 5 12 29 66 70 82 413 416 

225 -82 -52 1 8 25 62 66 78 409 412 

302 -159 -129 -76 -69 -52 -15 -11 1 332 335 

328 -185* -155 -102 -95 -78 -41 -37 -25 306 309 

335 -192 -162 -109 -102 -85 -48 -44 -32 299 302 

426 -283 -253 -200 -193 -176 -139 -135 -123 208 211 

534 -391 -361 -308 -301 -284 -247 -243 -231 100 103* 

586 -443 -413 -360 -353 -336 -299 -295 -283 48 51 

618 -475 -445 -392 -385 -368 -331 -327 -315 16 19 

 

Differenze tra le osservazioni di due campioni indipendenti (Ai – Bj) 
 

 

Per calcolare l’intervallo di confidenza della differenza tra le due mediane, è sufficiente scartare ai due 

estremi della serie delle differenze un numero pari a U. 

Poiché nella tabella dei valori critici di U, per due campioni indipendenti e con un numero differente 

di osservazioni,  

- alla probabilità α = 0.05 il valore critico è U = 29 

- alla probabilità α = 0.01 il valore critico è U = 21 
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 l’intervallo di confidenza della differenza tra le due mediane  

- con probabilità P = 0.95 sarà compreso tra i due estremi ottenuti scartando le 29 differenze minori 

e le 29 maggiori, 

- con probabilità P = 0.99 sarà compreso tra i due estremi ottenuti scartando le 21 differenze minori 

e le 21 maggiori. 

Nella tabella delle differenze, alla probabilità P = 0.95 la differenza tra le due mediane come limite 

interiore ha –185 e come limite superiore 103: 

-185 < θ < 103 

 

Per il confronto con altri metodi che affrontano lo stesso problema e sono stati applicati alle stesse due 

serie campionarie, si ricorda che alla stessa probabilità P = 0,95  

- con il test della mediana l’intervallo era 

- 78 < θ < +200 

- con il test t di Student era 

–142,94  < θ <  + 172,04 

 

Rispetto al test parametrico, ha un intervallo minore (288 invece di 314,98) e non ha le stesse 

limitazioni per essere ritenuto valido. 

Rispetto al test della mediana, ha un intervallo leggermente superiore ma una distribuzione meno 

influenzata dalla presenza di due valori anomali. 

E’ tuttavia evidente la differenza tra i tre metodi. Tra essi, quello meno attendibile è ovviamente quello 

parametrico, fondato su ipotesi di normalità della distribuzione che non sono assolutamente verificate 

nei due campioni. Se la distribuzione fosse stata normale, l’intervallo con il test t sarebbe stato quello 

minore; e sarebbe stata una buona indicazione della sua effettiva maggiore validità, come è dimostrato 

nel capitolo dedicato alla trasformazione dei dati che, normalizzando le distribuzioni, riducono al 

minimo la varianza d’errore. 

 

 

9.10. TEST S DI KENDALL E SUOI RAPPORTI CON IL TEST T E IL TEST U; POTENZA-

EFFICIENZA DEI TRE TEST E CONFRONTI TRA I METODI. 

Un altro test che affronta lo stesso problema, cioè il confronto tra le mediane di due campioni 

indipendenti, è il test S di Kendall. Fondamentalmente è una variazione del test U di Mann-

Whitney, essendo fondato sulla stessa metodologia e esistendo una stretta corrispondenza tra i 

risultati. In mancanza dei valori critici di S, riportati in pochissimi manuali, con una trasformazione 

semplice è possibile utilizzare la tabella dei valori U. Tra i testi classici di statistica applicata che 

hanno una diffusione internazionale, questo test è riportato nel volume di Peter Armitage e Geoffry 
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Berry del 1994 (Statistical Methods in Medical Research, edito da Blackwell Scientific Publication 

Limited, Oxford, tradotto in italiano nel 1996 con Statistica Medica. Metodi statistici per la ricerca in 

Medicina. McGraw-Hill, Libri Italia, Milano), dal quale sono tratti la presentazione, gli esempi e vari 

commenti. 

 

Con un linguaggio molto sintetico, forse comprensibile solo a chi già conosce il test, questo volume 

presenta il test U di Mann-Whitney e il test sui ranghi di Wilcoxon; successivamente, in poche 

righe, espone il test S di Kendall, proposto appunto da M. G. Kendall nel suo volume del 1955 Rank 

Correlation Methods (2nd ed., Charles Griffin and Co., London). 

La presentazione di Armitage e Berry è utile soprattutto nella parte dove illustra le relazioni tra i 

metodi, poiché permette di passare con facilità dai risultati dell’uno a quelli dell’altro, come può essere 

richiesto nel confronto di pubblicazioni scientifiche appartenenti a scuole differenti.  

Allo scopo di approfondire i concetti già presentati nei paragrafi precedenti e in particolare per 

esercitare lo studente a un linguaggio diverso da quello utilizzato in questo corso, con termini più 

rispondenti ai canoni classici del linguaggio statistico avanzato anche se spesso poco comprensibili 

ai meno esperti, si riporta quasi integralmente la trattazione di questi argomenti fatta nel testo. Per 

approfondimenti ulteriori si rinvia ad esso, consigliato a chi vuole avere a disposizione i testi 

fondamentali della statistica applicata alle discipline biologiche, mediche e ambientali. 

 

Supponiamo di avere due gruppi di osservazioni: un campione casuale di 1n  osservazioni, ix , 

proveniente dalla v. c. (variabile casuale) X e un campione casuale di 2n  osservazioni, iy , 

proveniente dalla v. c. Y. L’ipotesi nulla da testare è che la distribuzione di x  nella v. c. X è 

esattamente la stessa di Y. Vorremmo un test sensibile innanzitutto a spostamenti di localizzazione  

delle distribuzioni, tali per cui le x  tendono a essere più grandi (o più piccole) degli y . 

 

 

Nel test U di Mann-Whitney, le osservazioni sono poste in ordine crescente di grandezza. Vi sono 

21 nn ×  coppie ( ii yx , ); di queste 

UXY è il numero di coppie per cui ii yx <  

UYX è il numero di coppie per cui ii yx >  

Ogni coppia per la quale ii yx =  conta 0,5 che è da aggiungere sia a UXY che a UYX. 

Entrambe queste statistiche possono essere utilizzate come base per un test, con risultati esattamente 

equivalenti. Utilizzando UYX, per esempio, la statistica deve essere compresa tra 0 e 21 nn × . In base 

all’ipotesi nulla, la sua attesa è 
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2
21 nn ⋅

 

 

Valori elevati suggeriscono l’ipotesi di una differenza tra le popolazioni, con le ix  che tendono ad 

assumere valori maggiori delle iy . Reciprocamente, valori bassi di UXY suggeriscono l’ipotesi che la 

distribuzione di X tenda a essere in posizione inferiore alla Y. 

 

 

Nel test sui ranghi di Wilcoxon si presentano ancora una volta due statistiche equivalenti: 

T1 è la somma dei ranghi delle ix  

T2 è la somma dei ranghi delle iy  

Valori bassi assumono ranghi bassi (cioè rango 1 è assegnato al valore più piccolo). A ogni gruppo di 

osservazioni uguali è assegnato il rango medio del gruppo. 

 

Il valore minimo che la statistica T1 può assumere si ha quando tutte le ix  sono più piccole di tutte le 

iy . In tal caso,  

T1 = 
( )
2

111 +⋅ nn
 

 

Il valore massimo per T1 invece si ha quando tutte le ix  sono più grandi di tutte le iy .  

In tal caso,  

T1 = ( ) ( )
2

111
21

+⋅
+⋅

nnnn  

 

Il valore medio di T1, cioè il valore atteso sulla base dell’ipotesi nulla,  

 è 

T1 = 
( )

2
1211 ++⋅ nnn

 

 

 

Il test S di Kendall è fondato su una statistica che è definita in funzione delle due statistiche di Mann-

Whitney: 

S = UXY - UYX 

Il valore minimo (quando tutte le iy  sono inferiori a tutte le ix ) è 
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- 21 nn ⋅  

Il valore massimo (quando tutte le iy  sono superiori a tutte le ix ) è 

+ 21 nn ⋅  

 

Il valore medio o valore atteso in base all’ipotesi nulla è 0 (la media tra questi due). 

 

 

Le relazioni tra i test sono semplici e possono essere derivate dalle formule precedenti, dato che tutte 

si rifanno alle dimensioni dei due campioni indipendenti. 

Innanzitutto vi sono due relazioni tra le statistiche di Mann-Whitney (UXY e UYX) e tra le due 

statistiche di Wilcoxon (T1 e T2): 

21 nnUU YXXY ⋅=+  

 

( ) ( )
2

12121
21

++⋅+
=+

nnnnTT  

 

Esse dimostrano che i test basati sull’una o sull’altra statistica di ciascuna coppia sono equivalenti. Per 

esempio, dati T1 e le dimensioni dei due campioni , si può immediatamente calcolare T2 in base alla 

relazione  appena riportata. 

 

In secondo luogo, i tre test (T, U, S) sono collegati dalle seguenti formule: 

 

( )
2

111
1

+⋅
−=

nnTUYX  

 

( )
2

122
2

+⋅
−=

nnTU XY  

 

YXXY UUS −=  

 

I tre test sono esattamente equivalenti. La probabilità di osservare un valore T1 uguale o inferiore a 

quello osservato è esattamente uguale alla probabilità  che un valore UXY sia maggiore o uguale a 

quello osservato. Pertanto, test di significatività basati su T1 o su UXY forniscono esattamente lo stesso 

livello di probabilità. La scelta tra questi due test dipende unicamente dalla familiarità con una certa 

forma di calcolo e dalla disponibilità delle tavole. 
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Con valori ripetuti nelle osservazioni, le formule della varianza vanno modificate. 

Come per il test sui ranghi, le tavole dei valori critici sono da utilizzare con cautela in presenza di 

ripetizioni. 

 

L’efficienza asintotica relativa del test T, del test U e del test S può essere valutata nei confronti 

del test t di Student per 2 campioni indipendenti, il test parametrico a loro equivalente. L’efficienza 

asintotica varia in funzione della distribuzione dei dati ed è uguale a quella già presentata per i test 

fondati sui ranghi nel caso di un campione e di 2 campioni dipendenti:  

- con una  distribuzione normale dei dati è uguale a circa 0,95 (3/π), 

- con una distribuzione rettangolare dei dati è uguale a 1,  

- con una distribuzione esponenziale doppia è uguale a 1,50 (3/2). 

 

Come già ricordato in varie situazioni e sarà sviluppato in particolare nei paragrafi dedicati alle 

trasformazioni dei dati, le variazioni misurate in percentuale presentano problemi non trascurabili 

nell’analisi statistica parametrica:  

- le varianze di proporzioni medie differenti sono differenti, per cui occorre la trasformazione 

angolare;  

- quando le quantità iniziali sono molto diverse, la informazione reale è quella di rango;  

- i cambiamenti possono essere in aumento, per cui si ottengono valori molto alti che determinano 

una distribuzione asimmetrica;  

- ma possono anche essere in diminuzione, fino alla scomparsa totale del fattore analizzato; di 

conseguenza, il valore diventa –100 e può essere ripetuto varie volte, determinando una 

distribuzione fortemente bimodale, non riconducibile alla normale con nessuna trasformazione. 

 

ESEMPIO 1.(Impostato sull’analisi di variazioni percentuali) 

Illustriamo ora l’applicazione del test S di Kendall e dell’equivalente test U di Mann-Whitney ai 

seguenti due insiemi di dati: 

 

X = Pazienti ospedalizzati, 1n  = 32;  la notazione –100(12) indica che i –100 sono 12 

  -100(12),  -93,  -92,  -91(2),  -90,  -85,  -83,  -81,  -80,  -78,  -46,  -40,  -34,  0,  +29,  +62,  +75,  +106,  

+147,  +1321. 

 

Y = Pazienti ambulatoriali, 1n  = 32;  la notazione –100(5) indica che i –100 sono 5 

  -100(5),  -93,  -89,  -80,  -78,  -75,  -74,  -72,  -71,  -66,  -59,  -41,  -30,  -29,  -26,  -20,  -15,  +20,  

+25,  +37,  +55,  +68,  +73,  +75,  +145,  +146,  +220,  +1044. 

 



 52 
 

Queste misure rappresentano la variazione percentuale dell’area di ulcere gastriche dopo 3 mesi di 

trattamento, eseguendo il confronto tra 32 pazienti ospedalizzati e 32 pazienti ambulatoriali. 

 

Nel calcolo di S, quando vi siano valori ripetuti, non è necessario conteggiare 0,5 per ogni coppia 

( ii yx , ) di valori uguali, perché quei contributi fanno parte sia di UXY che di UYX e pertanto si 

cancellano per la definizione di S. Pertanto si può calcolare S come P-Q, dove P e Q coincidono con 

UXY e UYX, quando si trascurino coppie di valori ( yx, ). 

In questo esempio si indichino con ix  i valori per pazienti ospedalizzati e con iy  quelli per pazienti 

curati in ambulatorio. Per calcolare P si consideri ogni osservazione del campione X e si conti il 

numero di pazienti del campione Y che risultano superiori a tale valore. Per alcuni primi valori di ix  si 

ottiene 

 

ix  -100(12) -93 -92 -91(2) -90 -85 … 

Numero di ii xy >  27 26 26 26 26 25 … 

 

Perciò 

P = 12(27) + 5(26) + 3(25) + 24 + 23 + 17 + 2(16) + 11 + 9 + 7 + 2(4) + 2 + 0 = 662 

Q = 5(20) + 19 + 15 + 11 + 7(10) + 9 + 5(7) + 2(6) + 2(5) + 2(4) + 3 + 2(2) + 2(1) = 298  

 e  

S = 662 – 298 = 364 

Da  

( ) ( )






 −−−
−⋅

⋅
= ∑

t

ttNN
NN
nn 33212

13
σ  

 dove  

- 1n  = dimensione campionaria delle ix  

- 2n  = dimensione campionaria delle iy  

- N = 21 nn +  

- t  = numero di valori ripetuti fra le osservazioni 

 si ricava 

( )[ ] 21772...17176464
63643

3232 332 =−−−−
⋅⋅
⋅

=Sσ  

 e infine 

5,14721772)( ==SES  
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Utilizzando l’approssimazione normale, lo scarto normale standardizzato è  

 

Z = =
5,147

364
 2,47    (P = 0.014) 

 

 

Nella versione di Mann-Whitney, ogni ripetizione contribuisce per 0,5 a UXY e a UYX. Quindi per 

esempio 

UYX = 5(26) + 19,5 + 15 + 11,5 + … = 330 

 

E(UYX) = 
2
3232 ⋅

 = 512 

 

(Nel testo qui riportato, E(UYX) indica la media attesa di U nella condizione che H0 sia vera; nei 

paragrafi precedenti, questa media attesa è sempre stata indicata con µU) 

Inoltre 

UYX – E(UYX) = -182  (= 
2
S

) 

 

54432
)( =

YXUσ   (= 
4

2
Sσ

)     78,73)( =
YXUσ  

 per cui 

Z = =
−

7,73
182

 -2,47 

 

 e  quindi lo scarto standardizzato è Z = -2,47, come in precedenza, a parte il segno. 

E’ un esempio in cui la differenza tra i campioni di X e di Y non sarebbe stata rilevata da un test 

t. Le distribuzioni sono estremamente non – normali e il test t a due campioni dà  

t = 0,51 

 chiaramente non significativo. 

 

 

Per la stima dell’intervallo di confidenza della differenza tra le due tendenze centrali, 

supponiamo che le due distribuzioni abbiano la stessa forma, ma differiscano di un δ lungo la scala di 
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misura, che risulta positivo quando le ix  tendono a superare le iy . Si può costruire l’intervallo di 

confidenza delle stime del parametro δ  nel modo seguente. 

In primo luogo, si noti che UYX è il numero di coppie in cui ii yx > . Pertanto, se si compongono tutte 

le 21 nn ⋅  differenze di ii yx − , allora UYX è il numero di valori positivi (assumendo l’assenza di valori 

uguali). Di conseguenza, UYX è una statistica del test per l’ipotesi che la differenza mediana sia pari a 

zero. 

Sottraendo una quantità costante δ da tutte le x , e, quindi, da tutte le differenze, i due campioni 

risulterebbero effettivamente come estratti dalla stessa popolazione, verificando l’ipotesi nulla. 

Calcolando nuovamente UYX dopo la sottrazione, si otterrebbe un test per l’ipotesi che lo spostamento, 

o la differenza mediana, sia di fatto δ.  

I limiti di confidenza per lo spostamento δ si ottengono, perciò, trovando quei valori che, sottratti da 

tutte le differenze, diano un risultato al limite della significatività. 

Ordinando le differenze, l’intervallo di confidenza è la parte di mezzo della distribuzione, con un 

numero di differenze escluse  alle due estremità, in accordo con i valori critici del test UYX. Il numero 

di valori da escludere può essere valutato utilizzando la tabella dei valori critici di U, come illustrato 

nel seguente esempio. Una stima puntuale del parametro δ è data dalla mediana delle differenze, 

poiché si tratta del valore che, sottratto da tutte le differenze, renderebbe la statistica del test uguale al 

suo valore atteso. 

 

ESEMPIO 2. (Confronto tra test e intervallo di confidenza parametrico e non parametrico) 

Due gruppi di ratti femmine sono stati sottoposti a diete rispettivamente con alto (A) e basso (B) 

contenuto di proteine. Su ogni animale è stato calcolato l’aumento di peso il 28° e l’84° giorno di età. I 

risultati sono stati 

 

A 134 146 104 119 124 161 107 83 113 129 97 123 

B 70 118 101 85 107 132 94 --- --- --- --- --- 

 

 

Verificare la significatività della differenza tra le due diete e calcolarne l’intervallo confidenza con il 

test t e il test non parametrico corrispondente. 

 

Risposta. 

Per verificare l’ipotesi nulla  

H0: µA = µB      contro H1: µA ≠ µB 

 con il test t di Student 
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 un valore di t = 1,89 con 17 g.d.l., al quale corrisponde una probabilità P = 0.076 

Secondo i due autori, “la differenza non è significativa al livello del 5% e dà solo un’indicazione vaga 

dell’effetto delle diete”. 

 

I limiti di confidenza della differenza calcolati con la formula 

 

µA – µB = ( ) ( ) 







+⋅±−

BA
pBA nn

stXX 112
17;2/05.0  

 applicata ai dati dell’esempio 

2,211904,1011,219 ±=⋅±  

 risultano compresi tra –2,2  e  40,2. 

 

Per verificare l’ipotesi 

H0: meA = meB      contro      H1: meA ≠ meB 

 con un test non parametrico, 

 

- è possibile utilizzare il test T di Wilcoxon 

 

A 134 146 104 119 124 161 107 83 113 129 97 123 

B 70 118 101 85 107 132 94 --- --- --- --- --- 

 

 

 con 1n = 7,  2n = 12,  T1 = 49,5  e  T2 = 140,5 

Poiché la tavola dei valori critici del T di Wilcoxon in un test bilaterale alla probabilità α = 0.05 

riporta T1 ≤ 46 la differenza tra le due mediane non risulta significativa. 
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Per calcolare l’intervallo di confidenza si utilizza distribuzione U, dove in un test bilaterale alla 

probabilità α = 0.05 è riportato il valore critico U ≤ 18. 

Dopo aver calcolato tutte le 84 (12 x 7) possibili differenze 

 

 

 83 97 104 107 113 119 123 124 129 134 146 161 

70 13 27 34 37 43 49 53 54 59 64 76 91 

85 -2 12 19 22 28 34 38 39 44 49 61 76 

94 -11 3 10 13 19 25 29 30 35 40* 52 67 

101 -18 -4 3 6 12 18 22 23 28 33 45 60 

107 -24 -10 -3* 0 6 12 16 17 22 27 39 54 

118 -35 -21 -14 -11 -5 1 5 6 11 16 28 43 

132 -49 -35 -28 -25 -19 -13 -9 -8 -3 2 14 29 

 

 

 per ottenere l’intervallo di confidenza al 95 % si eliminano le 18 più estreme in ogni coda. 

Nella distribuzione ordinata delle differenze, si ricava che 

- il limite inferiore  è  –3, 

- il limite superiore  è  40,  

- mentre la mediana è 18,5 (cadendo tra 18, il 42° valore, e 19, il 43°). 

 

Per campioni di dimensioni maggiori di quelli riportati nella tabella dei valori critici, cioè con 1n  

oppure 2n  maggiori di 20, una buona approssimazione del numero di differenze da escludere in ogni 

estremità dell’insieme ordinato è dato dalla parte intera di 

 

U = 
( )
12

1
2

212121 ++⋅⋅
−

⋅ nnnnZnn
 

Ad esempio,  

- per α = 0.05 bilaterale e con 1n  = 2n  = 20 il valore critico è U = 127; 

 mentre con Z = 1,96 si stima 

U = 
( ) 54,12746,72200

12
41202096,1

2
2020

=−=
⋅⋅

−
⋅
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U = 127,54 

 

- per α = 0.01 bilaterale e con 1n  = 2n  = 20 il valore critico è U = 105; 

 mentre con Z = 2,576 si stima 

 

U = 
( ) 77,10423,95200

12
412020576,2

2
2020

=−=
⋅⋅

−
⋅

 

U = 104,77. 

 

 

9.11.   TEST  DI  CASUALIZZAZIONE PER  2  CAMPIONI  INDIPENDENTI 

Il test di permutazione (permutation test) o di casualizzazione è il test non parametrico più 

potente, per il confronto tra le tendenze centrali di 2 campioni indipendenti. Rispetto al test t di 

Student e al test F di Fisher, presenta i vantaggi classici di molti test non parametrici:  

- non richiede la verifica di alcun postulato in merito alla popolazione d'origine dei dati 

campionari, in riferimento alla variabilità dei due gruppi e alla forma della distribuzione,  

- fornisce direttamente le probabilità esatte, senza imporre il ricorso a tavole di distribuzione dei 

valori critici (come già dimostrato per la distribuzione binomiale, il metodo esatto di Fisher e il test di 

casualizzazione sia per un campione che per due campioni dipendenti). 

 

A differenza degli altri test non parametrici che verificano la significatività della differenza tra 2 

tendenze centrali, il test di casualizzazione richiede non misure ordinali ma dati misurati con una 

scala d'intervalli o di rapporti, in quanto utilizza le somme dei valori.  

Sebbene non sia necessario il loro calcolo e si tratti di un test non parametrico, il confronto e le 

ipotesi relative riguardano le medie non le mediane.  

 

Come sarà possibile comprendere facilmente dopo l’illustrazione della metodologia, il limite 

fondamentale del test di permutazione per 2 campioni indipendenti è la possibilità pratica della sua 

applicazione manuale solo a campioni di dimensioni ridotte (non oltre 8-10 dati per gruppo). 

I calcolatori ora permettono di elevare facilmente tale limite, ma limitatamente a due, al massimo a tre 

decine di dati. 

Sono gli stessi pregi e svantaggi dell'analogo test per 2 campioni dipendenti: i metodi sono in parte 

differenti, ma la logica è identica. 

 

La procedura può essere illustrata con semplicità e chiarezza, mediante lo svolgimento di un esempio. 
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Si supponga di avere raccolto 2 gruppi di dati, con 4 osservazioni (n1 = 4) nel primo campione e 6 (n2 

= 6) nel secondo, al fine di verificare l'ipotesi che la media del secondo gruppo è significativamente 

maggiore di quella del primo. 

 

 

Gruppo  1 Gruppo  2 
30 28 
9 33 

34 41 
2 36 

--- 15 
--- 40 

 

 

E’ un test ad una coda con ipotesi nulla    

H0:  µ1 ≥ µ2 

ed ipotesi alternativa    

H1:  µ1 < µ2 

 

I fondamenti logici e i passaggi metodologici del test possono essere riassunti in 5 punti: 

 

1 - Il presupposto fondamentale è che i punteggi osservati rappresentano, di fatto, il risultato 

dell’esperimento; di conseguenza, essi mantengono sempre costante il loro valore.  

Ma se l’estrazione dalla popolazione fosse fatta a caso, ogni dato osservato potrebbe fare parte 

indifferentemente di un gruppo oppure dell’altro, con probabilità dipendenti dal diverso 

numero di osservazioni. 

Quando H0 è  vera,  i punteggi grandi e quelli piccoli osservati tendono ad essere distribuiti in modo 

casuale, tra il gruppo 1 e il gruppo 2;  

quando H0 è falsa ed il test è ad una coda (come nell’esempio), i punteggi minori (e simmetricamente 

quelli maggiori) tendono a concentrarsi in uno dei due gruppi, individuato a priori;  

se H0 fosse falsa e il test fosse stato a due code, i valori minori (e simmetricamente quelli maggiori) 

tenderebbero a concentrarsi in uno dei due gruppi diversi, non individuabile a priori. 

2 - Calcolare il numero di possibili diverse risposte dell’esperimento che sarebbe possibile 

ottenere, nella condizione che i dati possano cadere indifferente in uno dei due gruppi (come implicito 

nell’ipotesi nulla), mantenendo costanti le loro dimensioni.  

 

Tale numero è dato dalle combinazioni 

C     equivalente a       Cn +n
n

2 n +n
n

21

1

1

2  
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Nell’esempio, con n1 = 4  e  n2 = 6  

C4 6
4 10

4 6
210+ =

⋅
=

!
! !

 

 le possibili risposte sono 210. 

 

3 - Con il valore di α prefissato alla probabilità 0.05,  

la differenza tra le due medie risulta significativa se le due serie di dati osservati rientrano tra le 

risposte più estreme, collocate nella zona di rifiuto.  

 

Nell’esempio, tale numero è 10 (con arrotondamento all’unità inferiore per non superare il limite di 

probabilità prefissata), ottenuto moltiplicando quello delle possibili risposte per la probabilità α (210 x 

0.05). 

 

4 - Individuare i risultati più estremi che sono collocati nella zona di rifiuto. 

Con i dati dell'esempio, intuitivamente il risultato più estremo nella direzione scelta è quello 

determinato dall'insieme formato  

- dai 4 punteggi minori nel gruppo 1 e  

- dai 6 punteggi maggiori nel gruppo 2.  

 

La verifica può essere effettuata mediante la differenza tra le somme dei due gruppi, che ha il valore 

negativo massimo (colonna Diff. nella tabella seguente).  

I risultati successivi sono quelli che riducono la differenza tra i due gruppi, fino ad invertire 

eventualmente il segno della differenza.  

L'ultimo risultato più estremo nell'altra direzione ha i 4 punteggi maggiori nel gruppo 1 e i 6 punteggi 

minori nel gruppo 2. 

Nella tabella successiva, in ordine di rango (colonna R) sono riportati i 10 risultati più estremi nella 

coda prevista dall'ipotesi H1 e i 5 più estremi nell'altra coda della distribuzione (che sarebbero utili se 

l’ipotesi alternativa fosse bilaterale). 

 

R. GRUPPO  1 Som. 1 GRUPPO  2 Som. 2 Diff. 

1 2 9 15 28 54 30 33 34 36 40 41 214 -160 

2 2 9 15 30 56 28 33 34 36 40 41 212 -156 

3 2 9 15 33 59 28 30 34 36 40 41 209 -150 
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4 2 9 15 34 60 28 30 33 36 40 41 208 -148 

5 2 9 15 36 62 28 30 33 34 40 41 206 -144 

6 2 9 15 40 66 28 30 33 34 36 41 202 -136 

7 2 9 15 41 67 28 30 33 34 36 40 201 -134 

8 2 9 30 33 74 15 28 34 36 40 41 194 -120 

9 2 9 30 34 75 15 28 33 36 40 41 193 -118 

10 2 9 30 36 77 15 28 33 34 40 41 191 -114 

... .... .... .... .... .... .... ... .... .... .... .... .... ... 

206 30 34 40 41 145 2 9 15 28 33 36 123 +22 

207 30 36 40 41 147 2 9 15 28 33 34 121 +26 

208 33 34 40 41 148 2 9 15 28 30 36 120 +28 

209 33 36 40 41 150 2 9 15 28 30 34 118 +32 

210 34 36 40 41 151 2 9 15 28 30 33 117 +34 

 

 

5. Verificare se la distribuzione dei risultati dell’esperimento è compresa nella zona di rifiuto.  

Con i dati dell’esempio, la distribuzione osservata coincide con il nono risultato più estremo (in 

grassetto, nella tabella precedente).  

Poiché si tratta di un test ad una coda e la serie osservata dei dati cade nella zona di rifiuto, si rifiuta 

l'ipotesi nulla: la media del primo gruppo è significativamente minore di quella del secondo. 

 

Se, con gli stessi dati, si fosse trattato di un test bilaterale, la zona di rifiuto sarebbe stata formata dai 5 

risultati più estremi in ognuna delle due code. La combinazione dei dati osservata non sarebbe stata 

compresa in nessuna delle due zone di rifiuto; di conseguenza, si sarebbe dovuto concludere che le 

medie dei due gruppi non sono significativamente differenti. 

 

Nel caso di grandi campioni, il test non è manualmente applicabile. Per esempio, con due gruppi di 

10 dati (n1 e n2 = 10) il numero di combinazioni possibili è 

 

C10 10
10
+  = 

20!
10! 10!⋅

 = 184.756 

uguale a 184.756.  
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Anche con il solo calcolo delle risposte più estreme, collocate nella zona di rifiuto, e limitato alla 

probabilità α = 0.05, si tratta di scrivere e controllare 9.237 serie diverse di 20 dati. 

Sono operazioni che possono essere eseguite in tempi accettabili solo con l’uso del calcolatore; ma 

anche in questo caso è possibile raggiungere rapidamente i limiti operativi.  

Già con 2 gruppi di 20 dati,  

C20 20
20
+  = 

40!
20!20!

 = 15.163.120.000.000 

 

 si richiederebbe di scrivere 15.163.120.000.000 possibili distribuzioni, tra le quali rintracciare quella 

ottenuta dall’esperimento. Anche l’artificio di analizzare solo il 5% delle possibili risposte, limitando 

la verifica alla sola zona di rifiuto, richiede sempre di confrontare la serie dei dati sperimentali con 

758.155.900.000 (ottenuto da 15.163.120.000.000 x 0.05) serie diverse. 

 

Nel caso di grandi campioni, si può ricorrere al test t per 2 campioni indipendenti, in quanto 

diviene possibile dimostrare l'esistenza delle condizioni di validità per un test parametrico, 

eventualmente mediante la trasformazione dei dati.  

Se le condizioni di validità non fossero rispettate e si richiedesse un test non parametrico, si può 

utilizzare il test U di Mann-Whitney. 

 

 

ESEMPIO.   Per valutare la qualità delle acque da destinare sia ad uso potabile ed alimentare in 

genere, sia ad uso agricolo per irrigazione od abbeveraggio di bestiame, occorre quantificare la 

concentrazione di molti elementi o composti, come fluoruri, cloruri, cianuri, boro, ferro, manganese, 

mercurio, piombo, rame, zinco (quasi sempre misurati in mg/l). Quando sono superati i valori guida o 

limite, stabiliti per legge per ogni uso specifico, si definisce l’acqua non idonea od inquinata. 

In due corpi idrici (individuati come A e B) sono stati estratti 4 campioni ed è stata misurata la 

presenza di un elemento o composto, per verificare se la località A abbia un’acqua con valori medi più 

bassi e quindi sia da preferire. I risultati dell’analisi chimica dell’elemento X è (in mg/l) 
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A B 

1,2 2,7 

1,9 2,0 

1,6 1,7 

1,5 6,1 

 

 

Si può affermare che la media dei quattro campioni della località A sia significativamente minore di 

quella dei quattro campioni della località B, per l’elemento o composto analizzato? 

 

Risposta.  I dati campionari raccolti sono misurati con una scala di rapporti; tuttavia è da ritenere 

non corretto l’uso di un test parametrico, come il test t di Student per 2 campioni indipendenti, data 

la maggiore variabilità dei dati del gruppo B (da un minimo di 1,7 a un massimo di 6,1) rispetto a 

quelli di A (da 1,2 a 1,9).  

Con poche osservazioni, anche se il test F per valutare la significatività del rapporto tra varianza 

maggiore e varianza minore non risultasse significativo, è sempre discutibile affermare che è 

dimostrata la omoschedasticità delle due diverse distribuzioni. Con campioni così piccoli, è 

ugualmente impossibile dimostrare la normalità delle due distribuzioni. 

Valori misurati con una scala di rapporti e distribuzione dei dati di forma ignota sono le 

condizioni necessarie e sufficienti per utilizzare in modo appropriato il test di casualizzazione. 

 

Dopo aver definito l’ipotesi nulla 

H0: µA ≥ µB 

e l’ipotesi alternativa unilaterale 

H1: µA < µB 

 per semplificare i confronti è utile riportare i dati di ogni gruppo in ordine crescente.  

 

LOCALITA’  A LOCALITA’  B 

1,2 1,5 1,6 1,9 1,7 2,0 2,7 6,1 

 

 

Nel presupposto che gli 8 valori osservati restino costanti, ma possano fare parte indifferentemente del 

gruppo A o di quello B, si deve stimare il numero di combinazioni: quante diverse distribuzioni 
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degli 8 dati è possibile formare, in modo che le serie dei dati del gruppo A o di quello B differiscano 

per almeno un elemento.  

Con il calcolo combinatorio 

C4 4
4
+  = 

8!
4 4! !

=70 

 

 risulta che il numero delle combinazioni di 8 elementi 4 a 4 è uguale a 70. 

Dopo aver prefissato α = 0.05 si deve calcolare quante sono le risposte che cadono nella zona di 

rifiuto. 

Con 70 possibili combinazioni alla probabilità α = 0.05  

 

70 x 0.05 = 3,5 

 

sono 3, poiché il numero di risposte che cadono nella zona di rifiuto deve sempre essere arrotondato 

all’unità inferiore.  

E’ lecito abbassare la probabilità, mentre è ritenuto errato alzarla: la prima è una scelta 

conservativa, mentre la seconda permette di rifiutare più facilmente l’ipotesi nulla quando essa è vera, 

determinando un errore di secondo tipo. 

Nell’esempio, si tratta di un test ad una coda; di conseguenza, le 3 risposte cadono tutte in un estremo. 

 

Nel passaggio successivo, occorre individuare quali sono le risposte che cadono nella zona di 

rifiuto. E’ utile iniziare dalla risposta più estrema, nella direzione espressa dall’ipotesi alternativa H1.  

Trattandosi di un test ad una coda, in cui l’ipotesi alternativa è che la media del gruppo A sia inferiore 

a quella del gruppo B, la risposta più estrema nella direzione stabilita dalla domanda è quella in cui nel 

gruppo A si hanno i 4 valori minori ed in B i 4 valori maggiori. 

 

Distribuzione teorica n. 1 

 

GRUPPO  A Somma  A GRUPPO B Somma  B Somma B – Somma A 

1,2 1,5 1,6 1,7 6,0 1,9 2,0 2,7 6,1 12,7 6,7 

 

Una verifica semplice è data dalla somma dei dati del gruppo A, che deve risultare la minore possibile, 

e dalla somma dei dati di B, che deve risultare la maggiore possibile. La loro differenza è massima. 
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La seconda possibile risposta più estrema nella stessa direzione è ottenuta spostando nel gruppo B il 

valore maggiore del gruppo A (1,9) e nel gruppo A il valore minore del gruppo B (1,7) della 

distribuzione precedente. 

 

Distribuzione teorica n. 2 

 

GRUPPO  A Somma A GRUPPO B Somma B Somma B – Somma A 

1,2 1,5 1,6 1,9 6,2 1,7 2,0 2,7 6,1 12,5 6,3 

 

 

Come verifica si può osservare che la somma di A sarà maggiore della precedente, ma minore di tutte 

le altre possibili; mentre la somma di B sarà minore della precedente, ma maggiore di tutte le altre 

possibili.  

La differenza tra le due somme risulterà minore della precedente, ma maggiore di tutte le altre 

possibili. 

 

La terza possibile risposta è ottenuta spostando il secondo valore più alto del gruppo A in B (1,9) ed il 

valore minore del gruppo B in A (1,7). 

 

Distribuzione teorica n. 3 

 

 

GRUPPO  A Somma A GRUPPO B Somma B Somma B – Somma A 

1,2 1,5 1,6 2,0 6,3 1,7 1,9 2,7 6,1 12,4 6,1 

 

 

Aumenta la somma di A, diminuisce quella di B e si riduce la loro differenza di una posizione, rispetto 

ad una classificazione ordinale. 

L’ultimo passaggio richiede il confronto tra la distribuzione osservata o sperimentale e le 

distribuzioni teoriche più estreme costruite, per verificare se esse la comprendono. E’ possibile 

osservare che la distribuzione sperimentale coincide con la distribuzione teorica n.2. 

In conclusione, con i dati dell’esempio, la distribuzione osservata cade nella zona di rifiuto: si rifiuta 

l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi alternativa. 
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E’ possibile calcolare con precisione la probabilità di trovare per caso la distribuzione osservata, 

nella condizione che l’ipotesi nulla H0 sia vera. 

Le risposte possibili sono 70 e la nostra risposta sperimentale è la seconda nell’ordine delle 

distribuzioni teoriche possibili, considerando solo la coda definita dall’ipotesi unilaterale H1. Pertanto, 

la probabilità di trovare per caso riposte uguali o più estreme di quella sperimentalmente osservata è 

P = 2/70 = 0,0286 o 2,86% 

 

Se il test fosse bilaterale, occorre considerare anche l’altra coda della distribuzione. La probabilità 

calcolata (P = 2,86%) deve essere moltiplicata per 2 (P = 5,72%). 

 

 

9.12.   IL  TEST  DELLE  SUCCESSIONI  PER  DUE  CAMPIONI  INDIPENDENTI  O TEST  

DI  WALD-WOLFOWITZ 

Il test della mediana, il test di Wilcoxon-Mann-Whitney, il test di Mann-Whitney per l'ordine robusto 

dei ranghi e il test di casualizzazione servono per verificare se tra due gruppi di osservazioni 

indipendenti esistono differenze significative nella tendenza centrale (nella mediana per i primi 3, 

nella media per l'ultimo). Sono test specifici per un solo parametro, come altri proposti per il 

confronto tra la variabilità di due gruppi, tra cui il test di Moses che verrà discusso successivamente. 

Esistono anche test generalisti, come quello di Kolmogorov-Smirnov già presentato. Tra essi è da 

classificare il test delle successioni per 2 campioni indipendenti o test di Wald-Wolfowitz (Wald-

Wolfowitz number of runs test).  

Proposto da A. Wald e J. Wolfowitz nel 1940 (con l’articolo On a test whether two samples are from 

the same population sulla rivista Ann. of Math. Statist. n. 11 pp. 147-162), secondo alcuni autori di 

testi di statistica  trova le sue origini già in un lavoro di K. Pearson  del 1897 (The chances of death 

and other studies in evolution, London vol. I. cap. 2).  

Il test di Wald-Wolfowitz è utile per verificare simultaneamente la significatività di qualunque 

differenza tra due distribuzioni campionarie, dovute ad effetti singoli o combinati dei 4 parametri 

di una distribuzione: la tendenza centrale, la dispersione, la simmetria e la curtosi. 

 

Nel test delle successioni di Wald-Wolfowitz l'ipotesi nulla è che due serie campionarie di dati 

siano statisticamente uguali per tutti i parametri, in quanto estratte in modo casuale dalla stessa 

popolazione. L'ipotesi alternativa è che tra le due distribuzioni a confronto esista una differenza 

significativa in almeno un parametro, senza individuarne uno in modo specifico. 

Il test è particolarmente utile quando si tratta di verificare l’ipotesi che due campioni possano 

appartenere ad alla stessa popolazione. In ecologia, nella ricerca ambientale e biotecnologica, è il 

caso di misure per qualsiasi variabile biologica o genetica tratta da animali o vegetali campionati in 
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due diverse comunità o località: se appartengono alla stessa popolazione, con lo stesso patrimonio 

genetico, i due gruppi di animali o vegetali a confronto non dovrebbero differire per alcun parametro, 

né per la somma dei loro effetti; se invece fossero ormai da considerare due popolazioni differenti, 

quindi senza scambi genetici, dovrebbero differire nella media o nella varianza, nella simmetria o in 

quote significative e sistematiche di tali parametri. Lo stesso dicasi tra due serie di misure, 

appartenenti a due campioni indipendenti 

 

Trattandosi di un test generalista, per valutare la significatività della differenza in un solo 

parametro tra due serie di osservazioni campionarie, la potenza del test delle successioni per 2 

campioni indipendenti è minore di quella dei test specifici. Ma appunto perché considera anche 

fattori differenti da quelli analizzati da un test specifico, il confronto sulla potenza di un test 

generalista con un test specifico sul fattore considerato da quest’ultimo è ritenuto privo di senso da 

molti statistici. 

 

Nonostante le differenze nell’ipotesi, la metodologia è uguale a quella del test delle successioni in 

un solo campione per eventi alternativi, quando l’ipotesi è unilaterale. 

 

Come per i test precedenti, la metodologia ed i concetti di base possono essere presentati in modo 

semplice mediante un esempio. 

 

Si supponga di voler verificare se esistono differenze significative nella distribuzione di due gruppi 

campionari (A e B riportati sotto) formati rispettivamente da 8 e da 9 osservazioni, per verificare se 

appartengono a due popolazioni differenti. 

 

Gruppo A 8 12 14 25 36 37 39 65 --- 

Gruppo B 28 30 31 34 48 49 60 67 69 

 

 

A differenza del test delle successioni per un solo campione, il test di Wald-Wolfowitz considera 

solo il caso di un numero di successioni inferiore all’atteso: se i due campioni a confronto 

appartengono a due popolazioni differenti, il numero di successioni tende ad essere minimo. 

 

Le operazioni richieste dalla metodologia possono essere riassunte in alcuni passaggi fondamentali.  
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1 - Ordinare le due serie di dati campionari in ordine crescente, secondo il loro valore algebrico, 

conservando l'informazione del gruppo di appartenenza (nel test per un campione, le risposte di 

tipo binario erano ordinate secondo il tempo d’osservazione o rilevazione). 

 

 

8 12 14 25 28 30 31 34 36 37 39 48 49 60 65 67 69 

A A A A B B B B A A A B B B A B B 

 
 
2 – Definire 
- 1n  la numerosità del campione con il numero maggiore di osservazioni, 
- 2n  la numerosità del campione con dimensione minore. 

 

Contare il numero di osservazioni dei due gruppi e il numero di successioni (R) 
 
 

8 12 14 25 28 30 31 34 36 37 39 48 49 60 65 67 69 

A A A A B B B B A A A B B B A B B 

1 2 3 4 5 6 

 

 

Con i dati dell’esempio,  

- per il gruppo B,  1n  = 9,  

- per il gruppo A,  2n  = 9,  

- numero di successioni   R = 6. 

 

E’ importante ricordare quale dovrebbe essere il numero di successioni, nel caso in cui le due 

distribuzioni differissero nella tendenza centrale, nella variabilità e/o nella forma (simmetria o 

curtosi) della distribuzione; in altri termini, se l’ipotesi nulla di appartenenza alla stessa 

popolazione fosse falsa. 

 

Quando due gruppi hanno due valori significativamente differenti della tendenza centrale (H0 falsa), 

nella sequenza ordinata dei dati i valori di un gruppo precedono quelli dell'altro gruppo. All'opposto, 

quando le due tendenze centrali sono uguali (H0 vera) i dati dei due gruppi sono casualmente 

mescolati.  



 68 
 

Nel primo caso, con H0 falsa, il numero delle successioni è ridotto; nella situazione più estrema, 

quando la differenza tra le due tendenze centrali è rilevante, il numero di successioni tende ad essere 

solamente 2.  

Nell’altro caso, quando H0 è vera, il numero di successioni tende ad un valore medio, dipendente 

da 1n  e 2n . 

 

Quando i due gruppi hanno una variabilità o dispersione differente (con tendenza centrale uguale), i 

dati del gruppo con maggiore variabilità tendono ad essere più frequenti dell’altro nelle due code della 

distribuzione. All'opposto, se i due gruppi avessero la stessa variabilità i dati dei gruppi sarebbero 

casualmente mescolati.  

Nel primo caso con H0 falsa, si hanno poche successioni; nel secondo caso con H0 vera, il numero 

di successioni tende ad un valore medio, dipendente da 1n  e 2n . 

 

Effetti simili provoca una differenza nella simmetria e nella curtosi: quando l’ipotesi nulla H0 è 

falsa, si hanno poche successioni; quando l’ipotesi nulla H0 è vera, il numero di successioni tende 

ad un valore medio, che dipende dal numero di osservazioni nei due gruppi. 

3 - Nel caso in cui i due campioni appartengono alla stessa popolazione e quindi l'ipotesi nulla su 

tendenza centrale, variabilità, simmetria e curtosi è vera, il numero medio atteso di successioni µR è 

uguale a 

12
21

21 +
+
⋅⋅

=
nn
nn

Rµ  

 

Con i dati dell'esempio: 

47,91
98
982

=+
+
⋅⋅

=Rµ  

 

il numero di successioni dovrebbe essere 9,47 (ovviamente arrotondato all’unità). 
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TAVOLA  DEI  VALORI  CRITICI  NEL  TEST  DELLE  SUCCESSIONI 

PER DUE CAMPIONI INDIPENDENTI DI WALD-WOLFOWITZ 
ALLA  PROBABILITA’  0.05  

 

Le tabelle riportano i valori minimi significativi. 
E’ significativo ogni numero R di successioni minore od uguale a quello riportato nella tabella. 
Con n1 si indica il campione maggiore, con n2 il campione minore. 

 

 

α = 0.05 
 

 

2n  

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1n   

4   2                 
5  2 2 3                
6  2 3 3 3               
7  2 3 3 4 4              
8 2 2 3 3 4 4 5             
9 2 2 3 4 4 5 5 6            
10 2 3 3 4 5 5 6 6 6           
11 2 3 3 4 5 5 6 6 7 7          
12 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8         
13 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9        
14 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10       
15 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11      
16 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 11     
17 2 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12    
18 2 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13   
19 2 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14  
20 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15
 



 70 
 

 

 

 
TAVOLA  DEI  VALORI  CRITICI  NEL  TEST  DELLE  SUCCESSIONI 

PER DUE CAMPIONI INDIPENDENTI DI WALD-WOLFOWITZ 
ALLA  PROBABILITA’  0.01  

 

Le tabelle riportano i valori minimi significativi. 
E’ significativo ogni numero R di successioni minore od uguale a quello riportato nella tabella. 
Con n1 si indica il campione maggiore, con n2 il campione minore. 

 

 

 

α = 0.01 
 

 

2n  

 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1n   

4                    
5    2                
6   2 2 2               
7   2 2 3 3              
8   2 2 3 3 4             
9  2 2 3 3 4 4 4            
10  2 2 3 3 4 4 5 5           
11  2 2 3 4 4 5 5 5 6          
12  2 3 3 4 4 5 5 6 6 7         
13  2 3 3 4 5 5 6 6 6 7 7        
14  2 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8       
15  2 3 4 4 5 5 6 7 7 8 8 8 9      
16  2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10     
17  2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10 10    
18  2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11   
19 2 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12  
20 2 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 11 12 12 13
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4 - L'ipotesi nulla H0 viene verificata mediante la significatività della differenza tra il numero di 

successioni osservato R  ed il numero atteso µR. 

Nell’esempio, si deve verificare se R = 6 è significativamente diverso da µR = 9,47. 

 
Nel caso di piccoli campioni, si ricorre alla tabella dei valori critici, che forniscono il numero 
massimo di osservazioni nel caso di differenza significativa. Si utilizzano le stesse tabelle dei valori 
critici del test delle successioni per un campione, nel caso di ipotesi unilaterali. Quando il numero di 

successioni calcolato è più alto di quello riportato nella tabella, non si può rifiutare l’ipotesi 
nulla. 
 

Con i dati dell'esempio, alla probabilità α = 0.05 il numero massimo riportato nella tabella per n1 = 9 e 

n2 = 8 (n1 è il numero di osservazioni del campione maggiore) è 5, mentre il numero osservato con i 

dati sperimentali è 6.  

Non si può rifiutare l'ipotesi nulla; non si è potuto dimostrare che le due distribuzioni di dati siano 

differenti per qualche caratteristica.  

 

Nel caso di grandi campioni, R è distribuito in modo approssimativamente normale 

con 

R

RRZ
σ
µ−

=  

dove µR 

12
21

21 +
+
⋅⋅

=
nn
nn

Rµ  

e Rσ  

( )
( ) ( )1

22

21
2

21

212121

−+⋅+
−−⋅⋅⋅⋅⋅

=
nnnn

nnnnnn
Rσ  

 

Il campione dell’esempio è di piccole dimensioni; ma può essere utilizzato per mostrare la 

successione delle operazioni da eseguire nel caso di  grandi campioni . 

Con i dati già riportati, dove R = 6  e  µR = 9,47  

 dopo aver calcolato σR  

( )
( ) ( )

988,1
19898

98982982
2 =

−+⋅+
−−⋅⋅⋅⋅⋅

=Rσ  

 che risulta uguale a 1,988, 
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 si stima il valore di Z 

74,1
988,1

47,96
−=

−
=Z  

 che risulta uguale a -1,74. 

 

Nella tavola della distribuzione normale, in una coda della distribuzione al valore di 1,74 

corrisponde una probabilità P = 0.0409 che permetterebbe di rifiutare l’ipotesi nulla alla probabilità α 

= 0.05. 

Quando i dati dei due campioni a confronto sono pochi, con la distribuzione normale si sottostima la 

probabilità. E’ un errore che può essere corretto, quando il campione non è troppo piccolo.  

 

Per un numero di osservazioni non grande, si deve apportare il termine di correzione per la 

continuità, che riduce il valore della differenza di 0,5 lasciando inalterata la varianza; abbassa quindi 

anche la significatività del test. 

Il valore di Z diviene 

R

RR
Z

σ
µ 5,0−−

=  

 

Con i dati dell’esempio 

Z  =  
988,1

5,047,96 −−
  =  

988,1
97,2

  =  1,49 

 

si ottiene Z = 1,49. 

Ad esso, in una coda della distribuzione normale, corrisponde una probabilità uguale P = 0.0681; è un 

valore sufficientemente alto, che non permette di rifiutare l’ipotesi nulla alla probabilità α = 0.05. 

La correzione per la continuità, da applicare nel caso di campioni non grandi, riduce la 

significatività della differenza tra successioni osservate ed attese; quindi abbassa la probabilità 

di rifiutare l’ipotesi nulla. 

 

I ties, le osservazioni ex-aequo, non dovrebbero esistere nel test delle successioni per due campioni 

indipendenti; infatti, per applicare il test delle successioni, i punteggi dovrebbero essere misurati in 

una scala continua. La presenza di ties tra i due gruppi altera il conteggio delle successioni, ponendo 

situazioni di difficile soluzioni. 

Il test delle successioni per due campioni indipendenti saggia l'ipotesi nulla H0 di estrazione casuale 

dei due campioni indipendenti dalla stessa popolazione, contro ipotesi alternative multiple di 

differenze significative in almeno uno dei parametri delle due distribuzioni. 
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Il rifiuto dell'ipotesi nulla spesso richiede il ricorso ad altri test, per individuare la causa 

specifica o che ha fornito il contributo maggiore alla differenza riscontrata. 

 

ESEMPIO.  Gli inquinanti organici ad effetto tossico formano una categoria estremamente ampia ed 

eterogenea; le molecole inquinanti o potenzialmente inquinanti sono centinaia di migliaia. Una 

classificazione elementare li suddivide in pesticidi, oli e idrocarburi; essa comprende anche la voce 

altri tossici organici, tra cui aromatici alogenati, aromatici volatili, diossine, cloroparaffine, 

clorofenoli, eteri difenilici alogenati, idrocarburi policiclici. 

In due corpi idrici (A e B) è stata effettuata una serie di misure dell’inquinamento organico in 

condizioni simili.  

 

GRUPPO  A 34  12 36 31 43 16 15  10 --- --- --- 

GRUPPO  B 65 76 18 27 21 49 20 45 41 17 58 

 

Si vuole verificare se l’origine o causa dei valori riscontrati può essere comune. 

 

Risposta.  Se l’ipotesi di una causa comune fosse vera, in termini statistici i parametri delle due 

distribuzioni campionarie non dovrebbero differire in modo significativo (H0 vera).  

Se la causa fosse diversa (H0 falsa), con levata probabilità i due gruppi di dati dovrebbero differire per 

almeno un parametro della distribuzione. 

Per applicare il test di Wald-Wolfowitz per due campioni indipendenti, si devono ordinare i due 

gruppi in una serie unica, mantenendo l’informazione del gruppo d’appartenenza. 

 

10 12 15 16 17 18 20 21 27 31 34 36 41 43 45 49 58 65 76

A A A A B B B B B A A A B A B B B B B 

 

Successivamente, si contano il numero di dati per campione ed il numero di successioni tra i due 

campioni a confronto 
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10 12 15 16 17 18 20 21 27 31 34 36 41 43 45 49 58 65 76 

A A A A B B B B B A A A B A B B B B B 

1 2 3 4 5 6 

 

 Il numero di dati del campione maggiore è 1n  = 11; 

 il numero di dati del campione minore è 2n  = 8; 

 il numero di successioni tra i due campioni indipendenti è R = 6. 

 

Sono due campioni di piccole dimensioni; per la stima della probabilità si deve ricorrere alla tabella 

dei valori critici. 

Alla probabilità α = 0.05   per 1n  = 11   e 2n  = 8,  il valore critico riportato dalla tabella è 6. 

Il valore di R calcolato è uguale a quello tabulato. Di conseguenza, alla probabilità P ≤ 0.05 si può 

rifiutare l’ipotesi nulla: le due serie di dati sono estratte da due popolazioni diverse. 

Con probabilità uguale o inferiore a 0.05 di commettere un errore, si può sostenere che l’origine 

dell’inquinamento è differente. 

 

 

9.13.   TEST  DI  SIEGEL-TUKEY  PER  L’UGUAGLIANZA DELLA VARIANZA; CENNI 

DEL TEST DI FREUND-ANSARI-BRADLEY  E  DEL TEST DI CONOVER 

Nella ricerca ambientale, spesso l'attenzione del ricercatore non è rivolta alla tendenza centrale, ma 

alla dispersione o variabilità dei dati di due serie indipendenti d'osservazioni. 

Nel confronto tra le caratteristiche fisiche o comportamentali di due gruppi d'animali, è atteso che 

quelli geneticamente identici presentino una minore variabilità del gruppo geneticamente eterogeneo. 

La variabilità di un campione di animali o vegetali tratto da un ambiente in condizioni normali è 

spesso inferiore a quella di un campione tratto da un ambiente sotto stress, dove alcuni individui 

subiscono limiti alla crescita con intensità differente.  

Anche la differenza nella variabilità è un indice dell’appartenenza a popolazioni differenti. 

 

Nelle analisi di laboratorio, quando si confrontano due reagenti per valutare la qualità del prodotto, la 

scelta deve essere basata non sulle differenze nel valore medio, che dipende dalla concentrazione della 

sostanza analizzata, ma sulle differenze della varianza, calcolata su misure ripetute dello stesso 

campione. Sarà migliore il reagente che fornisce una variabilità minore; sarà più preciso, perché meno 

influenzato nelle sue risposte da fattori di perturbazione. 
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Se le due variabili casuali X1 e X2 sono distribuite normalmente, la verifica sulla variabilità coincide 

con quella effettuata con il test F di Fisher-Snedecor. 

In campo non parametrico, le proposte sono state numerose. Tra i test più diffusi, sono da ricordare  

- il test di Siegel-Tukey del 1960 (proposto con l’articolo  A nonparametric sum ranks procedure 

for relative spread in unpaired samples pubblicato su J. Amer. Statist. Ass. vol. 55, pp. 429-

445),  

- il test di Freund-Ansari-Bradley divulgato con un articolo del 1957 (J. E. Freund, A. R. Ansari, 

Two-way rank-sum test for variances, pubblicato su Technical Report, n. 34, Department of 

Statistics, Virginia Polytechnic Institute) ed uno successivo del 1960 (A. R. Ansari, R. A. Bradley, 

Rank-sum test for dispersion, pubblicato su Ann. Math. Statist., vol. 31, pp. 1174-1189), 

- il test di Conover del 1980 (presentato da W. J. Conover nel volume Practical Nonparametric 

Statistics, 2nd edition New York, John Wiley & Sons).  

Sono utili nel caso di campioni piccoli, ma richiedono la conoscenza della tendenza centrale (la 

mediana) dei due campioni o almeno della differenza tra essi. 

 

Non è vincolato a questo limite, non richiedendo la conoscenza delle  due mediane, il test di Moses, 

che sarà presentato successivamente; ma esso ha una potenza inferiore a questi tre, nel caso di 

campioni con poche osservazioni; quando le osservazioni sono limitate a poche unità, addirittura non 

può essere applicato. 

 

Il test di Siegel-Tukey e il test di Freund-Ansari-Bradley si fondano su concetti simili. Tuttavia, 

mentre il primo per la significatività utilizza il test U di Mann-Whitney, del quale è relativamente 

facile avere la tabella dei valori critici, il test di Freund-Ansari-Bradley richiede tabelle specifiche non 

facilmente reperibili. Viene quindi presentato, in modo dettagliato ed operativo per calcoli manuali, il 

test di Siegel-Tukey; per il test di Freund-Ansari-Bradley e il test di Conover vengono illustrati solo i 

concetti di base, utili per capire i risultati di eventuali programmi informatici. 

 

Il test di Siegel-Tukey si fonda su concetti e procedure semplici. L’idea di base è che se due 

campioni, estratti dalla stessa popolazione, hanno varianze diverse, quello con la varianza maggiore 

avrà una dispersione maggiore dei dati. Se i due gruppi hanno tendenze centrali diverse, è necessario 

ricondurli alla stesso valore, attraverso l’eliminazione della differenza tra le mediane.  

 

Disponendo di due serie di dati, già ordinate in modo crescente,  



 76 
 

 

Gruppo A 176 201 225 230 232 269 276 291 --- --- --- --- 

Gruppo B 44 102 124 142 157 172 194 218 225 232 264 271 

 

 di cui il gruppo A con 8 osservazioni ed il gruppo B con 12 osservazioni, 

 si supponga di voler verificare se hanno variabilità simile oppure significativamente differente. 

 

La procedura richiede vari passaggi. 

 

1 – Dopo aver ordinato i dati in modo crescente entro ogni gruppo (già fatto nella tabella di 

presentazione dei dati),  calcolare le mediane rispettive. 

 

Nel gruppo A, composto da 8 dati, essa si colloca tra il 4° valore (230) e il 5°(232) e quindi è uguale a 

231: 

Gruppo A 176 201 225 230 232 269 276 291 

Ranghi 1 2 3 4 5 6 7 8 

 

 

Nel gruppo B, composto da 12 valori, si colloca tra il 6°(172) e il 7° (194) e quindi, calcolata come 

media di questi due valori, risulta uguale a 183: 

 

Gruppo B 44 102 124 142 157 172 194 218 225 232 264 271 

Ranghi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 

Le due distribuzioni non hanno la stessa mediana; tra esse esiste  una differenza  

231 – 183  =  48 

 uguale a 48. 

 

2 - Occorre ricondurre le due serie di dati ad una situazione in cui abbiano la stessa mediana. 

In questo caso, il metodo più semplice è togliere 48 agli 8 valori del gruppo A. 

 

Gruppo A 128 153 177 182 184 221 228 243 
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Di conseguenza, la nuova serie di dati da confrontare, con il solo gruppo A trasformato e quindi con 

mediana (183) uguale a quella del gruppo B, diviene 

Gruppo A 128 153 177 182 184 221 228 243 --- --- --- --- 

Gruppo B 44 102 124 142 157 172 194 218 225 232 264 271 

 

Se non hanno la stessa varianza (H0 falsa), quello con variabilità maggiore dovrebbe avere 

contemporaneamente sia valori minori sia valori maggiori in numero significativo; cioè una quota 

maggiore di valori collocati agli estremi; 

mentre, se hanno la stessa varianza (H0 vera), i due gruppi dovrebbero avere la stessa quota di valori 

grandi e piccoli. 

 

3 – Per valutare la significatività di una diversa presenza di valori collocati ai due estremi della 

distribuzione, si costruisce una distribuzione unica ordinata in modo crescente, mantenendo 

l’informazione del gruppo d’appartenenza. 

 

44 102 124 128 142 153 157 172 177 182 184 194 218 221 225 228 232 243 264 271

B B B A B A B B A A A B B A B A B A B B 

 

Successivamente si attribuiscono i ranghi, dando il punteggio minore a quelli collocati agli estremi e 

maggiore a quelli collocati verso il centro, alternando il punto di partenza nei due estremi. 

 

4 – In modo più dettagliato si attribuisce,  

- rango 1 al valore minore   e   rango 2 al valore maggiore (o ultimo), 

- rango 3 al penultimo valore   e   rango 4 al secondo valore, 

- rango 5 al terzo valore   e   rango 6 al terzultimo valore, 

- rango 7 al quartultimo valore    e   rango 8 al quarto, 

fino ai ranghi massimi per i valori collocati al centro, come nella tabella sottostante 

 

44 102 124 128 142 153 157 172 177 182 184 194 218 221 225 228 232 243 264 271

B B B A B A B B A A A B B A B A B A B B 

1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 19 18 15 14 11 10 7 6 3 2 

 

Su questa serie di ranghi, in cui i punteggi minori sono attribuiti ai valori collocati agli estremi e i 

punteggi maggiori ai valori centrali, si applica il test U di Mann-Whitney. 
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5 – A questo scopo, anche se esistono modalità differenti, più rapide ma meno intuitive, per calcolare 

le precedenze si ordinano i ranghi dal minore al maggiore, mantenendo l’informazione di gruppo 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

B B B B B A B A B A B A B A B B A B A A 

 

Dalla lettura della tabella appare evidente che i ranghi minori sono occupati dal gruppo B e i maggiori 

dal gruppo A.  

Per ottenere U, con questa serie di ranghi è semplice calcolare quante volte i dati del gruppo B sono 

preceduti da dati del gruppo A. 

 

6 - Si ottiene un conteggio, riportato nella tabella sottostante per ogni valore di B, 

 

B B B B B A B A B A B A B A B B A B A A 

0 0 0 0 0 -- 1 -- 2 -- 3 -- 4 -- 5 5 -- 6 -- -- 

 

 che in totale determina 

U  =  0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 5 + 6  =  26 

 un valore di U uguale a 26. 

 

7 - Come verifica di aver calcolato il valore corretto di U, si può stimare U’, determinato dal numero 

di precedenze di B rispetto ad A e 

 

B B B B B A B A B A B A B A B B A B A A 

-- -- -- -- -- 5 -- 6 -- 7 -- 8 -- 9 -- -- 11 -- 12 12

 

 il cui totale risulta 

U’  =  5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 11 + 12 + 12  =  70 

 uguale a 70, 

 ricordando che  

U + U’  =  n1 x n2   =  26 + 70  =  8 x 12  =  96 

 

Per piccoli campioni si utilizza la tabella dei valori critici della distribuzione U di Man-Whitney, che 

può essere sia a due code con  
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H1 :  22
BA σσ ≠  

sia a una coda, quando sia prefissato quale gruppo dovrebbe avere variabilità maggiore. 

Con i dati dell’esempio, alla probabilità α = 0.05 e con 1n  = 8  e  2n  = 12  

per un test bilaterale, nella tabella il valore critico di U è uguale a 22; di conseguenza, non è possibile 

rifiutare l’ipotesi nulla, poiché il valore di U calcolato è maggiore (26).  

 

Per grandi campioni, è preferibile utilizzare il test di Moses, che ha condizioni di validità meno 

rigide. Volendo utilizzare ugualmente il test di Siegel-Tukey proposto, per la significatività di U 

vedere l’approssimazione alla normale  

Z = 
U

UU
σ
µ−

 

 illustrato dettagliatamente nel paragrafo relativo. 

 

Il test di Freund-Ansari-Bradley permette di verificare la stessa ipotesi del test precedente e nella 

prima parte (fino al punto 3) ha una metodologia identica. 

 

1 - Utilizzando gli stessi dati di partenza,  

 

Gruppo A 176 201 225 230 232 269 276 291 --- --- --- --- 

Gruppo B 44 102 124 142 157 172 194 218 225 232 264 271 

 

 richiede il calcolo delle due mediane  (231 e 183, con differenza uguale a 48) 

 

2 – e la sottrazione della differenza (48), in modo che i due gruppi abbiano la stessa mediana:  

 

Gruppo A 128 153 177 182 184 221 228 243 --- --- --- --- 

Gruppo B 44 102 124 142 157 172 194 218 225 232 264 271 

 

3 – Con le due serie si costruisce una sola serie ordinata, mantenendo l’informazione del gruppo di 

appartenenza: 

 

44 102 124 128 142 153 157 172 177 182 184 194 218 221 225 228 232 243 264 271

B B B A B A B B A A A B B A B A B A B B 
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4 – Come indicatore della diversa distribuzione dei dati di un gruppo agli estremi, con il test di 

Freund-Ansari-Bradley si attribuiscono  

- ranghi minori ai due estremi e  

- progressivamente maggiori avvicinandosi al centro.  

Ad esempio, 

- il rango 1 è assegnato sia al primo valore, sia all’ultimo, 

- il rango 2 è assegnato sia al secondo valore, sia al penultimo, 

- il rango 3 sia al terzo valore, sia al terzultimo, 

 ottenendo la seguente serie: 

 

44 102 124 128 142 153 157 172 177 182 184 194 218 221 225 228 232 243 264 271

B B B A B A B B A A A B B A B A B A B B 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

 

 

5 -  Come indicatore della differente variabilità dei dati dei due gruppi, si prende la somma dei loro  

ranghi,  

Somma dei Ranghi del Gruppo A  =  4 + 6 + 9 + 10 + 10 + 7 + 5 + 3  =  54 

Somma dei Ranghi del Gruppo B  =  1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 8 + 9 + 8 + 6 + 4 + 2 + 1  =  56 

 

 di cui gli autori hanno stimato la tabella dei valori critici, in rapporto alla probabilità α e alle 

dimensioni n1 e n2 dei due campioni a confronto, sia per test unilaterali che bilaterali. 

 

Gli autori hanno stimato anche l’efficienza asintotica relativa del loro test rispetto al test parametrico F 

di Fisher-Snedecor (il rapporto tra la varianza maggiore e quella minore), che  

- con una  distribuzione normale dei dati è uguale a circa 0,61 (6/π2), 

- con una distribuzione rettangolare dei dati è uguale a 0,60, 

- con una distribuzione esponenziale doppia è uguale a 0,94. 

In questo caso, test non parametrico ha sempre una potenza inferiore a quello parametrico. 

 

Il test di Conover per l’uguaglianza delle varianze è fondato sulle devianze dei due gruppi, ottenute 

calcolando per ogni valore 
2)( iij XX −  

 il quadrato dello scarto rispetto alla media del suo gruppo. 
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Successivamente,  

- si sostituiscono le devianze ai valori e  

- si attribuiscono ad essi i ranghi come nel test di Wilcoxon- Mann- Whitney.  

Di tale test si utilizza la tabella dei valori critici nel caso di piccoli campioni e l’approssimazione alla 

normale nel caso di campioni grandi. 

 

Al posto della devianza, alcuni testi suggeriscono l’uso dello scarto assoluto 

iij XX −  

 che non varia l’ordine dei ranghi. 

Il test di Conover appare meno potente del test di Siegel – Tukey. 

 

 

9.14.   IL TEST DEI RANGHI EQUIVALENTI DI MOSES PER LE DIFFERENZE NELLA 

DISPERSIONE O VARIABILITÀ 

Tra i vari test proposti per misurare la dispersione o variabilità di due serie di osservazioni, il test 

di Moses  (Moses run like test) proposto nel 1963 e nel 1964 (L. E. Moses Rank test of dispersion in 

Ann. Math. Statist. n. 34, pp. 973-983;  One sample limits of some two-sample rank test in J. Amer. 

Statist. Ass. vol. 59, pp. 645-651) è quello di più generale applicazione: non richiede la 

conoscenza delle mediane delle due popolazioni; ma solo l'uso di una scala d'intervallo o di 

rapporti, poiché utilizza misure della devianza (è possibile utilizzare anche la varianza, ma si richiede 

un’operazione aggiuntiva). 

 

Le ipotesi da verificare riguardano la varianza dei due campioni. 

L’ipotesi può essere  

- bilaterale con 

 H0 : σA
2  = σB

2       contro      H1 : σA
2  ≠ σB

2  

- unilaterale 

 sia in una direzione 

H0 : σA
2  ≤ σB

2       contro      H1 : σA
2  > σB

2   

 sia nell’altra 

H0 : σA
2  ≥ σB

2       contro      H1 : σA
2  < σB

2  

 

Lo sviluppo di un esempio permette una illustrazione didattica più chiara e semplice di un elenco di 

passaggi logici ed operativi. 
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Si supponga di avere raccolto due serie di misure, chiamate gruppo A e gruppo B 

 

 

GRUPPO  A 8,4 7,6 9,2 8,2 9,7 6,4 5,6 8,1 --- --- --- 

GRUPPO  B 5,4 3,7 6,8 5,3 9,1 4,1 8,6 8,2 3,9 4,2 6,7 

Posizione  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

 

 

 per verificare se esiste una differenza significativa tra la variabilità o dispersione dei due gruppi. 

La metodologia richiede alcuni passaggi per l’elaborazione dei dati sperimentali raccolti. 

 

1 - Per ognuno dei due gruppi a confronto, mediante estrazione casuale, formare sottogruppi o 

sotto-insiemi con almeno 2 osservazioni.  

Questi sottoinsiemi devono essere composti riunendo casualmente (per estrazione di numeri random) 

le osservazioni presenti entro ogni gruppo.  

 

Le osservazioni che non formano un sottinsieme completo devono essere eliminate. 

Ai fini dei confronti successivi, è utile che ogni gruppo abbia almeno 4-5 sottoinsiemi.  

Poiché il gruppo A è formato da soli 8 dati ed il gruppo B da 11 dati, è conveniente formare 

sottoinsiemi con due sole osservazioni. 

 

Mediante estrazione casuale, con i dati dell’esempio per il gruppo A sono risultati abbinati i numeri 

che occupano le posizioni 1-5, 8-7, 6-4, 2-3.  

Con un numero pari di osservazioni e sottoinsiemi di 2 elementi, in questo gruppo non esistono numeri 

da scartare. 

 

Per il gruppo B sono risultati abbinati i numeri che occupano le posizioni 6-1, 2-5, 11-9, 8-10, 4-7.  

Il numero che occupa la posizione 3 viene escluso dalle analisi successive, in quanto parte di un 

sottoinsieme incompleto. 



 83 
 

GRUPPO                SOTTOINSIEMI DI 2 DATI 

 

Gruppo  A 1) 8,4 9,7 

 2) 8,1 5,6 

 3) 6,4 8,2 

 4) 7,6 9,2 

Gruppo  B 1) 4,1 5,4 

 2) 3,7 9,1 

 3) 6,7 3,9 

 4) 8,2 4,2 

 5) 5,3 8,6 

 

 

2 - Per ogni sottoinsieme calcolare la devianza (SQ) 

di cui si ricorda la formula generale 

( )SQ x x= −∑ 2  

e la formula abbreviata 

SQ =
( )

x
x

n
2

2

−
∑∑  

 

Con i dati dell’esempio, si ottengono 4 devianze per il gruppo A e 5 devianze per il gruppo B: 
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    GRUPPO                SOTTOINSIEMI DI 2 DATI      DEVIANZE 

Gruppo  A 1) 8,4 9,7 0,845 

 2) 8,1 5,6 3,125 

 3) 6,4 8,2 1,620 

 4) 7,6 9,2 1,280 

Gruppo  B 1) 4,1 5,4 0,770 

 2) 3,7 9,1 0,080 

 3) 6,7 3,9 3,920 

 4) 8,2 4,2 8,000 

 5) 5,3 8,6 5,445 

 

dei quali sono riportati i valori. 

 

3 - Alle devianze dei due gruppi applicare il test U di Wilcoxon-Mann-Whitney per due 

campioni indipendenti, secondo l’ipotesi H1 espressa.  

E’ il test per due campioni indipendenti più adatto per verificare la significatività di differenze nelle 

tendenze centrali delle devianze calcolate.  

Nell’esercizio, lo scopo è di verificare se questi indici di dispersione (le devianze) dei due gruppi 

hanno la medesima tendenza centrale o sono significativamente diversi. E’ un test bilaterale. 

 

Per applicare il test U di Mann-Whitney, fondato sulle precedenze, ordinare i valori dei due gruppi in 

ordine crescente come se fossero un insieme unico, mantenendo per ogni devianza l'informazione del 

gruppo di appartenenza.  

 

DEVIANZE 0,080 0,770 0,845 1,280 1,620 3,125 3,920 5,445 8,000 

GRUPPO B B A A A A B B B 

 

Con i dati dell’esempio, si hanno 9 valori di devianze nell’ordine riportato. 

 

4 - Contare il numero di precedenze di ogni gruppo  
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DEVIANZE 0,080 0,770 0,845 1,280 1,620 3,125 3,920 5,445 8,000 

GRUPPO B B A A A A B B B 

Precedenze 
del gruppo 
A 

--- --- 2 2 2 2 --- --- --- 

 

 

Per il gruppo A le precedenze sono in totale 8, mentre per il gruppo B 

 

DEVIANZE 0,080 0,770 0,845 1,280 1,620 3,125 3,920 5,445 8,000 

GRUPPO B B A A A A B B B 

Precedenze 
del gruppo 
B 

0 0 --- --- --- --- 4 4 4 

 

  le precedenze sono 12. 

Come valore di U si deve scegliere la somma minore. 

Nell’esercizio, il valore di U risulta uguale a 8. 

 

5- Stimare la significatività, con la tabella dei valori critici nel caso di piccoli campioni e con la 

distribuzione normale nel caso di grandi campioni (vedere metodo del test U di Mann-Whitney). 

I dati dell’esempio formano due campioni piccoli. 

Il numero massimo di precedenze riportato nella tabella dei valori critici di U  

-  alla probabilità α = 0.05  per n1 = 4  e   n2 = 5  in un test bilaterale è 1. 

Il numero di precedenze U calcolato (8) è maggiore di quello tabulato (1): non si può rifiutare l’ipotesi 

nulla. I due gruppi a confronto hanno una variabilità dei dati non significativamente differente. 

 

Moses ha studiato l’efficienza asintotica relativa del suo test rispetto a quella del test F di Fisher. Essa 

dipende da k, il numero di osservazioni utilizzate per costruire i sotto insiemi 

 

Nel caso di dati distribuiti normalmente 

la potenza-efficienza è                          0,30 quando k = 2 

                                                             0,50 quando k = 3 

                                                             0,61 quando k = 4 
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per crescere lentamente fino a               0,88 quando k = 15 

e                                                           0,96 quando k tende all’infinito. 

Nel caso di dati distribuiti come una esponenziale doppia, la potenza varia da 0,59 a 0,96. 

 

Rispetto al test di Freund-Ansari-Bradley, nel caso di una distribuzione normale, il test di Moses 

-  è meno potente quando i sottoinsiemi sono composti da 2 o 3 unità,  

-  ha la stessa potenza quando sono formati da 4 unità, 

-  ha una potenza di 1,44 con 20 dati. 

 

Il test di Moses è meno potente dell’altro test non parametrico, quando i dati hanno una distribuzione 

molto lontana dalla normalità e asimmetrica, come l’esponenziale doppia. 

 

 

ESEMPIO.   Due gruppi del Cladocero Daphnia magna, geneticamente identici, sono stati allevati in 

condizioni ambientali differenti: il gruppo A in abbondanza di cibo e il gruppo B in carenza, per 

verificare se questi ultimi sono caratterizzati da una variabilità maggiore. 

Alla fine del periodo di crescita, con il microscopio binoculare sono state misurate le lunghezze (in 

millimetri) di tutti gli individui dei due gruppi, come riportato nella tabella sottostante. 

 

4,290 3,900 3,783 3,900 4,095 4,329 4,173 4,095 4,095 4,056 Gruppo 

A 3,939 3,978 4,017 4,251 4,017 --- --- --- --- --- 

 

3,120 3,112 3,120 2,847 3,081 3,042 3,042 3,042 3,081 2,964 Gruppo 

B 3,120 2,964 3,003 3,081 3,042 2,925 3,198 3,120 2,964 3,003 

 

 

Risposta. E’ un test con ipotesi nulla 

H0: 22
BA σσ ≥  

 ed ipotesi alternativa 

H1: 2
Aσ  < 2

Bσ  

 ad una coda. 

Infatti, si vuole verificare se la dispersione dei dati del gruppo B è significativamente maggiore di 

quella del gruppo A. 

Con i dati dell'esempio, disponendo di 15 osservazioni nel gruppo A e 20 nel gruppo B, per non avere 

un numero troppo ridotto di sotto-insiemi si può scegliere di formare sottogruppi di 3 unità. Con due 
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sole unità si avrebbe il vantaggio di utilizzare un numero maggiore di devianze, ma con lo svantaggio 

di una loro minore stabilità. 

 

Con  

- il gruppo A si formano 5 sotto-insiemi, 

- il gruppo B si formano 6 sottoinsiemi,  

 come riportato nella tabella successiva: 

 

               GRUPPO                            SOTTOINSIEMI DI TRE DATI              DEVIANZE 

Gruppo  A 1) 3,900 4,290 4,329 0,1120 

 2) 3,783 4,095 4,251 0,1135 

 3) 3,978 4,017 3,900 0,0073 

 4) 4,017 4,095 3,939 0,0121 

 5) 4,056 4,173 4,095 0,0070 

Gruppo  B 1) 3,112 3,120 3,042 0,0040 

 2) 3,120 3,081 3,081 0,0015 

 3) 2,964 3,003 3,120 0,0135 

 4) 3,042 3,042 3,120 0,0041 

 5) 2,964 3,042 3,003 0,0030 

 6) 2,847 3,081 2,925 0,0288 

 

I rimanenti 2 valori del gruppo B (2,964 e 3,198) sono eliminati dalle analisi successive, perché 

insufficienti a formare un sotto-insieme completo. 

Come riportato nella tabella precedente, per ogni tripletta di dati è stata calcolata la devianza SQ con 

la formula abbreviata 

SQ =
( )

x
x

n
2

2

−
∑∑  
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Alle due serie di devianze,  

 

Devianze  A 0,1120 0,1135 0,0073 0,0121 0,0070 

 

Devianze  B 0,0040 0,0015 0,0135 0,0041 0,0030 0,0288 

 

è possibile applicare il test U di Wilcoxon-Mann-Whitney, per verificare se il gruppo B ha indici di 

dispersione maggiori di quelli calcolati per A. 

 

Per applicare il test, si dispongono i valori dei due gruppi insieme in ordine crescente, mantenendo 

l'informazione del gruppo d’appartenenza.  

Successivamente occorre fare la somma delle precedenze per calcolare U 

 

.0015 .0030 .0040 .0041 .0070 .0073 .0121 .0135 .0288 .1120 .1135 

B B B B A A A B B A A 

0 0 0 0 --- --- --- 3 3 --- --- 

 

che risulta uguale a 6. 

 

I due campioni a confronto sono di piccole dimensioni.  

Per l’uso della tabella dei valori critici si definisce 

- 1n  il campione con il numero minore di dati  

- 2n  quello con il numero maggiore. 

Con i dati dell’esempio, per 1n = 5  e 2n  = 6  

- il valore critico alla probabilità α = 0.05 per test unilaterali (riportato nella tabella dei valori 

critici di U) è uguale a 5,  

- mentre il valore calcolato è 6. 

Non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla.  

Non è dimostrato che la varianza del gruppo B sia maggiore di quella del gruppo A.. 
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9.15. CONFRONTO TRA DUE DISTRIBUZIONI OSSERVATE: IL METODO DI  

KOLMOGOROV-SMIRNOV PER 2 CAMPIONI INDIPENDENTI CON DATI 

ORDINALI DISCRETI O A GRUPPI E CON DATI CONTINUI 

Una tabella  2 N× , in cui siano riportate le classi di frequenza di due distribuzioni osservate, può 

essere analizzata mediante il test di Kolmogorov-Smirnov. A differenza del test χ2  e del test G, come 

condizione di validità non richiede che il numero minimo di osservazioni sia N > 30 e che in ogni 

classe sia in  ≥ 5.  

Il test di Kolmogorov-Smirnov, necessario per piccoli campioni, è utile anche per grandi campioni, 

quando si abbia un numero elevato di classi od intervalli, poiché in tali condizioni ha una potenza 

maggiore del test chi quadrato e del test G. Ovviamente la potenza massima è con dati in una scala 

continua, che rappresenta la proposta originale di Kolmogorov e Smirnov. 

Le distribuzioni di frequenza possono riguardare qualunque variabile, da quelle classiche di peso ed 

altezza, per le quali possono essere applicati anche test parametrici, Alle misure espresse come 

rapporti, percentuali, valori angolari, colorazioni, indici, punteggi assoluti o relativi, ecc., purché 

esse possano essere tradotte in ranghi, cioè ordinate per dimensioni o intensità. 

 

Le indicazioni bibliografiche sono uguali a quelle già riportate nel test di Kolmogorov-Smirnov per un 

campione. Differiscono le indicazioni per le tabelle dei valori critici, che ovviamente per il metodo ora 

illustrato devono considerare una casistica più complessa, in particolare se i due campioni non sono 

bilanciati. 

 

Il test di Kolmogorov-Smirnov per due campioni indipendenti è utilizzato per verificare l’ipotesi 

alternativa se le distribuzioni di frequenza di due campioni appartengano a popolazioni differenti.  

E’ un test generalista, cioè permette di valutare la significatività complessiva dovuta a differenze  

- sia nella tendenza centrale,  

- sia nella dispersione,  

- sia nella simmetria e,  

- sebbene in modo meno evidente, nella curtosi.  

Non è un test specifico per nessuno di questi fattori. Quindi non deve essere utilizzato se l’ipotesi verte 

su un parametro specifico, come la media e la varianza oppure la simmetria. Tuttavia non tutti i 

parametri pesano nello stesso modo; è più sensibile alle differenze nelle tendenze centrali, perché 

incidono sulla differenza complessiva tra le due distribuzioni in modo più marcato.  

Se il test risulta significativo, per individuare con esattezza quale caratteristica della distribuzione 

determini la differenza riscontrata, occorre di conseguenza ricorrere anche all’uso di altri test, che ne 

verifichino solamente una e che, ovviamente, per quell’uso specifico sono più potenti. 
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Sotto l’aspetto della ricerca applicata, è utile quando si intende verificare se due serie di valori 

possono o meno appartenere alla stessa popolazione. Infatti, se hanno origine diversa, è logico 

supporre che le due serie di dati campionari differiscano in almeno un parametro, senza che a priori sia 

noto quale. 

Il test di Kolmogorov-Smirnov per due campioni può essere utilizzato  

- sia con dati misurati su una scala ordinale discreta o con dati continui raggruppati in classi, 

- sia con dati continui di una scala di rapporti oppure a intervalli oppure ordinale.  

 

 

PER DATI DISCRETI O RAGGRUPPATI 

Tra i testi internazionali, questo metodo è riportato in  

- Siegel Sidney e N. John jr. Castellan del 1988 (Nonparametric Statistics for the Behavioral 

Sciences, (McGraw-Hill, London), tradotto in italiano nel 1992 Statistica non parametrica 2° ed., 

McGraw-Hill Libri Italia, Milano, 472 pp.) 

 del quale sono seguite le indicazioni nella presentazione del metodo e della logica. 

 

In modo analogo al test per un campione, questo per 2 campioni richiede  

- che dapprima sia effettuata la trasformazione delle frequenze assolute in frequenze relative entro 

ogni campione, mediante il rapporto della frequenza di ogni classe con il numero totale di 

osservazioni; 

- successivamente, che entro gli stessi intervalli sia attuato il confronto tra le due frequenze 

cumulate, per quantificare la deviazione o differenza massima.  

 

Sulla base dell’ipotesi formulata, se unilaterale oppure bilaterale, la differenza massima può essere 

considerata con il segno oppure in valore assoluto.  

Indicando con O1( iX ) ogni valore della sommatoria dei dati osservati nel primo campione e con 

O2( iX ) ogni valore della sommatoria dei dati osservati nel secondo campione,  

- nel caso di un test ad una coda si deve calcolare la deviazione massima D con il segno 

D = diff. mass. ( O1(Xi) - O2(Xi) ) 

 

- per un test a due code non è importante conoscere la direzione della differenza; lo scarto massimo 

è quindi calcolato in valore assoluto 

D = diff. mass. | O1(Xi) - O2(Xi) | 

 

Nel caso di piccoli campioni, quando le due distribuzioni hanno al massimo 25 osservazioni (altri testi 

definiscono i campioni come piccoli fino ad un massimo di 40 osservazioni), si può ricorrere a tabelle 
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specifiche per verificare se la differenza massima tra le cumulate delle frequenze relative supera il 

valore critico e quindi sia significativa. Sulle tabelle di significatività, le proposte in letteratura sono 

numerose, in quanto questo test è stato tra quelli che hanno suscitato un dibattito scientifico maggiore. 

Quelle riportate in queste dispense sono tra le più semplici. 

 

Il valore da confrontare (J) è ottenuto moltiplicando la differenza massima D per le dimensioni 

dei due campioni n1 e n2. 

J = 21 nnD ⋅⋅  

I valori critici sono differenti  

- per test a una coda, riportati nella prima tabella   

- per test a due code, riportati nella seconda tabella. 

 

La loro impostazione è uguale. Per il loro uso, ricordare che  

- sulla prima riga si trova il numero di osservazioni del primo ( 1n ) campione e sulla prima colonna 

il numero di osservazioni del secondo ( 2n ) campione,  

- alla loro intersezione si trovano i tre valori J critici in colonna, associati rispettivamente dall’alto 

al basso alla probabilità α = 0.10, alla probabilità α = 0.05 e a quella α = 0.01.  

Il valore J calcolato (J =  D⋅ n1 ⋅ n2 ) indica una differenza significativa quando è uguale o superiore a 

quello critico riportato nella tabella.   

 

Nel caso di un test ad una coda, per esempio 

- con 10 osservazioni nel campione 1 e con 12 osservazioni nel campione 2, la differenza tra le due 

distribuzioni cumulate è significativa  

- alla probabilità α = 0.10 quando J ≥ 52,  

- alla probabilità α = 0.05 quando J ≥ 60,   

- alla probabilità α = 0.01 quando J ≥ 74.  

 

E’ possibile osservare che la distribuzione dei valori critici è simmetrica. Alle stesse probabilità sono 

identici, quando si hanno 12 osservazioni nel campione 1 e 10 osservazioni nel campione 2. 
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Valori critici (J) nel test, ad una coda, di Kolmogorov-Smirnov per 2 campioni indipendenti. 
Il valore superiore è per α = 0.10; quello centrale per α = 0.05 e quello inferiore per α = 0.01. 

 
 

 n2 
n1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

3 9 10 11 15 15 16 21 19 22 24 25 26 30 30 32 36 36 37 42 40 43 45 46 
 9 10 13 15 16 19 21 22 25 27 28 31 33 34 35 39 40 41 45 46 47 51 52 
 ** ** ** ** 19 22 27 28 31 33 34 37 42 43 43 48 49 52 54 55 58 63 64 

4 10 16 13 16 18 24 21 24 26 32 29 32 34 40 37 40 41 48 45 48 49 56 53 
 10 16 16 18 21 24 25 28 29 36 33 38 38 44 44 46 49 52 52 56 57 60 61 
 ** ** 17 22 25 32 29 34 37 40 41 46 46 52 53 56 57 64 64 66 69 76 73 

5 11 13 20 19 21 23 26 30 30 32 35 37 45 41 44 46 47 55 51 54 56 58 65 
 13 16 20 21 24 26 28 35 35 36 40 42 50 46 49 51 56 60 60 62 65 67 75 
 ** 17 25 26 29 33 36 40 41 46 48 51 60 56 61 63 67 75 75 76 81 82 90 

6 15 16 19 24 24 26 30 32 33 42 37 42 45 48 49 54 54 56 60 62 63 72 67 
 15 18 21 30 25 30 33 36 38 48 43 48 51 54 56 66 61 66 69 70 73 78 78 
 ** 22 26 36 31 38 42 44 49 54 54 60 63 66 68 78 77 80 84 88 91 96 96 

7 15 18 21 24 35 28 32 34 38 40 44 49 48 51 54 56 59 61 70 68 70 72 74 
 16 21 24 25 35 34 36 40 43 45 50 56 56 58 61 64 68 72 77 77 79 83 85 
 19 25 29 31 42 42 46 50 53 57 59 70 70 71 75 81 85 87 98 97 99 103 106 

8 16 24 23 26 28 40 33 40 41 48 47 50 52 64 57 62 64 72 71 74 76 88 81 
 19 24 26 30 34 40 40 44 48 52 53 58 60 72 65 72 73 80 81 84 89 96 95 
 22 32 33 38 42 48 49 56 59 64 66 72 75 88 81 88 91 100 100 106 107 120 118 

9 21 21 26 30 32 33 45 43 45 51 51 54 60 61 65 72 70 73 78 79 82 87 88 
 21 25 28 33 36 40 54 46 51 57 57 63 69 68 74 81 80 83 90 91 94 99 101 
 27 29 36 42 46 49 63 61 62 69 73 77 84 86 92 99 99 103 111 111 117 123 124 

10 19 24 30 32 34 40 43 50 48 52 55 60 65 66 69 72 74 90 80 86 88 92 100 
 22 28 35 36 40 44 46 60 57 60 62 68 75 76 77 82 85 100 91 98 101 106 110 
 28 34 40 44 50 56 61 70 69 74 78 84 90 94 97 104 104 120 118 120 125 130 140 

11 22 26 30 33 38 41 45 48 66 54 59 63 66 69 72 76 79 84 85 99 95 98 100 
 25 29 35 38 43 48 51 57 66 64 67 72 76 80 83 87 92 95 101 110 108 111 116 
 31 37 41 49 53 59 62 69 88 77 85 89 95 100 104 108 114 117 124 143 132 138 143 

12 24 32 32 42 40 48 51 52 54 72 61 68 72 76 77 84 85 92 93 98 100 108 106 
 27 36 36 48 45 52 57 60 64 72 71 78 84 88 89 96 98 104 108 110 113 132 120 
 33 40 46 54 57 64 69 74 77 96 92 94 102 108 111 120 121 128 132 138 138 156 153 

13 25 29 35 37 44 47 51 55 59 61 78 72 75 79 81 87 89 95 97 100 105 109 111 
 28 33 40 43 50 53 57 62 67 71 91 78 86 90 94 98 102 108 112 117 120 124 131 
 34 41 48 54 59 66 73 78 85 92 104 102 106 112 118 121 127 135 138 143 150 154 160 

14 26 32 37 42 49 50 54 60 63 68 72 84 80 84 87 92 94 100 112 108 110 116 119 
 31 38 42 48 56 58 63 68 72 78 78 98 92 96 99 104 108 114 126 124 127 132 136 
 37 46 51 60 70 72 77 84 89 94 102 112 111 120 124 130 135 142 154 152 157 164 169 

15 30 34 45 45 48 52 60 65 66 72 75 80 90 87 91 99 100 110 111 111 111 123 130 
 33 38 50 51 56 60 69 75 76 84 86 92 105 101 105 111 113 125 126 130 134 141 145 
 42 46 60 63 70 75 84 90 95 102 106 111 135 120 130 138 142 150 156 160 165 174 180 

16 30 40 41 48 51 64 61 66 69 76 79 84 87 112 94 100 104 112 114 118 122 136 130 
 34 44 46 54 58 72 68 76 80 88 90 96 101 112 109 116 120 128 130 136 140 152 148 
 43 52 56 66 71 88 86 94 100 108 112 120 120 144 139 142 149 156 162 168 174 184 185 

17 32 37 44 49 54 57 65 69 72 77 81 87 91 94 119 102 108 113 118 122 128 132 137 
 35 44 49 56 61 65 74 77 83 89 94 99 105 109 136 118 125 130 135 141 146 150 156 
 43 53 61 68 75 81 92 97 104 111 118 124 130 139 153 150 157 162 168 175 181 187 192 

18 36 40 46 54 56 62 72 72 76 84 87 92 99 100 102 126 116 120 126 128 133 144 142 
 39 46 51 66 64 72 51 82 87 96 98 104 111 116 118 144 127 136 144 148 151 162 161 
 48 56 63 78 81 88 99 104 108 120 121 130 138 142 150 180 160 170 177 184 189 198 201 

19 36 41 47 54 59 64 70 74 79 85 89 94 100 104 108 116 133 125 128 132 137 142 148 
 40 49 56 61 68 73 80 85 92 98 102 108 113 120 125 127 152 144 147 151 159 162 168 
 49 57 67 77 85 91 99 104 114 121 127 135 142 149 157 160 190 171 183 189 197 204 211 

20 37 48 55 56 61 72 73 90 84 92 95 100 110 112 113 120 125 140 134 138 143 152 155 
 41 52 60 66 72 80 83 100 95 104 108 114 125 128 130 136 144 160 154 160 163 172 180 
 52 64 75 80 87 100 103 120 117 128 135 142 150 156 162 170 171 200 193 196 203 212 220 

21 42 45 51 60 70 71 78 80 85 93 97 112 111 114 118 126 128 134 147 142 147 156 158 
 45 52 60 69 77 81 90 91 101 108 112 126 126 130 135 144 147 154 168 163 170 177 182 
 54 64 75 84 98 100 111 118 124 132 138 154 156 162 168 177 183 193 210 205 212 222 225 

22 40 48 54 62 68 74 79 86 99 98 100 108 111 118 122 128 132 138 142 176 151 158 163 
 46 56 62 70 77 84 91 98 110 110 117 124 130 136 141 148 151 160 163 198 173 182 188 
 55 66 76 88 97 106 111 120 143 138 143 152 160 168 175 184 189 196 205 242 217 228 234 

23 43 49 56 63 70 76 82 88 95 100 105 110 117 122 128 133 137 143 147 151 184 160 169 
 47 57 65 73 79 89 94 101 108 113 120 127 134 140 146 151 159 163 170 173 207 183 194 
 58 69 81 91 99 107 117 125 132 138 150 157 165 174 181 189 197 203 212 217 253 228 242 

24 45 56 58 72 72 88 87 92 98 108 109 116 123 136 132 144 142 152 156 158 160 192 178 
 51 60 67 78 83 96 99 106 111 132 124 132 141 152 150 162 162 172 177 182 183 216 204 
 63 76 82 96 103 120 123 130 138 156 154 164 174 184 187 198 204 212 222 228 228 264 254 

25 46 53 65 67 74 81 88 100 100 106 111 119 130 130 137 142 148 155 158 163 169 178 200 
 52 61 75 78 85 95 101 110 116 120 131 136 145 148 156 161 168 180 182 188 194 204 225 
 64 73 90 96 106 118 124 140 143 153 160 169 180 185 192 201 211 220 225 234 242 254 275 
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Valori critici nel test, a due code, di Kolmogorov-Smirnov per 2 campioni indipendenti. 
Il valore superiore è per α = 0.10; quello centrale per α = 0.05 e quello inferiore per α = 0.01. 

 
 n2- 
n1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

1 19 20 21 22 23 24 25
2     10 12 14 16 18 18 20 22 24 24 26 28 30 32 32 34 36 38 38 40 42 
        16 18 20 22 24 26 26 28 30 32 34 36 38 38 40 42 44 46 
                   38 40 42 44 46 48 50 
3   9 12 15 15 18 21 21 24 27 27 30 33 33 36 36 39 42 42 45 48 48 51 54 
     15 18 21 21 24 27 30 30 33 36 36 39 42 45 45 48 51 51 54 57 60 
         27 30 33 36 39 42 42 45 48 51 54 57 57 60 63 66 69 
4   12 16 16 18 21 24 27 28 29 36 35 38 40 44 44 46 49 52 52 56 57 60 63 
   0 16 20 20 24 29 28 30 33 36 39 42 44 48 48 50 53 60 59 62 64 68 68 
      24 28 32 36 36 40 44 48 48 52 56 60 60 64 68 72 72 76 80 84 
5  10 15 16 20 24 25 27 30 35 35 36 46 42 50 48 50 52 56 60 60 63 65 67 75 
   15 20 25 24 28 30 35 40 39 43 45 46 55 54 55 60 61 65 69 70 72 76 80 
     25 30 35 35 40 45 45 50 52 56 60 64 68 70 71 80 80 83 87 90 95 
6  12 15 18 24 30 28 30 33 36 38 48 46 48 51 54 56 66 64 66 69 70 73 78 78 
   18 20 24 30 30 34 39 40 43 48 52 54 57 60 62 72 70 72 75 78 80 90 88
    24 30 36 36 40 45 48 54 60 60 64 69 72 73 84 83 88 90 92 97 102 107
7  14 18 21 25 28 35 34 36 40 44 46 50 56 56 59 61 65 69 72 77 77 80 84 86
   21 24 28 30 42 40 42 46 48 53 56 63 62 64 68 72 76 79 91 84 89 92 97
    28 35 36 42 48 49 53 59 60 65 77 75 77 84 87 91 93 105 103 108 112 115
8  16 21 24 27 30 34 40 40 44 48 52 54 58 60 72 68 72 74 50 81 84 89 96 95
  16 21 28 30 34 40 48 46 48 53 60 62 64 67 80 77 80 82 88 89 94 98 104 104
    32 35 40 48 56 55 60 64 68 72 76 81 88 88 94 98 104 107 112 115 128 125
9  18 21 27 30 33 36 40 54 50 52 57 59 63 69 69 74 81 80 84 90 91 94 99 101
  18 24 28 35 39 42 46 54 53 59 63 65 70 75 78 82 90 89 93 99 101 106 111 114
   27 36 40 45 49 55 63 63 70 75 78 84 90 94 99 108 107 111 117 122 126 132 135
10  18 24 28 35 36 40 44 50 60 57 60 64 68 75 76 79 82 85 100 95 98 101 106 110
  20 27 30 40 40 46 48 53 70 60 66 70 74 80 84 89 92 94 110 105 108 114 118 125
   30 36 45 48 53 60 63 80 77 80 84 90 100 100 106 108 113 130 126 130 137 140 150
11  20 27 29 35 38 44 48 52 57 66 64 67 73 76 80 85 88 92 96 101 110 108 111 117
  22 30 33 39 43 48 53 59 60 77 72 75 82 84 89 93 97 102 107 112 121 119 124 129
   33 40 45 54 59 64 70 77 88 86 91 96 102 106 110 118 122 127 134 143 142 150 154

512  22 27 36 36 48 46 52 57 60 64 72 71 78 84 88 90 96 99 104 108 110 113 132 120
  24 30 36 43 48 53 60 63 66 72 84 81 86 93 96 100 108 108 116 120 124 125 144 138
   36 44 50 60 60 68 75 80 86 96 95 104 108 116 119 126 130 140 141 148 149 168 165
13  24 30 35 40 46 50 54 59 64 67 71 91 78 87 91 96 99 104 108 113 117 120 125 131
  26 33 39 45 52 56 62 65 70 75 81 91 89 96 101 105 110 114 120 126 130 135 140 145
   39 48 52 60 65 72 78 84 91 95 117 104 115 121 127 131 138 143 150 156 161 166 172
14  24 33 38 42 48 56 58 63 68 73 78 78 98 92 96 100 104 110 114 126 124 127 132 136
  26 36 42 46 54 63 64 70 74 82 86 89 112 98 106 111 116 121 126 140 138 142 146 150
   42 48 56 64 77 76 84 90 96 104 104 126 123 126 134 140 148 152 161 164 170 176 182
15  26 33 40 50 51 56 60 69 75 76 84 87 92 105 101 105 111 114 125 126 130 134 141 145
  28 36 44 55 57 62 67 75 80 84 93 96 98 120 114 116 123 127 135 138 144 149 156 160
   42 52 60 69 75 81 90 100 102 108 115 123 135 133 142 147 152 160 168 173 179 186 195
16  28 36 44 48 54 59 72 69 76 80 88 91 96 101 112 109 116 120 128 130 136 141 152 149
  30 39 48 54 60 64 80 78 84 89 96 101 106 114 128 124 128 133 140 145 150 157 168 167
   45 56 64 72 77 88 94 100 106 116 121 126 133 160 143 154 160 168 173 180 187 200 199
17  30 36 44 50 56 61 68 74 79 85 90 96 100 105 109 136 118 126 132 136 142 146 151 156
  32 42 48 55 62 68 77 82 89 93 100 105 111 116 124 136 133 141 146 151 157 163 168 173
   48 60 68 73 84 88 99 106 110 119 127 134 142 143 170 164 166 175 180 187 196 203 207
18  32 39 46 52 66 65 72 81 82 88 96 99 104 111 116 118 144 133 136 144 148 152 162 162
  34 45 50 60 72 72 80 90 92 97 108 110 116 123 128 133 162 142 152 159 164 170 180 180
   51 60 70 84 87 94 108 108 118 126 131 140 147 154 164 180 176 182 189 196 204 215 216
19 19 32 42 49 56 64 69 74 80 85 92 99 104 110 114 120 126 133 152 144 147 152 159 164 168
  36 45 53 61 70 76 82 89 94 102 108 114 121 127 133 141 142 171 160 163 169 177 183 187
  38 54 64 71 83 91 98 107 113 122 130 138 148 152 160 166 176 190 187 199 204 209 218 224
20 20 34 42 52 60 66 72 80 84 100 96 104 108 114 125 128 132 136 144 160 154 160 164 172 180
  38 48 60 65 72 79 88 93 110 107 116 120 126 135 140 146 152 160 180 173 176 184 192 200
  40 57 68 80 88 93 104 111 130 127 140 143 152 160 168 175 182 187 220 199 212 219 228 235
21 21 36 45 52 60 69 77 81 90 95 101 108 113 126 126 130 136 144 147 154 168 163 171 177 182
  38 51 59 69 75 91 89 99 105 112 120 126 140 138 145 151 159 163 173 189 183 189 198 202
  42 57 72 80 90 105 107 117 126 134 141 150 161 168 173 180 189 199 199 231 223 227 237 244
22 22 38 48 56 63 70 77 84 91 98 110 110 117 124 130 136 142 148 152 160 163 198 173 182 189
  40 51 62 70 78 84 94 101 108 121 124 130 138 144 150 157 164 169 176 183 198 194 204 209
  44 60 72 83 92 103 112 122 130 143 148 156 164 173 180 187 196 204 212 223 242 237 242 250
23 23 38 48 57 65 73 80 89 94 101 108 113 120 127 134 141 146 152 159 164 171 173 207 183 195
  42 54 64 72 80 89 98 106 114 119 125 135 142 149 157 163 170 177 184 189 194 230 205 216
  46 63 76 87 97 108 115 126 137 142 149 161 170 179 187 196 204 209 219 227 237 253 249 262
24 24 40 51 60 67 78 84 96 99 106 111 132 125 132 141 152 151 162 164 172 177 182 193 216 204
  44 57 68 76 90 92 104 111 118 124 144 140 146 156 168 168 180 183 192 198 204 205 240 225
  48 66 80 90 102 112 128 132 140 150 168 166 176 186 200 203 216 218 228 237 242 249 288 262
25 25 42 54 63 75 78 86 95 101 110 117 120 131 136 145 149 156 162 168 180 182 189 195 204 225
  46 60 68 80 88 97 104 114 125 129 138 145 150 160 167 173 180 187 200 202 209 216 225 250
  50 69 84 95 107 115 125 135 150 154 165 172 182 195 199 207 216 224 235 244 250 262 262 300
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Anche nel caso di grandi campioni, si devono calcolare valori critici differenti se l’ipotesi è a una 

coda oppure a due code. 

 

Se il test è a una coda, secondo la proposta di L. A. Goodman del 1954 (vedi Kolmogorov-Smirnov 

tests for psychological research in Psychological Bulletin  Vol. 51, pp. 160-168) 

il valore critico viene determinato  

 mediante   

χ2(2)   =  4 2 1 2

1 2
D

n n
n n

⋅
+

 

 

 che ha una distribuzione bene approssimata dal χ2 con 2 gradi di libertà.  

 

Se il test è a due code, il valore critico  

 

- alla probabilità α = 0.05  è dato da 

1,36 ⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

 

 

- alla probabilità α = 0.01 è  

1,63 ⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

 

 

- alla probabilità α = 0.005 è 

1,73 ⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

 

 

- alla probabilità α = 0.001 è  

1,95 ⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

 

 

Alcuni esempi illustrano la metodologia in modo semplice, ma completo nei suoi passaggi logici. 
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ESEMPIO 1. (CAMPIONI PICCOLI)  

Mediante le cartine al tornasole è possibile misurare il pH di alcuni campioni d’acqua. Metodi 

analoghi di colorazione vengono usati per confrontare la quantità di fosfati e di nitrati. 

Su una scala ordinale con intensità crescente, suddivisa in 8 livelli, sono state riportate le frequenze 

osservate durante una giornata di rilevazioni in due serie differenti di campioni, raccolti all’ingresso ed 

all’uscita di un depuratore.  

All’ingresso sono stati raccolti 10 campioni e all’uscita 12 campioni, secondo la distribuzione dei 

valori riportata nella tabella sottostante. 

 

 

DISTRIBUZIONE OSSERVATA 

 Intensità della colorazione 

 I II III IV V VI VII VIII 

Ingresso 0 0 0 3 6 0 1 0 

Uscita 1 4 4 1 1 1 0 0 

 

 

Questi dati dimostrano che la quantità di sostanza inquinante contenuta nell’acqua all’uscita del 

depuratore ha frequenze maggiori di valori bassi? (può dipendere da una media inferiore, da una 

varianza minore, da variazioni nella simmetria) 

 

Risposta.  E’ il confronto di 2 piccoli campioni, con un test ad una coda. Infatti in esso si ipotizza che 

la differenza massima sia nella prima parte della distribuzione, cioè per valori bassi a vantaggio 

dell’uscita. 

 

 

1 - Dapprima si trasformano le frequenze assolute in frequenze relative (riga 1 e riga 3) 
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CALCOLO DELLA DIFFERENZA MASSIMA TRA LE DISTRIBUZIONI CUMULATE 
 

 Intensità della colorazione 

 I II III IV V VI VII VIII 

1) Ingresso   freq. Relativa. 0,000 0,000 0,000 0,300 0,600 0,000 0,100 0,000 

2) Distribuzione cumulata Ingr. 0,000 0,000 0,000 0,300 0,900 0,900 1,000 1,000 

3) Uscita   freq. Relativa 0,084 0,333 0,333 0,084 0,083 0,083 0,000 0,000 

4) Distribuzione cumulata Usc. 0,084 0,417 0,750 0,834 0,917 1,000 1,000 1,000 

5) Differenza  tra  cumulate 0,084 0,417 0,750 0,534 0,017 0,100 0,000 0,000 

 

 

2) Successivamente si calcolano le cumulate Riga 2 e riga 4); 

 

3) Infine, mediante la serie di differenze tra le due cumulate, si individua lo scarto massimo (riga 5), 

che risulta uguale a 0,750 (nella classe di colorazione III).  

 

4) Il valore J da confrontare con la tabella è 

J = 0,750 ⋅ 10 ⋅ 12  =  90 

 

5) La tabella sinottica che riporta i valori critici per test ad una coda in piccoli campioni,  

per n1 = 10   e   n2 = 12  

(anche se  è indifferente, perché la tabella dei valori critici è simmetrica) 

come valore massimo riporta 74 alla probabilità α = 0.01.  

 

6) Il valore calcolato (J = 90) è superiore; quindi, la probabilità che la differenza riscontrata sia 

imputabile al caso è P< 0.01. Si rifiuta l’ipotesi nulla, accettando l’ipotesi alternativa che la 

distribuzione dei dati in entrata e in uscita siano statisticamente differenti.  

 

 

ESEMPIO 2. (CAMPIONI PICCOLI)   

Sovente, all’ambientalista si pone il problema di analizzare la distribuzione territoriale di specie 

animali o vegetali, per rispondere al quesito se sono più concentrate o più rare in alcune zone oppure 

se sono distribuite in modo uniforme. Altro quesito importante è se due specie che vivono sullo stesso 
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territorio hanno distribuzione simile o differente, cioè se occupano le stesse aree con la stessa 

frequenza, quando esse abbiano un gradiente di distribuzione. 

Lungo un percorso approssimativamente lineare dalla pianura alla montagna, è stata rilevata la 

presenza degli individui della specie A e della specie B suddividendo il tragitto in 8 zone consecutive. 

Si sono raccolte le osservazioni riportate nella tabella sottostante, con il campione della specie A che 

ha 19 osservazioni e il campione della specie B della quale si sono contati 17 individui. 

 

DISTRIBUZIONE OSSERVATA 
 

 Zone 

 I II III IV V VI VII VIII 

Specie  A 4 5 0 2 0 0 1 7 

Specie  B 1 4 4 6 1 1 0 0 

 

Si può sostenere che le due specie hanno un gradiente di distribuzione differente? 

 

Risposta. E’ un test a 2 code e si dispone di piccoli campioni.  

 

1) Dapprima si calcola la differenza massima tra le due cumulate senza considerare il segno, dopo 

trasformazione delle frequenze assolute in frequenze relative. 

 
 

CALCOLO DELLA DIFFERENZA MASSIMA TRA LE DISTRIBUZIONI CUMULATE 
(in valore assoluto) 

 

 Zone 

 I II III IV V VI VII VIII 

Specie  A   freq. Relativa 0,211 0,263 0,000 0,105 0,000 0,000 0,053 0,368 

Distribuzione cumulata A 0,211 0,474 0,474 0,579 0,579 0,579 0,632 1,000 

Specie   B   freq. Relativa 0,059 0,235 0,235 0,353 0,059 0,059 0,000 0,000 

Distribuzione cumulata B 0,059 0,294 0,529 0,882 0,941 1,000 1,000 1,000 

Differenza  tra cumulate 0,152 0,180 0,055 0,303 0,362 0,421 0,368 0,000 
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2) La differenza massima è D  = 0,421 (nella zona VI) con n1 = 19   e   n2 = 17. 

 

3) Il valore da confrontare con la tabella dei valori critici 

J = D⋅ n1 ⋅ n2 = 0,421 ⋅ 19 ⋅ 17  = 135,98 

 è J = 135,98. 

 

4) Per un test a due code  

 con n1 = 19   e   n2 = 17 alla probabilità α =  0.05 essa riporta 141.  

 

5) Il valore calcolato è inferiore: la probabilità che le differenze siano imputabili al caso è P > 0.05. 

Non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla. 

 

 

ESEMPIO 3 (CAMPIONI GRANDI E CONFRONTO TRA TASSI DI SOPRAVVIVENZA).  

Con un primo esperimento si è voluto valutare l’effetto di un tossico alla concentrazione del 2%, 

immettendo in un acquario 150 dafnie per 10 giorni. Con un altro esperimento, si è valutato l’effetto 

della stessa sostanza alla concentrazione 3% e sono state immesse 200 dafnie.  

 

Nella tabella sottostante, sono riportati i decessi contati ogni giorno nei due differenti esperimenti. 

 

NUMERO OSSERVATO DI DECESSI PER GIORNO 
 

 Giorno I Giorno II Giorno III Giorno IV Giorno V oltre V G. 

Concentr.   2%  22 43 15 18 16 36 

Concentr.   3% 19 39 31 52 59 0 

 

 

Dai due esperimenti di laboratorio è dimostrato che la concentrazione maggiore abbia una letalità 

significativamente maggiore, come appare logico attendersi? 

 

Risposta. E’ un test ad una coda, con due campioni di grandi dimensioni. Occorre verificare se la 

concentrazione al 3% ha una frequenza relativa maggiore nei valori bassi e quindi una frequenza 

relativa minore nei valori alti.  
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1) Si deve calcolare la differenza massima tra le due distribuzione cumulate osservate, dopo 

trasformazione nelle frequenze relative.  

 

FREQUENZE RELATIVE DI DECESSI PER GIORNO 
 

 Giorno I Giorno II Giorno III Giorno IV Giorno V Oltre V 

Concentr.   2% 

Freq. Relativa 

Distr. Cumulata 

 

0,147 

0,147 

 

0,287 

0,434 

 

0,100 

0,534 

 

0,120 

0,654 

 

0,106 

0,760 

 

0,240 

1,000 

Concentr.   3% 

Freq. Relativa 

Distr. Cumulata 

 

0,095 

0,095 

 

0,195 

0,290 

 

0,155 

0,445 

 

0,260 

0,705 

 

0,295 

1,000 

 

0,000 

1,000 

Differenza 0,052 0,144 0,089 -0,051 -0,240 0,000 

 

 

2) Per un test ad una coda, la differenza massima nella direzione dell’ipotesi alternativa è 0,240. La 

sua significatività è stimata dalla distribuzione χ2 con 2 gradi di libertà  

 

χ2(2)   =  4 2 1 2

1 2
⋅

⋅
+

D
n n
n n

 

 

 dove  con  D = -0,240;     n1 = 150;    n2 = 200 

  

χ2(2)  = 4 0 240
150 200
150 200

2⋅
⋅
+

,  = 0,2304
30000

350
 = 19,75 

 

 si ottiene 2
)2(χ  = 19,75.  

 

3) Alla probabilità α = 0.001 il valore critico per 2 gradi di libertà riportato nella tabella sinottica del 

χ2  è uguale a 13,82.  

 

4) Il valore calcolato con i dati dell’esempio è superiore: si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi 

alternativa di una maggiore letalità del tossico alla concentrazione 3%. 
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5) Se il confronto fosse stato tra due tossici diversi A e B per un test a due code, in cui verificare le 

differenze nella distribuzione del numero di cavie decedute per giorno, la stima della significatività 

della differenza massima (uguale a 0,240) avrebbe dovuto essere confrontata,  

-  per la probabilità α = 0.05, con il valore critico ottenuto dalla relazione  

 

1,36⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

  =  1,36⋅
150 200
150 200

+
⋅

  =  0,147 

 che è uguale a 0,147 

-  e alla probabilità α = 0.001 con il valore critico   

 

1,95⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

  =  1,95⋅
150 200
150 200

+
⋅

  =  0,211 

 che è uguale a 0,211.  

Per entrambe le formule,  n1 = 150  e   n2 = 200 osservazioni. 

La differenza massima riscontrata tra le due distribuzioni cumulate sarebbe risultata significativa. 

In un test unilaterale, la differenza è significativa con probabilità P < 0.001 

 

Come accennato in precedenza, il test proposto originariamente da Kolmogorov nel 1933 per un 

campione è stato esteso da Smirnov nel 1939 a due campioni (On the estimation of the discrepancy 

between empirical curves of distribution for two independent samples, pubblicato su Bull. Moscow 

Univ. Intern. Ser. (Math) Vol. 2, pp.3-16), ma sempre per una scala continua.  

A motivo delle sue  applicazioni numerose e importanti, è stato sviluppato anche per gruppi e/o 

variabili discrete da vari autori. Tra essi,  

- W.J. R. Eplett nel 1982 (con The distributions of Smirnov type two-sample rank tests for 

discontinuous distributions functions pubblicato su Journal of the Royal Statistical Society B 

44 pp. 361 – 369),  

- G. P. Steck nel 1969 (con The Smirnov two sample tests as rank tests , in Ann. Math. Statist. 

Vol. 40, pp. 1449 – 1466) 

 

 

PER DATI CONTINUI 

E’ la sua proposta originale. Tra i testi internazionali è riportato in  

- Hollander Myles, Wolfe Douglas A., 1999, Nonparametric Statistical Methods, 2nd ed. John 

Wiley & Sons, New York, 787 pp. 

 

La metodologia può essere illustrata con un esempio. 



 101 
 

 

1) Si supponga di avere rilevato la quantità di una proteina nel sangue di persone affette (A) da una 

malattia e del gruppo di Controllo (C), per valutare se le due distribuzioni di dati differiscono. In varie 

condizioni, la malattia incide sulla media, in altre aumenta sensibilmente la variabilità o la diminuisce 

oppure modifica la forma della distribuzione, accentuandone l’asimmetria, per la presenza di valori 

anomali in funzione della gravità della malattia. 

 

A 0,15 1,20 2,30 3,10 3,21 3,58 3,71 4,03 5,22 7,13 

C 0,94 0,96 0,99 1,65 1,80 1,99 2,22 2,42 2,48 3,45 

 

Quando due distribuzioni sono differenti, non importa per quale parametro, è logico dedurne che la 

causa o fattore che le determina siano differenti. Diventa una indicazione importante per individuarli, 

anche se l’interpretazione e la spiegazione è compito del medico o biologo. 

 

2) Con i valori riportati si costruisce una distribuzione unica: colonna 1 e colonna 2. 

 

(1) (2) (3) (4) (5) 

A C Cum. A Cum. C d  
0,15  0,1 0,0 0,1 

 0,94 0,1 0,1 0,0 
 0,96 0,1 0,2 0,1 
 0,99 0,1 0,3 0,2 

1,20  0,2 0,3 0,1 
 1,65 0,2 0,4 0,2 
 1,80 0,2 0,5 0,3 
 1,99 0,2 0,6 0,4 
 2,22 0,2 0,7 0,5 

2,30  0,3 0,7 0,4 
 2,42 0,3 0,8 0,5 
 2,48 0,3 0,9 0,6 

3,10  0,4 0,9 0,5 
3,21  0,5 0,9 0,4 

 3,45 0,5 1,0 0,5 
3,58  0,6 1,0 0,4 
3,71  0,7 1,0 0,3 
4,03  0,8 1,0 0,2 
5,22  0,9 1,0 0,1 
7,13  1,0 1,0 0,0 
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3) Per ognuna delle due distribuzioni si calcola la cumulata fino a quel punto, con le frequenze relative 

(Per motivi didattici è stata scelta una forma molto semplice; quindi i due campioni hanno 10 dati 

ognuno). 

La colonna 3 rappresenta la cumulata fino a quel dato dei valori continui riportati nella colonna 1. 

La colonna 4 rappresenta la cumulata fino a quel dato dei valori continui riportati nella colonna 2. 

 

4) Si calcolano tutte le differenze tra le due cumulate, come nella colonna 5. 

La differenza massima è in coincidenza dal valore 2,48 e maxd = 0,6 

 

5) Per i valori critici è possibile utilizzare la tabella riportata (anche se esistono proposte molto più 

sofisticate) A questo scopo si calcola J  

J = D⋅ n1 ⋅ n2 = 0,6 ⋅ 10 ⋅ 10  = 60 

 ottenendo J = 135,98. 

 

- Nella tabella, per un test bilaterale, con n1 = 10    e    n2 = 10 sono riportati  

- alla probabilità α = 0.10 quando J ≥ 60,  

- alla probabilità α = 0.05 quando J ≥ 70,  

- alla probabilità α = 0.01 quando J ≥ 80. 

Di conseguenza, il test non risulta significativo, avendo una probabilità P = 0.10 

 

6) Utilizzando la formula per grandi campioni, il valore critico alla probabilità α = 0.05 è ottenuto 

dalla relazione  

 

1,36⋅
n n
n n
1 2

1 2

+
⋅

  =  1,36⋅
1010
1010
⋅
+

  = 1,36 ⋅ 2,0  = 0,608 

 e risulta uguale a 0,608. 

Poiché la differenza massima (0,6) è inferiore al valore critico calcolato, con P > 0.05 non è possibile 

rifiutare l’ipotesi nulla. Ma si potrebbe affermare che è molto vicino al valore critico. In realtà la 

situazione è differente. 

 

Avvertenza importante. Con la probabilità stimata leggermente superiore a 0.05, si sarebbe potuto 

affermare che la risposta è tendenzialmente significativa. Purtroppo è ottenuta con la formula 

approssimata che, come spesso avviene, determina probabilità inferiori alla realtà. Quindi con essa  

aumenta la probabilità di trovare una differenza, quando nella realtà essa non esiste. Tra le due 
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possibilità d’errore (probabilità minore o maggiore del reale) per lo statistico quella è più grave, che 

non dovrebbe mai commettere, in quanto induce ad una scelta errata e afferma una cosa non corretta. 

Usando i computer, che possono avere in memoria tabelle molto complesse, la probabilità fornita 

dovrebbe non avere questi errori di approssimazione asintotica. 

 


