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C A P I T O L O   VIII 

 

METODI NON PARAMETRICI 

PER DUE CAMPIONI DIPENDENTI 

 

 

8.1.   TEST PER 2 CAMPIONI DIPENDENTI O PER DATI APPAIATI 

Per confrontare l’effetto di due trattamenti in esperimenti di laboratorio o valutare se esiste una 

differenza significativa tra due situazioni in natura, è possibile usare i test statistici per due campioni. 

Essi possono essere dipendenti o indipendenti. Le loro caratteristiche distintive sono già state 

presentate ampiamente nel capitolo relativo al test t di Student.  

In rapida sintesi, due gruppi di dati possono essere formati in due modi diversi:  

1) utilizzando gli stessi individui o coppie di individui scelti come simili, misurati in due differenti 

situazioni, per cui ogni dato ha il relativo controllo;  

2) con valori ricavati da individui di due gruppi diversi, per cui il confronto può essere solo 

complessivo.  

La condizione sperimentale migliore per ottenere la potenza massima dal test è quella di 

utilizzare gli stessi soggetti, quindi due campioni dipendenti: si riduce la variabilità e le differenze 

tra i due gruppi sono imputabili più facilmente al fattore in esame.  

Nell’altra condizione assume un peso rilevante il fatto che individui differenti sottoposti allo stesso 

stimolo spesso forniscono risposte molto variabili, che si somma all’effetto di uno stimolo differente. 

La varianza associata diventa grande e la differenza tra le due medie con probabilità maggiore non 

risulta significativa. 

Nessun appaiamento ha variabilità d’errore minore di quello ottenuto per identità dell’oggetto. 

 

Come già visto nel test t di Student, per quanto riguarda la metodologia dell’analisi statistica, con due 

campioni dipendenti si calcolano la differenze tra ogni coppia di dati e per l’inferenza si utilizza la 

serie di queste differenze. 

Ma, a differenza di quanto considerato nel capitolo sul test t di Student, nella ricerca biologica, 

medica, farmacologica, ambientale ed ecologica, queste differenze non sempre possono essere valutate 

con una scala d’intervalli o di rapporti: in varie condizioni è possibile stimare solo il segno o la 

direzione della differenza. E’ tipico di analisi in realtà complesse poter indicare solo se la situazione 

è migliorata o peggiorata, senza poterne fornire una dimensione numerica. 

In altri casi, l’informazione può raggiungere il livello di rango, affermando se la differenza è giudicata 

trascurabile, di livello medio o importante. In altre ancora, la scala è di intervalli o di rapporti, ma la 
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distribuzione dei dati non rispetta le condizioni di validità richieste dalla statistica parametrica. 

Pertanto, si ricorre a test non parametrici. 

 

Per inferenze sulla tendenza centrale di due campioni dipendenti, i test non parametrici più diffusi 

sono quattro: 

- il test di McNemar, 

- il test dei segni, 

- il test T di Wilcoxon,  

- il test di casualizzazione, detto anche test di permutazione.  

Inoltre, per il test dei segni e il test T di Wilcoxon è possibile stimare  

- l’intervallo di confidenza della tendenza centrale, che in questi casi riguarda la mediana 

(confidence interval for the population median) 

 con le stesse modalità illustrate nel capitolo precedente, dedicato ai test per un campione. 

 

Il test di McNemar può essere utilizzato quando le variabili sono espresse in una scala nominale 

binaria. I dati raccolti sono conteggi di risposte positive o negative, espresse in due tempi diversi 

(prima e dopo). Sono riportati in una tabella 2x2, graficamente analoga a quella del χ2, ma da essa 

concettualmente differente. 

Il test dei segni per due campioni dipendenti come metodologia è totalmente simile a quello per un 

campione (presentato nel capitolo precedente), poiché utilizza la serie delle differenze. Si ricorre al 

test dei segni quando per ogni coppia di dati, riferiti allo stesso individuo o caso, è possibile valutare 

solo il segno della differenza, cioè stabilire se la situazione è migliorata o peggiorata. 

Il test T di Wilcoxon permette di verificare la stessa ipotesi del test dei segni, ma con una potenza 

maggiore. Si ricorre ad esso, quando si utilizza una misura con una informazione maggiore della 

precedente; cioè quando per ogni differenza è possibile determinare il rango. 

Si ricorre al test di casualizzazione quando le risposte sono misurate in modo ancor più preciso, con 

una scala d'intervalli o di rapporti. 

 

I tre ultimi metodi (segni, Wilcoxon, casualizzazione) sono del tutto analoghi a quelli già illustrati per 

un campione. Come nel test t di Student, si utilizza la colonna delle differenze (per stimare δ) e 

l’ipotesi è fondata sulla sua significatività rispetto ad un valore atteso (δ0), che spesso è zero. 

H0: δ = δ0 
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8.2. IL TEST DI McNEMAR, CON LA CORREZIONE DI EDWARDS; STIMA DELLA 

POTENZA. 

Il test proposto da Quinn McNemar nel 1947 (con l’articolo Note on the sampling error of the 

difference between correlated proportions or percentages, pubblicato da Psychometrika 12, pp. 153-

157 e ripreso nel volume  Psychological Statistics del 1962, 3rd ed., John Wiley, New York) verifica 

se un campione di individui, sottoposti a due diversi trattamenti oppure allo stesso trattamento in due 

tempi diversi, fornisce risposte statisticamente simili o significativamente differenti. Per l’applicazione 

di questo test, 

- si deve disporre di dati appaiati  e 

- le risposte devono essere nominali binarie.  

 

In vari testi di statistica applicata è chiamato pure test per la significatività dei cambiamenti 

(McNemar test for significance of changes), poiché l'analisi della significatività utilizza solamente le 

risposte che hanno cambiato segno, passando da una situazione all’altra. 

In biologia e medicina, può servire per valutare la condizione di benessere o malessere dello stesso 

gruppo di pazienti prima e dopo un intervento o la somministrazione di un farmaco. Nella ricerca 

ambientale, per una valutazione del gradimento (positivo o negativo) prima e dopo il risanamento o un 

restauro di una zona. In una azienda, serve per valutare le scelte dello stesso gruppo di individui tra 

due prodotti prima e dopo una campagna pubblicitaria oppure l’apprezzamento per una modifica della 

confezione, per una trasformazione del colore o del sapore di un farmaco. 

Il procedimento del test può essere spiegato più facilmente mediante un esempio. 

 

Si supponga che a un gruppo di persone, riuniti per un dibattito, sia stato chiesto individualmente se 

sono favorevoli (+) o contrari (-) all'energia nucleare, annotando la risposta di ognuno all’inizio della 

riunione. Si supponga sempre che, dopo la proiezione di filmati sull’argomento ed una discussione sui 

pericoli e i vantaggi dei diversi modi per produrre energia elettrica, agli stessi individui sia stato 

chiesto di esprimere ancora il loro pensiero (positivo o negativo). 

Le risposte di ogni individuo sono riportate nell’elenco sottostante, che per praticità contiene solo 

quelle di 19 individui (indicati con lettere da A ad U), benché il test, poco potente, richieda campioni 

di dimensioni nettamente superiori.  

 

Di ogni individuo è riportata la posizione (favorevole o contrario) prima e dopo il dibattito. 
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Individui A B C D E F G H I L M N O P Q R S T U 

Prima + + + - - + - - + + + + + - + + - - + 

Dopo - + - - - + + - - + - - - - - + - + - 

 

 

Si tratta di sapere se vi è stato un cambiamento significativo nella convinzione degli intervistati. 

La logica del metodo è semplice e può essere illustrata con alcuni passaggi. 

 

1 - I dati devono essere riportati in una tabella più sintetica dell’elenco precedente, classificando le 

risposte in 4 gruppi, che rappresentano le 4 combinazioni dei 2 segni positivi e dei 2 negativi. 

Con i dati della tabella, i 19 individui del campione possono essere suddivisi in: 

A)  4 persone che prima erano favorevoli (+) e dopo si sono dichiarate ancora favorevoli (+),  

B)  8 persone che prima erano favorevoli (+) e dopo si sono dichiarate contrarie (-), 

C)  2 persone che prima erano contrarie (-) e dopo si sono dichiarate favorevoli (+), 

D)  5 persone che prima erano contrarie (-) e dopo si sono dichiarate ancora contrarie (-). 

 

2 - I risultati devono essere riportati in una tabella 2 x 2, impostata come quella sottostante, nella quale 

è utile calcolare anche i totali: 

 

  DOPO  

  + - Totale 

PRIMA + 4 8 12 

 - 2 5 7 

 Tot. 6 13 19 
 

 

3 - Il test verifica se l’esperimento ha indotto significativi cambiamenti di parere nel campione di 

individui interrogati nei due momenti differenti. Pertanto, si ignorano le persone che sono rimaste 

della stessa opinione, poiché esse non forniscono alcuna informazione sull’effetto del dibattito.  

In modo più specifico, con i dati dell’esempio, si prendono in considerazione solo  

- le 8 persone che da favorevoli (prima +) sono diventate contrarie (dopo -), 

- le 2 persone che da contrarie (prima -) sono divenute favorevoli (dopo +). 
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4 - Chiamando A, B, C e D le osservazioni dei quattro gruppi e N il totale generale 

 

  DOPO  

  + - Totale 

PRIMA + A B --- 

 - C D --- 

 Tot. --- --- N 
 

 

 come nella tabella riportata, con il test si intende verificare se esiste una differenza significativa tra 

- la proporzione pB = 
B
N

 ( nell'esempio 8/19 = 0,421) 

- la proporzione pC = 
C
N

 ( nell'esempio 2/19 = 0,105) 

 in un test bilaterale oppure unilaterale, in funzione della domanda espressa. 

 

5 - Se è vera l'ipotesi nulla bilaterale (H0: il trattamento non determina un mutamento significativo 

nelle frequenze), coloro che hanno cambiato la loro risposta dovrebbero aver scelto a caso. Di 

conseguenza, il numero (e la proporzione) di coloro che sono passati dal segno positivo a quello 

negativo dovrebbe essere equivalente al numero (e alla proporzione) di coloro che hanno 

cambiato nell'altra direzione, dal negativo al positivo. 

 

Per grandi campioni, la metodologia può essere derivata  

- dal test χ2 

- dalla distribuzione Z. 

 

Con il test χ2 utilizzando la formula generale 

 

χ2 = 
( )Osservato Atteso

Atteso
− 2
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 si calcola il numero atteso nell'ipotesi che coloro che dovrebbero passare dal segno positivo (+) a 

quello negativo (-) debbano essere numericamente uguali a coloro che compiono il tragitto opposto. 

Quindi 

2
CBAtteso +

=  

 

Il numero atteso di cambiamenti nelle due caselle è uguale alla media aritmetica dei due gruppi 

presi in considerazione 

La significatività del cambiamento è stimata mediante  un valore d2  che è distribuito come il χ2  con 1 

gdl . 

 Da  

d2 = 
B

B C

B C

C
B C

B C

−
+








+ +
−

+







+
2

2

2

2

2 2

 

 

 si ricava la formula generale abbreviata 

 

d2 = 
( )

CB
CB
+
− 2

 

 

Come impostazione grafica, ad una lettura non attenta, la tabella può apparire identica a quelle di 

contingenza 2x2, utilizzate nel test χ2. La procedura d'analisi inferenziale è parzialmente simile e per 

la significatività del risultato si utilizza la stessa distribuzione dei valori critici; di conseguenza, alcuni 

confondono il test di McNemar con il test χ2 . 

Ma esistono differenze fondamentali: 

- il test χ2  si applica a due campioni indipendenti: la tabella riporta la distribuzione di due 

gruppi diversi e il calcolo dei valori utilizza i quattro dati; 

- il test di McNemar si applica a due campioni dipendenti: la tabella riporta le risposte prima 

e dopo e il calcolo utilizza solamente i 2 valori in cui vi è stato cambiamento del segno. 

 

Rispetto alle dimensioni del campione, permangono le stesse condizioni di validità del  χ2 . 

In campioni di dimensioni medie, è utile la correzione per la continuità analoga a quella di Yates. Per 

questo test, si ricorre alla formula proposta da A. L. Edwards nel 1948, sviluppando i concetti di 

McNemar (vedi l’articolo Note on the “correction for continuity” in testing the significance of the 
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difference between correlated proportions, pubblicato come quello di McNemar su Psychometrika 

13, pp. 185-187). 

 

Dalla formula generale con la correzione per la continuità (-0,5) 

 

d2 = 

2

5,0
2

2

5,0
2

22

CB

CBC

CB

CBB

+








 −
+

−
+

+








 −
+

−
 

 

 è possibile ricavare la formula abbreviata, 

( )
CB

CB
d

+
−−

=
2

2 1
 

 

Per la significatività di d2 si utilizza sempre la distribuzione χ2  con 1 gdl . 

Questa ultima formula, seppure proposta per campioni di dimensioni non grandi, è da ritenere sempre 

valida, poiché in campioni di grandi dimensioni l’effetto della correzione diviene trascurabile. 

 

In campioni grandi, sulla base della corrispondenza tra la distribuzione χ2 e la distribuzione Z,  

Z≅2
)1(χ  

 è possibile utilizzare anche 

Z = 

N
CB

N
CB

es
d

d +

−

=  

dove 

- d  è la differenza tra le proporzioni di pB (con pB = B/N) e pC (con pC = C/N) 

- des  è la sua deviazione standard  

 e la formula abbreviata 

Z = 
CB

CB
+
−

 

 

Con un approccio analogo alla formula generale precedente,  

 in vari testi si trova 

d = 
CB

CB
+
−
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 oppure 

d = 
CB
BC
+
−

 

secondo l’ipotesi (se maggiore la frequenza B oppure la frequenza C), con d distribuito come Z. 

Questo ricorso alla distribuzione Z permette l’uso  

- sia di test bilaterali, come il χ2,  

- sia di test unilaterali, classici della distribuzione Z e della distribuzione t di Student 

 

In un test bilaterale, con ipotesi 

H0: πB = πC          contro          H1: πB ≠ πC 

 si rifiuta l’ipotesi nulla alla probabilità α se d ≥ Zα in una distribuzione bilaterale. 

In un test unilaterale, con 

H0: πB ≥ πC          contro          H1: πB < πC 

 si rifiuta l’ipotesi nulla alla probabilità α se d (negativo) ≤ - Zα nella coda sinistra della distribuzione,  

 mentre con 

 H0: πB ≤ πC          contro          H1: πB > πC 

 si rifiuta l’ipotesi nulla alla probabilità α se d (positivo)  ≥ Zα nella coda destra della distribuzione.  

 

Il test di McNemar ha svariate applicazioni in molti settori della ricerca. Per un’analisi corretta è 

importante impostare correttamente i dati raccolti in una tabella 2 x 2. 

Nella somministrazione di un placebo e di un farmaco allo stesso gruppo di individui, ovviamente in 

due tempi diversi, oppure nella situazione caso-controllo con due campioni naturalmente appaiati, i 

dati possono essere presentati come nella tabella 

 

  Farmaco  

  Migliorato Non migliorato Totale 

Placebo Migliorato A B --- 

 Non migliorato C D --- 

 Totale --- --- N 
 

 

Nella valutazione del gradimento di due prodotti da parte dello stesso campione di individui, le quattro 

possibili risposte possono essere presentate come nella tabella 
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  Prodotto 2  

  Gradito Non gradito Totale 

Prodotto 1 Gradito A B --- 

 Non gradito C D --- 

 Totale --- --- N 
 

 

In coppie, quali marito e moglie, che devono indicare il prodotto preferito, la tabella può diventare 

 

  Moglie  

  Prodotto  1 Prodotto  2 Totale 

Marito Prodotto  1 A B --- 

 Prodotto  2 C D --- 

 Totale --- --- N 
 

 

Utilizzando la distribuzione normale, è relativamente semplice stimare la potenza del test di 

McNemar, con le formule proposte congiuntamente dai tre autori  J. E. Connett, J. A. Smith e R. B. 

McHugh nel 1987 (nell’articolo Sample size and power for pair-matched case-control studies, 

pubblicato su Statist. Med. Vol. 6, pp. 53-59).  

Si perviene alla stima della potenza a posteriori (1 - β) attraverso  

 la stima di β con  

Zβ =
( )

( ) ( )211

11

−⋅−+

+⋅−−⋅⋅

ππ

ππ α

p

ZpN
 

 dove 

- N è il numero totale di coppie di dati (A + B + C + D); 

- p è la proporzione minore tra pB (uguale a B/N)  e pC (uguale a  C/N); 

- π  è la grandezza della differenza che si desidera dimostrare significativa; è espresso come 

rapporto  B / C  oppure l’opposto C / B quando C è maggiore, poiché esso deve essere sempre 

maggiore di 1; 
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- Zα è il valore della normale standardizzata alla probabilità α prescelta; può essere bilaterale 

oppure unilaterale, in funzione dell’ipotesi alternativa espressa; 

- Zβ è il valore della normale standardizzata in una distribuzione unilaterale; da essa si perviene 

alla probabilità β, cioè la probabilità di commettere un errore di II Tipo. 

 

Utilizzando le informazioni raccolte in un test preliminare o studio pilota, ovviamente di piccole 

dimensioni date le sue finalità, per ottenere un test di McNemar significativo, alla potenza desiderata è 

possibile 

- la stima delle dimensioni minime del campione (N) o potenza a priori,  

mediante 

N = 
( ) ( )
( )2

2
2

1

111

−⋅




 −⋅−+++

π

πππ βα

p

pZZ
 

 

 con la medesima simbologia utilizzata in precedenza. 

 

ESEMPIO 1  (su un test unilaterale). Ad un gruppo di persone residenti in un centro storico, con un 

referendum nominativo è stato chiesto se erano favorevoli o contrari alla istituzione dell’isola 

pedonale, con forti limitazioni al traffico di autoveicoli: 119 si sono dichiarati favorevoli e 100 

contrari.  

A distanza di alcuni mesi, agli stessi individui è stata posta nuovamente la stessa domanda: 158 si sono 

dichiarati favorevoli e 61 contrari.  

Una verifica individuale e nominativa dei voti assegnati prima e dopo l’evento fornisce la 

distribuzione riportata nella tabella seguente, dove con + si indicano i favorevoli e con - i contrari 

 

 +      DOPO      - Totale 

                 + A   84 B   35 119 

PRIMA     - C   74 D   26 100 

Totale 158 61 N   219 

 

Si è avuto un mutamento significativo nell’opinione dei residenti interrogati? 

 

Risposta. 
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E’ un test ad una coda, poiché si vuole verificare se la proporzione di coloro che hanno cambiato 

parere a favore (+) del provvedimento (pC = 74/219 = 0,338) sono significativamente più numerosi di 

quelli che lo hanno modificato (-) in senso contrario (pB = 35/219 = 0,160). 

In modo più formale, si intende verificare  

H0: πC ≤ πB          contro          H1: πC > πB 

 

Utilizzando 

d = 
CB
BC
+
−

 

 si ottiene 

d = 73,3
44,10

39
7435

3574
==

+
−

 

 

 un valore d = 3,73 che, nella distribuzione normale unilaterale, corrisponde a  

- una probabilità α < 0.001.  

Di conseguenza, si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta l'ipotesi alternativa (H1): il cambiamento è stato 

significativo.  

Il numero di coloro che hanno cambiato opinione da contrari a favorevoli (74) è significativamente 

maggiore di quello che sono da favorevoli sono diventati contrari (35). 

 

ESEMPIO 2  (su un test bilaterale). In esperimento di tossicologia con 85 cavie, è stato confrontato 
l’effetto di due conservanti, somministrati alternativamente per un mese nel cibo, con i seguenti 
risultati 

 

  Conservante  A  

  Tollerato Non tollerato Totale 

Conservante  B Tollerato A   28 B   12 --- 

 Non tollerato C   20 D   25 --- 

 Totale --- --- N   85 
 

Esiste una differenza significativa  nella non tolleranza tra i due conservanti? 
 

Risposta 

E’ un test bilaterale, con 
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H0: πB = πC          contro          H1: πB ≠ πC 

Utilizzando 
( )

CB
CB

d
+
−−

=
2

2 1
 

 si ottiene 
( )

53,1
32
49

2012
12012 2

2 ==
+

−−
=d  

 un valore d2 = 1,53. 
Nella distribuzione χ2 al valore di 1,53 corrisponde una probabilità α compresa tra 0.25 (il cui valore 
critico è 1,323) e 0.10 (il cui valore critico è 2,706). 
Utilizzando la formula 

d = 
CB

CB
+
−

 

 si ottiene 

d = 41,1
657,5

8
2012

2012
−=

−
=

+
−

 

 un valore d = -1,41.  
Nella distribuzione normale bilaterale, ad esso corrisponde una probabilità α = 0,1586. E’ un valore 
che non corrisponde esattamente al doppio di quella stimata con l’altra formula, a causa della 
correzione di Edwards ad essa applicata. 
Comunque è una probabilità alta e non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla. 
Può essere utile chiedersi  
- quale è la potenza di questo test e  
- quanti dati servirebbero affinché esso risulti significativo. 
 
ESEMPIO 3 (sulla potenza di un test). Nell’esempio precedente, quale è la potenza del test, se si vuole 
verificare la significatività di un rapporto tra la frequenza di C  e quella di B pari a π =2?  
 
Risposta. Con la formula 

Zβ =
( )

( ) ( )211

11

−⋅−+

+⋅−−⋅⋅

ππ

ππ α

p

ZpN
 

 dove 

- N = 85 

- p = 0,141 poiché è la proporzione minore tra PB = 12/85 = 0,141  e  PC = 20/85 = 0,235 

- π = 2  è il rapporto tra B e C che si intende dimostrare significativo 

- Zα che per α  = 0.05 bilaterale è uguale a 1,96 

 si ottiene 
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Zβ =
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )141,13
732,196,11375,022,9

12141,012

1219612141,085
2 ⋅−

⋅−⋅⋅
=

−⋅−+

+⋅−−⋅⋅
 

 

Zβ = 037,0
69,1

0628,0
859,2

3947,34575,3
==

−
 

 

 un valore di Zβ = 0,04 (arrotondato alla seconda cifra decimale per usare la tabella Z). In una 

distribuzione unilaterale, nella coda destra della distribuzione ad esso corrisponde una probabilità β = 

0,484; di conseguenza la potenza del test è 1-β = 0,516. La probabilità che il test risultasse 

significativo, benché la differenza esista, era solo del 51,5%. 

 
ESEMPIO 4 (sul numero necessario affinché il test risulti significativo). Utilizzando gli stessi dati 
dell’esempio 2, non risultato significativo, quanti dati è necessario raccogliere per rifiutare l’ipotesi 
nulla con una potenza del 90% in un test in cui π = 2  e  α = 0.05 bilaterale? 
 
Risposta. Con la formula 

N = 
( ) ( )
( )2

2
2

1

111

−⋅




 −⋅−+++

π

πππ βα

p

pZZ
 

 dove  

- p = 0,141 poiché nello studio pilota (sempre necessario per questa stima) è la proporzione minore 

tra PB = 12/85 = 0,141  e  PC = 20/85 = 0,235 

- π = 2  è il rapporto tra B e C che si intende dimostrare significativo 

- Zα che per α  = 0.05 bilaterale è uguale a 1,96 

- Zβ  che per β  = 0.10 unilaterale è uguale a 1,282 

 si ottiene 

 

N = 
( ) ( )
( )

( ) ( )[ ]
141,0

859,2282,1732,196,1
12141,0

12141,012282,11296,1 2

2

2
2

⋅+⋅
=

−⋅




 −⋅−+++

 

 

N = 
( ) 4,219

141,0
94,30

141,0
1677,23947,3 2

==
+

 

 una stima di N = 219,4. 
Servono almeno 220 coppie di dati. 
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Come il χ2 può essere esteso da tabelle 2 x 2 a tabelle m x n passando da risposte di tipo binario a 

risposte che considerano più modalità, anche il test di McNemar può essere esteso  

- al caso di risposte a tre vie (come: favorevole, incerto, contrario), 

- a più vie (come: molto favorevole, favorevole, incerto, contrario, molto contrario), 

 ovviamente sempre in tabelle quadrate  

Questo test è chiamato estensione del test di McNemar o test di Bowker ed è presentato nel capitolo 

relativo a k campioni. 

 

 

8.3.  INTERVALLO DI CONFIDENZA DELLA DIFFERENZA TRA LE PROPORZIONI DI 

DUE CAMPIONI DIPENDENTI. 

Secondo vari ricercatori, quando si confrontano due medie o due proporzioni, l’intervallo di 

confidenza della differenza è da preferire al test di significatività, in quanto fornisce una informazione 

maggiore. Anche nel caso di tabelle di McNemar è possibile stimare l’intervallo di confidenza della 

differenza tra le due proporzioni. 

Nell’esempio già utilizzato nel paragrafo precedente 

 

 

 +      DOPO      - Totale 

                 + A   84 B   35 119 

PRIMA     - C   74 D   26 100 

Totale 158 61 N   219 

 

 si evidenzia che  

- la proporzione di persone favorevoli (+) prima dell’intervento era  

pprima = 119/219 = 0,543 

 

- la proporzione di persone favorevoli (+) dopo l’intervento era  

pdopo = 158/219 = 0,543 = 0,721 

Nel campione, il consenso è quindi aumentato di  una proporzione  p = 0,178 (0,721 – 0,543). 

 

E’ il risultato che si ottiene anche dalla differenza tra le 219 persone intervistate che erano favorevoli 

dopo (158/219) e quante erano favorevoli prima (119/219). 
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Individui Prima Dopo 
1 + - 
2 - + 
3 + + 
-- … … 
… … … 

219 Totale +  119 Totale +  158 
 

Trattandosi di un campione sufficientemente grande, con la distribuzione normale è possibile calcolare 

l’intervallo di confidenza della differenza tra le due proporzioni, mediante 

psZp ⋅±= 2/απ  

 

Rispetto ai metodi illustrati nel capitolo IV per la differenza tra due proporzioni, in questo caso la 

stima della deviazione standard (sp, che in realtà è un errore standard poiché p è una media) è 

differente perché si tratta di due campioni dipendenti. 

Tra i testi internazionali a maggior diffusione, la formula da utilizzare è proposta da Alan Agresti e 

Barbara Finlay nel loro volume del 1999 (Statistical Methods for the Social Sciences ,3rd edition,  

Prentice Hall, Upper Saddle River, New Jersey).  

Dopo aver calcolato le proporzioni sul totale, come riportato nella tabella, 

 

 

 +      DOPO      - Totale 

                 + 
11p = 0,383 12p = 0,160 1p = 0,543 

PRIMA     - 
21p = 0,338 22p = 0,119 --- 

Totale 
2p  = 0,721 --- N = 219 

 

 

 si stima la varianza ( 2
ps ) della differenza ( p = 2p - 1p ) 

 attraverso 

( ) ( ) ( )
N

ppppppppsp
2112221122112 211 ⋅−⋅−−⋅+−⋅

=  

 

Con i dati dell’esempio, dove  

- 1p  = 119 / 219 = 0,543      2p  = 158 / 219 = 0,721        N = 219 

- 11p = 84/219 = 0,383    12p = 35/219 = 0,160    21p = 74/219 = 0,338    =22p  26/219 = 0,119 



 16

 si ottiene 

( ) ( ) ( )
219

338,0160,0119,0383,02721,01721,0543,01543,02 ⋅−⋅−−⋅+−⋅
=ps  

 

( ) 00212,0
219
465,0

219
008,0201,0248,02 ==

−−+
=ps     

 

Successivamente,  si stima l’intervallo di confidenza alla probabilità α = 0.05,  

 mediante 

psZp ⋅±= 2/απ  

 con  

p = 0,170        Z = 1,96      046,000212,0 ==ps  

 ottenendo 

09,017,0046,096,117,0 ±=⋅±=π  

 come limiti 0,17 ±0,09 cioè 0,08 come limite inferiore e 0,26 come limite superiore. 

 

 

8.4.   IL TEST DEI SEGNI CON STIMA DELLA POTENZA A PRIORI 

Quando non è possibile valutare la differenza esistente tra coppie di dati con una misura quantitativa, 

ma solo stabilire la direzione della differenza, si può utilizzare il test dei segni (sign test, Fisher’s 

sign test), per verificare se la tendenza centrale “dopo” è uguale oppure significativamente diversa da 

quella “prima”.  

L'unico postulato (o condizione di validità) richiesto è che il fenomeno analizzato abbia una 

distribuzione continua, per cui è quasi sempre possibile stabilire il segno della differenza tra le 

misure appaiate dei due campioni dipendenti. Come nel test dei segni per un campione, le differenze 

uguali a zero non danno informazioni; quindi sono ignorate nell’elaborazione dei dati e dal conteggio 

delle dimensioni del campione. 

 

Se è vera l'ipotesi nulla H0  

H0: δ = 0 

(il trattamento non determina effetti sistematici e le differenze tra le coppie di risposte pertanto sono 

casuali),  

il numero di miglioramenti (+) dovrebbe essere uguale al numero di peggioramenti (-).  

Il numero di segni + e quello di segni – (da cui il nome “test dei segni”) dovrebbero equivalersi.  

Indicando con X1 il segno positivo e con X2 il segno negativo, tale concetto è espresso dalla relazione 
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P(X  >  X ) =  P(X  <  X ) =  1
21 2 1 2  

 

La procedura più diffusa, che semplifica e abbrevia i calcoli, richiede di contare sia i segni positivi che 

negativi e di utilizzare il numero minore.  

Il problema di verificare la significatività della differenza assume quindi la seguente forma statistica:  

- se è vera H0, la frequenza del segno più raro tende al valore medio (N/2);  

- se è vera H1, la frequenza del segno più raro tende a 0. 

Come nel test t per dati appaiati, il test dei segni può essere sia unilaterale che bilaterale, in 

dipendenza dell'ipotesi H1 sulla maggioranza di segni positivi o negativi oppure su una semplice loro 

differenza numerica. 

 

Nel caso di piccoli campioni, la distribuzione delle probabilità è determinata mediante la 

distribuzione binomiale 
x-Nxx

N q p C = P   

 dove: 

- p = q = 
2
1

; 

- N = numero di coppie di dati o di segni; 

- x = frequenza del segno più raro. 

 

La distribuzione binomiale è una distribuzione discreta, che in questo caso fornisce la probabilità 

esatta di ottenere un dato numero (X) di segni più e di segni meno, nell’ipotesi che essi abbiano la 

stessa probabilità (1/2) di comparire. Per l'inferenza, occorre sommare la probabilità di ottenere la 

risposta osservata con quelle delle eventuali risposte più estreme (il segno più raro diminuisce 

progressivamente di una unità dal valore osservato fino a 0). 

 

Per grandi campioni, in pratica per un numero di osservazioni (N) superiore a 20 o a 25 (il numero 

massimo riportato nelle tabelle per piccoli campioni nei vari testi non è sempre uguale) si ricorre alla 

distribuzione normale 

x

xXZ
σ
µ−

=  

dove 

 X    è il numero di segni con frequenza minore, 

µx   è la media attesa ed è uguale a  



 18

2
N = Np = xµ  

 

σx   è la deviazione standard, calcolata come 

NqpNx 2
1

=⋅⋅=σ  

 

Trattandosi di conteggi e quindi di una variabile discreta, si introduce una correzione per la continuità: 

si aumenta di 0,5 il valore osservato (quindi si diminuisce di 0,5 la differenza tra il numero minore 

osservato e la media attesa) 

( )
x

xXZ
σ

µ−+
=

5,0
 

 

La formula di calcolo abbreviata, di uso abituale per semplificare i calcoli,  

 diventa 

N
NXZ −+

=
12

 

 ricordando che  

- N è il numero di dati utili, 

- X è la frequenza del segno più raro. 

 

ESEMPIO 1.   Dopo un anno di interventi per il risanamento ambientale di 12 laghi, si sono misurati 

alcuni parametri chimici e biologici che hanno permesso una valutazione complessiva: in 9 casi la 

situazione è migliorata, in 2 risulta peggiorata e in 1 caso non sembra mutata.  

E' possibile sostenere che la situazione generale è migliorata in modo statisticamente significativo? 

 

Risposta. 

Si tratta di un test ad una coda (H0: δ ≥ 0;   H1: δ < 0), ricordando che l’ipotesi è sulla mediana delle 

differenze. 

Escludendo il caso in cui non si è avuto un cambiamento (in quanto privo d’informazione), si tratta di 

sapere se   9+   e   2-  possono essere ritenuti una variazione casuale di  5,5+  e altrettanti -, oppure se 

la differenza deve essere ritenuta non casuale. 

Per N uguale a 11  

con p e q uguali a 1/2,  

- la probabilità di avere 2 volte il segno - (P(2)), deve essere cumulata con  

- la probabilità di averlo 1 volta (P(1)) sola  e  
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- quella di averlo 0 volte (P(0)) 

P(2) =  C11
2 2 90 5 0 5⋅ ⋅, ,  

P(1) =  C11
1 1 100 5 0 5⋅ ⋅, ,   

P(0) =  C11
0 0 110 5 0 5⋅ ⋅, ,   

 

La somma delle 3 probabilità (P(2) + P(1) + P(0)) risulta uguale a 0.033.  

 

La tabella delle probabilità cumulate della distribuzione binomiale con p = q = ½  (già riportata 

nel caso di un campione) fornisce la risposta per N = 11 e r = 2, evitando i calcoli (P(2) = 0.033). 

La probabilità complessiva di ottenere la risposta osservata e quelle più estreme nella stessa direzione 

risulta bassa, inferiore a 0.05.  

Si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta l'ipotesi alternativa: la situazione è migliorata in modo 

statisticamente significativo. 

 

 

ESEMPIO 2.  Per una ricerca sull’equilibrio tra due specie è stato calcolato il rapporto numerico tra la 

specie A e la specie B in 10 località. Dopo un anno, è stato ripetuto il campionamento. La tabella 

seguente riporta il rapporto tra le due specie nel primo e nel secondo campionamento, effettuati nelle 

stesse 10 località. 

 

Località A B C D E F G H I L 

Primo  Campionamento 1,1 1,7 1,3 1,3 0,8 1,2 1,0 1,3 0,9 1,2 

Secondo Campionamento 0,9 1,2 1,3 0,9 1,3 0,7 0,8 0,5 0,5 0,9 

 

Si può sostenere che il rapporto tra le due specie sia variato? 

 

Risposta. Tassi, percentuali e rapporti rendono il valore indipendente dalle dimensioni del campione 

ed agevolano il confronto tra i risultati ottenuti su campioni che possono avere dimensioni anche 

molto differenti. Ma per i test parametrici questa caratteristica rappresenta un limite: quando sono 

ottenuti su campioni di numerosità molto differente, tassi, percentuali e rapporti hanno 

un’attendibilità ed un campo di variazione sensibilmente diversi.  

In termini più semplici, per ricorrere ad un esempio, 3/4 e 15/20 pure fornendo lo stesso valore quando 

sono trasformati in tassi, percentuali o rapporti non possono essere direttamente confrontati, poiché la 

loro varianza è significativamente differente (vedi varianza delle percentuali e loro trasformazioni per 

rendere le varianze omogenee). 
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Il confronto tra le due serie di valori fornisce quindi per ogni località un’informazione limitata al 

segno dell’incremento, per cui è appropriato l’uso del test dei segni. 

 

Con i dati dell’esempio,  

1 - il primo passo è il calcolo delle differenze, tradotte in segni 

 

 

Località A B C D E F G H I L 

Primo 1,1 1,7 1,3 1,3 0,8 1,2 1,0 1,3 0,9 1,2 

Secondo 0,9 1,2 1,3 0,9 1,3 0,7 0,8 0,5 0,5 0,9 

Differenza + + = + - + + + + + 

 

 

I dieci campioni determinano 8 differenze positive, 1 negativa e una differenza nulla.  

 

2 - L’ipotesi da verificare, riferita alla mediana, è bilaterale: 

H0: δ = 0 ;       H1: δ ≠ 0  

 

Si trascura la differenza nulla, poiché ininfluente sulla possibile variazione complessiva; si deve 

stimare la probabilità totale di trovare 1 valore negativo P(1) e 0 valori negativi P(0) (che rappresenta 

l’unica risposta più estrema) su 9 dati. 

 

3 - Il campione è di piccole dimensioni e quindi si deve ricorrere alla distribuzione binomiale: 

 

P(1) = C9
1 1 80 5 0 5⋅ ⋅, ,     9 ⋅ 0,001953 = 0,017578 

P(0) = C9
0 0 90 5 0 5⋅ ⋅, ,  =    1 ⋅ 0,001953 = 0,001953 

 con 

P(1) + P(0) = 0,017578 + 0,001953 = 0,01953 

 

 che fornisce una probabilità complessiva in una coda della distribuzione (P(1) + P(0)) = 0.01953.  

Trattandosi di un test bilaterale, la probabilità calcolata deve essere raddoppiata: P = 0.039062. 

E’ una probabilità inferiore a 0.05. Si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi alternativa. 

Le due specie hanno modificato i loro rapporti numerici in modo significativo. 

Invece di procedere ai calcoli, è più rapido utilizzare la tabella delle probabilità cumulate. 
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Come riportato nella pagina successiva, per N = 9  e  r = 1 fornisce una probabilità uguale a 0,020 in 

una coda della distribuzione (è un arrotondamento del 0,01953 prima stimato). 

 

ESEMPIO 3.  Su 80 coppie di osservazioni, rilevate prima e dopo il trattamento, 5 non hanno mostrato 

differenze, 44 evidenziano un miglioramento e 31 un peggioramento.  

Si può affermare che la situazione è migliorata in modo significativo? 

 

Risposta.  E’ un grande campione, per cui si ricorre alla distribuzione normale. 

Si tratta di un test ad una coda, con  

- X = 31 (il segno meno frequente) e  

- N = 75 (44+31) da cui : 

Z = 
( )( ) 39,1

75
751312

−=
−+⋅

 

 

Ad un valore di Z uguale a 1,39 in un test a una coda, nella tavola della distribuzione normale 

corrisponde una probabilità pari a 0.0823 o 8,23%.  

E' una probabilità superiore al valore critico di  α = 0.05 per cui non si è nelle condizioni di rifiutare 

l'ipotesi nulla. 
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PROBABILITA’  CUMULATE  DELLA  DISTRIBUZIONE  BINOMIALE 

 
rNrr

N qpC −⋅⋅  
 
 
 N = numero di osservazioni 
 r = numero minore tra segni positivi e negativi 
 
 

N 
 

R 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0 0.016 0.008 0.004 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1 0.109 0.062 0.035 0.020 0.011 0.006 0.003 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

2 0.344 0.227 0.144 0.090 0.055 0.033 0.019 0.011 0.006 0.004 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000

3 0.656 0.500 0.363 0.254 0.172 0.113 0.073 0.046 0.029 0.018 0.011 0.006 0.004 0.002 0.001

4 0.891 0.773 0.637 0.500 0.377 0.274 0.194 0.133 0.090 0.059 0.038 0.024 0.015 0.010 0.006

5 0.984 0.938 0.856 0.746 0.623 0.500 0.387 0.291 0.212 0.151 0.105 0.072 0.048 0.032 0.021

6 1.00 0.992 0.965 0.910 0.828 0.726 0.613 0.500 0.395 0.304 0.227 0.166 0.119 0.084 0.058

7  1.00 0.998 0.980 0.945 0.887 0.806 0.710 0.605 0.500 0.402 0.314 0.240 0.180 0.132

8   1.00 0.996 0.989 0.967 0.927 0.867 0.788 0.696 0.598 0.500 0.407 0.324 0.252

9    1.00 0.999 0.994 0.981 0.954 0.910 0.849 0.773 0.686 0.593 0.500 0.412

10     1.00 0.999 0.997 0.989 0.971 0.941 0.895 0.834 0.760 0.676 0.588

11      1.00 1.00 0.998 0.994 0.982 0.962 0.928 0.881 0.820 0.748

12       1.00 1.00 0.999 0.996 0.989 0.976 0.952 0.916 0.868

13        1.00 1.00 1.00 0.998 0.994 0.985 0.968 0.942

14         1.00 1.00 1.00 0.999 0.996 0.990 0.979

15          1.00 1.00 1.00 0.999 0.998 0.994

16           1.00 1.00 1.00 1.00 0.999

17            1.00 1.00 1.00 1.00 

18             1.00 1.00 1.00 

19              1.00 1.00 

20               1.00 
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La stima della potenza a priori del test dei segni per un campione e quella per due campioni 

dipendenti utilizzano lo stesso metodo, fondato sulla potenza della distribuzione binomiale, già 

trattata in altra parte del corso. Ma esistono anche proposte approssimate, che permettono calcoli 

rapidi. 

Un metodo semplice, specifico per il test dei segni, è quello approssimato proposto da Gottfried E. 

Noether nel 1987 (vedi Sample Size Determination for Some Common Nonparametric Test, 

pubblicato su Journal of the American Statistical Association, Vol. 82, pp. 645-647). 

Nel test dei segni,  

- la media attesa è µ = Np e in particolare µ0 = N/2 

- la varianza è σ2 = Np(1-p) e in particolare 4/2
0 N=σ , che rappresenta anche la varianza 

maggiore e quindi scelta più cautelativa. 

Di conseguenza, la dimensione minima (N) richiesta è 

 

N = 
( )
( )2

2

5,04 −⋅

+

p
ZZ βα  

Sorge un problema per valutare il numero N nel caso dell’ipotesi alternativa, quando la sua 

proporzione p è ignota e diversa da 0,5. Una soluzione semplice, già trattata, è fondata sulla stima del  

- valore di odds ratio (r) 

NegativiSegni
PositiviSegni

p
pr

⋅
⋅

=
−

=
1

 

Il valore associato di p, per ritornare ad esso a partire da r,  è 

r
rp
+

=
1

 

Ad esempio,  se p = 0,6 si ha 1-p = 04   e   quindi  r = 0,6 / 0,4 = 1,5; 

 si ritorna al valore di p attraverso la relazione p = 1,5/1+1,5 = 1,5/2,5 = 0,6 

 

Una seconda stima semplice di N (Nρ), sempre di Noether, che fornisce una quantità leggermente 

inferiore a quella del metodo precedente, utilizza una correzione ρ (rho, graficamente molto simile a p, 

pi latino, che indica la proporzione) data da 

 

( )pp −⋅= 12ρ  

Quindi si stima Nρ con 

Nρ = 
( )

( )2
2

5,04 −⋅

⋅+

p
ZZ βα ρ
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Nell’artico di Noether sono elencate altre proposte, che tengono in considerazione il valore di α, 

quello di β e la trasformazione della proporzione in arcseno. Le stime di N sono vicine alle due 

precedenti e cadono entro questi valori. 

L’articolo riporta alcune stime, utili anche per una verifica del metodo mediante esempi. Per α e β  

entrambi unilaterali e uguali a 0.10 (quindi senza rispettare il rapporto di 1 a 4 suggerito da altri autori) 

sono 

 

r  p  N Nρ N/Nρ 

1,5 0,60 164,4 161, 0 1,02 

2 2/3 59,2 55,8 1,06 

3 0,75 26,3 22,9 1,15 

 

ESEMPIO. Con  

- α = 0.10 in un test unilaterale e quindi Zα = 1,282 (per la stima più precisa possibile) 

- β = 0.10 (sempre unilaterale) e quindi Zβ = 1,282  

per valutare se una proporzione p = 0,6 di segni positivi (non cambia nulla se fossero stati considerati 

quelli negativi) sia significativa, di quanti (N) segni occorre complessivamente disporre? 

 

Risposta.  Utilizzando 

N = 
( )
( )2

2

5,04 −⋅

+

p
ZZ βα  = 

( )
( )

35,164
04,0

564,2
5,06,04

282,1282,1 2

2

2

==
−⋅
+

 

 si ottiene N = 164,35. 

 

Utilizzando 

Nρ = 
( )

( )2
2

5,04 −⋅

⋅+

p
ZZ βα ρ

  

 dopo aver calcolato 

( ) 9798,04,06,0212 =⋅⋅=−⋅⋅= ppρ  

 si ottiene 

( )
( )

03,161
04,0

538,2
5,06,04

282,19798,0282,1 2

2

2

==
−⋅

⋅+
=ρN  

Nρ = 161,03. Sono valori identici a quelli riportati nella tabella. 
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8.5.  IL TEST T DI WILCOXON O TEST DEI SEGNI PER RANGHI, CON STIMA DELLA 

POTENZA. 

 

Il test dei segni utilizza solo una parte minima delle informazioni contenute nei valori numerici. Ad 

esempio, non considera se i segni meno numerosi sono riferiti alle differenze maggiori o a quelle 

minori. Il test T (a volte indicato con W) di F. Wilcoxon per due campioni dipendenti (Wilcoxon 

paired-sample test) si giova anche dell’informazione relativa al rango ed attribuisce un peso maggiore 

alle differenze più grandi.  

 

Principi e metodi sono identici a quelli del test di Wilcoxon della somma dei ranghi con segno, già 

applicati nel caso di un campione e derivati dall’articolo del 1945 (vedi Individual comparisons by 

ranking methods, pubblicato su Biometrics Bulletin (diventato poi semplicemente Biometrics) Vol. 

1, pp. 80-83). Il metodo è stato successivamente divulgato nel 1964 dall’autore F. Wilcoxon e da R. 

A. Wilcox con il volume Some Rapid Approximate Statistical Procedures (edito da Lederle 

Laboratories, Pearl River, New York. 59 p.). 

Il test compare ormai nelle librerie informatiche a maggiore diffusione, per l’uso ampio che ne è fatto 

nella statistica applicata, a causa della sua alta potenza (0.955 rispetto al test t quando la distribuzione 

dei dati è normale) e della generalità dei casi in cui può essere applicato. La presentazione della 

metodologia e le tavole dei valori critici per piccoli campioni sono riportati anche nel testo di statistica 

non parametrica  del 1975 di E. L. Lehmann (vedi Nonparametrics: Statistical Methods Based on 

Ranks, San Francisco, Holden Day). 

 

Anche in questo caso, il test è più facilmente spiegato ricorrendo ad un'applicazione. 

Si supponga di voler verificare se esistono differenze significative nei livelli mediani d’inquinamento 

tra due giorni (chiamati convenzionalmente X e Y), con caratteristiche meteorologiche nettamente 

differenti, tenendo in considerazione la variabilità presente tra ore.  

A questo scopo, dalle ore 6 alle ore 20 e ogni 60 minuti, nella stessa zona di una città è stato rilevato il 

tasso di inquinamento atmosferico. I dati sono stati riportati nella tabella precedente (prime tre 

colonne): 
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Ora Giorno X Giorno Y Diff.(X-Y)  Rango 
 6 120  140 - 20 - 3,5 
 7 145 160 - 15 - 2 
 8 305 295 + 10 +1 
 9 200 230 - 30  - 7 
10 160  200 - 40 -10 
11 135  185 - 50 -12 
12 170 150 +20 +3,5 
13 285 515 -230 -14 
14 290 220 + 70 +13 
15 200 225 - 25 -5 
16 150 180 - 30 -7 
17 160 190 - 30 -7 
18 115  115  0   ---- 
19 105 140  - 35  - 9 
20 105 150 - 45 -11 

 

 

Per rispondere al problema dopo aver definito che si tratta di 

- un test con ipotesi nulla 

H0 : δ mediana = 0 

- e ipotesi alternativa bilaterale 

H1 : δ mediana ≠ 0 

 la metodologia richiede vari passaggi. 

 

1 - Calcolare la colonna delle differenze con il loro segno: d = X - Y (riportate in grassetto nella 

quarta colonna della tabella precedente). 

 

2 - Eliminare dall’analisi le differenze nulle; la numerosità del campione sarà proporzionalmente 

ridotta (nell'esempio si elimina l’osservazione delle ore 18, poiché la differenza è uguale a 0; di 

conseguenza, il numero di osservazioni da 15, N diventa 14, come si rileva nella quinta colonna). 

 

3 - Trasformare le differenze, considerate in valore assoluto, nel loro rango. Nel caso di due o più 

dati uguali, assegnare lo stesso valore, calcolato come media dei ranghi.  

Nell'esempio sono presenti due differenze (X-Y) uguali in valore assoluto (+20 e -20), che occupano la 

3a e la 4a posizione: per entrambe il rango è 3,5  dato da (3 + 4) / 2. 

Vi sono altre tre differenze tra loro uguali (-30), che occupano la posizione 6a, 7a e 8a: ad ognuna è 

assegnato rango 7, dato da (6 + 7 + 8) / 3. 

Come dimostrato nel capitolo precedente, le misure ripetute (ties) hanno effetti trascurabili sul valore 

di T e quindi sulla stima della probabilità ad esso associata. 
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4 - Attribuire ad ogni rango il segno della differenza corrispondente (si ottengono i valori in 

grassetto della quinta colonna, sempre della tabella precedente). 

 

5 - Sommare i ranghi con lo stesso segno.   

La somma dei ranghi positivi è  

1 + 3,5 + 13 = 17,5 

 

 mentre la somma dei ranghi negativi è 

-3,5  –2  –7  -10  -12  –14  –5  –7 –7 – 9  -11 = 87,5 

 

6 - Scegliere il totale minore: è il valore di T.  

Nell'esempio, T è dato dai ranghi con segno positivo: 

T = 1+ 3,5 +13 = 17,5. 
 

Per non commettere errori nei calcoli è utile ricordare, che la somma di N ranghi è uguale a  

N (N+1)/2 
 

Con i 14 dati dell’esempio (poiché una differenza è stata eliminata in quanto uguale a 0) 

 la somma dei valori positivi (17,5) e di quelli negativi (78,5)  

17,5 + 87,5 = 105 

 deve essere uguale a  

(14 x 15) / 2 = 105 

 

7 - Secondo l'ipotesi nulla H0 , la differenza tra le due serie di osservazioni appaiate dovrebbe essere 

uguale a zero. Di conseguenza, nella colonna delle differenze la somma dei ranghi con segno positivo 

e la somma dei ranghi con segno negativo dovrebbero essere uguali. Perciò il totale minore dovrebbe 

tendere ad un valore medio atteso µT determinato da N, il numero di differenze o ranghi, secondo la 

relazione 

( )
4

1+⋅
=

NN
Tµ  

 

Con i dati dell'esempio,  

µT =
⋅

=
14 15

4
52 5,  

 il valore atteso della somma minore tra segni positivi e negativi dovrebbe tendere a 52,5. 
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8 - La significatività della differenza tra le due serie di dati appaiati è tradotta nella 

significatività della differenza tra T e µT; nell'esempio tra 17,5 e 52,5. 

 

 

Per piccoli campioni (N ≤ 25), la significatività è fornita da tavole che riportano i valori critici di T in 

rapporto alla numerosità  del campione. 

A questo scopo è possibile utilizzare una delle tabelle già presentate per un campione. 

Altri testi riportano i valori critici in modo leggermente diverso, come nella pagina successiva che 

fornisce i valori massimi accettabili di T ai vari livelli di significatività, secondo la dimensione N del 

campione delle differenze. 

 

La mediana della differenza è significativa alla probabilità α prescelta, quando il valore di T è 

uguale o inferiore a quello riportato nella tabella. 

Per N = 14  e  α = 0.05 in un test bidirezionale, il valore critico è 21.  

Il valore di T (17,5) calcolato con i dati dell’esempio è minore. Si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta 

l'ipotesi alternativa.  

Tra i due giorni esiste una differenza significativa nel valore mediano del tasso d’inquinamento. 

 

Quando si programma un esperimento in cui utilizzare il test T di Wilcoxon è importante ricordare che 

per rifiutare l’ipotesi nulla alla probabilità α = 0.05,  

- in un test ad una coda, occorrono almeno 5 dati appaiati, la cui differenza sia sempre diversa da 

zero; si è in grado di rifiutare l’ipotesi nulla se le 5 differenze sono tutte dello stesso segno; 

- in un test a due code, servono almeno 6 coppie di dati, con differenze che siano tutte dello stesso 

segno. 

 

Per test a una coda, per ottenere che la mediana delle differenze sia significativa  

- alla probabilità α = 0.01 servono almeno 7 coppie di dati, 

- alla probabilità α = 0.001 servono almeno 10 coppie, tutte dello stesso segno. 
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Valori critici per il test T di Wilcoxon con 2 campioni dipendenti 
 

 
α bil. 0.50 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.001  

n  α uni. 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.0005 
4 2 0 --- --- --- --- --- --- 
5 4 2 0 --- --- --- --- --- 
6 6 3 2 0 --- --- --- --- 
7 9 5 3 2 0 --- --- --- 
8 12 8 5 3 1 0 --- --- 
9 16 10 8 5 3 1 0 --- 

10 20 14 10 8 5 3 1 --- 
11 24 17 13 10 7 5 3 0 
12 29 21 17 13 9 7 5 1 
13 35 26 21 17 12 9 7 2 
14 40 31 25 21 15 12 9 4 
15 47 36 30 25 19 15 12 6 
16 54 42 35 29 23 19 15 8 
17 61 48 41 34 27 23 19 11 
18 69 55 47 40 32 27 23 14 
19 77 62 53 46 37 32 27 18 
20 86 69 60 52 43 37 32 21 
21 95 77 67 58 49 42 37 25 
22 104 86 75 65 55 48 42 30 
23 114 94 83 73 62 54 48 35 
24 125 104 91 81 69 61 54 40 
25 136 113 100 89 76 68 60 45 
26 148 124 110 98 84 75 67 51 
27 160 134 119 107 92 83 74 57 
28 172 145 130 116 101 91 82 64 
29 185 157 140 126 110 100 90 71 
30 198 169 151 137 120 109 98 78 
35 272 235 213 195 173 159 146 120 
40 358 313 286 264 238 220 204 172 
45 456 402 371 343 312 291 272 233 
50 566 503 466 434 397 373 350 304 
55 688 615 573 536 493 465 438 385 
60 822 739 690 648 600 567 537 476 
65 968 875 820 772 718 681 647 577 
70 1126 1022 960 907 846 805 767 689 
75 1296 1181 1112 1053 986 940 898 811 
80 1478 1351 1276 1211 1136 1086 1039 943 
85 1672 1533 1451 1380 1298 1242 1191 1086 
90 1878 1727 1638 1560 1471 1410 1355 1240 
95 2097 1933 1836 1752 1655 1589 1529 1404 

100 

 

2327 2151 2045 1955 1850 1779 1714 1578 
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Per grandi campioni (N > 25), il valore della somma dei ranghi (T) è distribuito in modo 

approssimativamente normale: la significatività della differenza può essere saggiata con la 

distribuzione Z, 

 usando la relazione 

 

T

TTZ
σ
µ−

=  

 dove la media attesa µT è data da 

( )
4

1+⋅
=

NN
Tµ  

 e la deviazione standard σT è data da 

( ) ( )
24

121 +⋅+⋅
=

NNN
Tσ  

 

L’applicazione del test T di Wilcoxon richiede che i campioni siano estratti da popolazioni con 

una distribuzione simmetrica, ma non necessariamente normale. Per il calcolo delle differenze tra 

dati appaiati, le osservazioni devono essere misurate in un scala d’intervalli.  

La distribuzione normale, utilizzata per grandi campioni, fornisce una buona approssimazione già 

quando N è uguale 14-15 coppie di dati o differenze tra essi.  

Nella tabella dei valori critici per piccoli campioni, per un test ad una coda è possibile osservare che, 

con N = 14, un valore di T = 25 risulta significativo alla probabilità α = 0.05. 

Con la distribuzione normale, dove 

µT = 
14 15

4
⋅

 = 52,5 

 e 

σT =
⋅ ⋅

=
14 15 29

24
15 93,  

 si ottiene un valore di Z 

726,1
93,15

5,5225
−=

−
=Z  

 uguale a -1,726.  

In una coda della distribuzione ad esso corrisponde una probabilità α uguale a 0.0420, vicino al valore 

fornito dalla tabella. Si conferma in modo empirico come la normalità della distribuzione dei ranghi 

sia approssimativamente raggiunta anche con meno di 20 dati. 
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Quando i valori delle differenze sono distribuiti in un intervallo ristretto, si possono avere alcuni 

punteggi uguali o valutazioni ex-aequo (ties), in particolare in grandi campioni.  

Come già presentato nel capitolo precedente per il caso di un campione, la media attesa µT non subisce 

variazioni; ma la varianza σT
2  diviene più ridotta, rispetto ai casi in cui ogni rango è attribuito con 

precisione. 

A causa di queste valutazioni ex-aequo (ties) si impone una correzione di σT
2 , che nel caso del test T 

di Wilcoxon consiste in una riduzione della varianza σT
2  pari a  

− ⋅ − ⋅ +
=
∑ t t ti i
i

g

i( ) ( )1 1
1

 

dove  

- g è il numero di gruppi di ranghi identici, 

- t è il numero di dati con lo stesso rango entro ogni gruppo. 

 

ESEMPIO 1.   I composti poco solubili in acqua e persistenti come alcuni pesticidi clorurati (il DDT e 

i PCB) si accumulano negli organismi acquatici e per loro tramite si trasferiscono lungo le catene 

alimentari. Anche nelle catene alimentari terrestri gli inquinanti si concentrano ai livelli trofici più 

elevati. 

E’ stato catturato un gruppo di animali ed in essi è stata misurata la concentrazione di una sostanza 

tossica nel sangue. Dopo essere stati marcati sono stati liberati in un’area ritenuta inquinata.  

A distanza di un mese, 13 sono stati ricatturati e per ognuno di essi è stata valutata nuovamente la 

presenza di sostanza tossica, rapportata ad un peso unitario (µg/Kg).  

 

 

 Concentrazione Concentrazione  Rango 
Individui  1a misurazione  2a misurazione Differenza con segno 

A 13,2 18,5 + 5,3 + 12 
B 12,4 15,2 + 2,8 + 8 
C 13,7 14,6 + 0,9 + 3 
D 12,1 13,1 + 1,0 + 4 
E 10,8 14,2 + 3,4 + 9 
F 12,1 12,1 0 ------ 
G 13,7 13,2 - 0,5 - 1 
H 9,4 12,9 + 3,5 + 10 
I 12,1 10,6 - 1,5 - 6 
L 16,1 15,3 - 0,8 - 2 
M 11,4 15,5 + 4,1 + 11 
N 9,8 12,2 + 2,4 + 7 
O 11,5 10,3 - 1,2 - 5 
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Si è realizzato un aumento significativo? 

 

Risposta.  E’ un test ad una coda: 

H0 :  mediana 1a  ≥  mediana 2a;           contro          H1 :  mediana 1a  <  mediana 2a; 

 

Seguendo i dati nella tabella riportata, la metodologia richiede alcuni passaggi: 

1 - si calcolano le 13 differenze con il segno, tra tutte le coppie di misure; 

2 - ad esse si attribuisce il rango relativo, considerando la differenza in valore assoluto ed ignorando la 

differenza nulla (dell’individuo F); 

3 - ai 12 ranghi rimasti si attribuisce il segno della differenza; 

4 - i valori negativi determinano la somma minore, con  T = 14; 

5 - nella tabella per un test ad una coda alla probabilità α = 0.05 per N = 12, il valore critico di T 

riportato è 17;  

6 - Il valore di T calcolato (14) è inferiore a quello tabulato (17) alla probabilità α prefissata (0.05).  

Si rifiuta l’ipotesi nulla e quindi si accetta l’ipotesi alternativa: si è realizzato un aumento significativo 

nella concentrazione della sostanza tossica. 

 

Rispetto al test t di Student per due campioni dipendenti, la potenza di questo test non 

parametrico ha valori identici a quella per un campione. 

 

La stima della potenza del test di Wilcoxon per un campione è stata proposta da Gottfried E. 

Noether in un articolo del 1987 (vedi Sample Size Determination for Some Common Nonparametric 

Test, pubblicato su Journal of the American Statistical Association, Vol. 82, pp. 645-647). Nello 

stesso articolo ha proposto soluzioni anche per il test dei segni (già illustrato), il test U di Mann-

Whitney per due campioni indipendenti, il test di correlazione τ di Kendall. Il metodo proposto per un 

campione può essere applicato anche a due campioni dipendenti, come in questo caso, per valutare la 

significatività della mediana delle differenze rispetto a δ. 

Per determinare in modo approssimato la dimensione campionaria adeguata (N) ad ottenere un test 

significativo, con N sufficientemente grande da determinare che i valori di T siano distribuiti in modo 

approssimativamente normale, in accordo con la relazione 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

2

5,0'3

24
121

2
5,0'15,0

−⋅=
+⋅+⋅





 −⋅−⋅

+−⋅
= pNNNN

pNNpN
ZT  
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 dove il test T verifica se la quantità  p’-0,5  è maggiore o minore oppure diverso da zero: 

 

( ) 0,5,0' ≠<>− ep  

 

Dall’ultima formula si ricava che N, 

 che deve essere almeno uguale a 

( )
( )2

2

5,0'3 −⋅

+
=

p
ZZ

N βα  

 dove  

- αZ  è il valore di Z alla probabilità α prefissata in un test che può essere sia bilaterale sia 

unilaterale, 

- βZ  è il valore di Z alla probabilità β prefissata in una distribuzione sempre unilaterale, 

- p’ deve essere sempre maggiore di 0,5. 

Nelle formule precedenti compiono sia p sia p’. 

Con p si indica la proporzione di valori positivi. 

Con p’ si indica la proporzione di somme (X + X’) positive, dove X e X’ sono due osservazioni 

indipendenti. E’ una misura che deriva dalle medie di Walsh (Walsh averages), dato che somme e 

medie godono delle stesse proprietà. 

 

ESEMPIO.  Determinare il numero minimo (N) approssimato di dati per un test bilaterale con α = 

0.05 e un rischio β = 0.05  nel quale si vuole dimostrare significativa una differenza p’ = 0,9. 

 

Risposta 

Con αZ  = 1,96  e  βZ = 1,645 la dimensione (N) approssimata del campione 

 è  

( )
( )

08,27
48,0
0,13

5,09,03
645,196,1

2

2

==
−⋅

+
=N  

 

 uguale a 27,08 che deve essere arrotondato a 28. 

 

Anche nel test dei segni, illustrato nei paragrafi precedenti, al posto di p è possibile utilizzare p’. 

Il valore di odds ratio è indicato con r’ 

 dove 
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NegativeXXmeS
PositiveXXmeS

p
pr

⋅+⋅
⋅+⋅

=
−

=
)'(om
)'(om

1
'  

 

Il valore associato di p’, per ritornare ad esso da r’,  è 

'1
''
r

rp
+

=  

 

Il rapporto tra p e p’ permette di valutare quando è conveniente utilizzare il test dei segni oppure 

quello di Wilcoxon, data la differente potenza dei due test in rapporto alle caratteristiche dei dati. 

Secondo Noether,  il test di Wilcoxon 

- richiede meno osservazioni del test dei segni quando  

 

15,1
3
4

5,0
5,0'

=>
−
−

p
p

 

 

- richiede più osservazioni del test dei segni quando  

 

15,1
3
4

5,0
5,0'

=<
−
−

p
p

 

 

L’efficienza relativa (relative efficiency), detta anche efficienza di Pitman (Pitman efficiency), del 

test dei segni il rapporto al test di Wilcoxon sia per un campione che per due campioni dipendneti è 

data dal rapporto 

Efficienza relativa =
( )
( )2

2

5,0'3
5,04

−⋅
−⋅

p
p

 

In particolare, 

- per la distribuzione uniforme essa risulta uguale a 1/3; 

- per la distribuzione normale essa risulta uguale a 2/3; 

- per la distribuzione logistica essa risulta uguale a 3/4; 

- per la distribuzione di Laplace e Cauchy essa risulta uguale a 4/3. 
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8.6.   INTERVALLO DI CONFIDENZA DI UNA DIFFERENZA CON IL TEST DEI SEGNI 

         E IL TEST T DI WILCOXON 

 

Come già evidenziato nel caso di un campione, anche con due campioni dipendenti si pone il problema 

di stimare l’intervallo di confidenza della tendenza centrale di una serie di differenze, per valutare 

quale sia la differenza reale, quando si dispone di dati che non permettono o sconsigliano l’uso della 

distribuzione Z o della distribuzione t di Student.  

Per stimare la tendenza centrale, può essere necessario calcolare un intervallo di confidenza fondato 

- sul test dei segni, che ricorrere alla distribuzione binomiale,  

- sul test T di Wilcoxon, che ricorre alla distribuzione di probabilità dei valori T.  

Il valore di riferimento della tendenza centrale è  

- la mediana con il test dei segni  

- la mediana delle medie di Walsh (Walsh averages) con il test T di Wilcoxon.  

Sono tutte stime della tendenza centrale e permettono il confronto con la media; se la distribuzione è 

simmetrica, coincidono con essa. 

I concetti e la metodologia sono già stati spiegati nel capitolo precedente. 

Con lo scopo, già dichiarato nella presentazione, di prendere come riferimento i testi di statistica più 

diffusi a livello internazionale e di rinviare ad essi per ulteriori approfondimenti, con l’aggiunta di 

qualche elaborazione nei calcoli i prossimi tre esempi sono tratti  

- i primi due dal testo di P. Sprent del 1993 (Applied Nonparametric Statistiscal Methods, 2nd ed., 

Chapman & Hall, London, 341 p.), 

- il terzo dal testo di Peter Armitage e Geoffrey Berry del 1994 (Statistical Methods in Medical 

Research, Blackwell Scientific Publication Limited, Oxford), tradotto in italiano da Antonello 

Sciacchitano nel 1996 (Statistica Medica, metodi statistici per la ricerca in Medicina, McGraw-

Hill Libri Italia, Milano, XIV + 619 p.). 

 

ESEMPIO 1 (con il test dei segni e confronto dei risultati con test T di Wilcoxon e test t di Student) 

Ad un campione di 24 studenti, è stata misurata la pressione sistolica, prima e dopo un esercizio fisico 

impegnativo.  

La differenza tra le due serie di valori accoppiati (Dopo – Prima)  ha determinato i seguenti 24 dati, 

già ordinati per rango 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

id  -5 -5 0 2 10 15 15* 15 18 20 20 20 
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Rango 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

id  20 22 30 30 34 40* 40 40 41 47 80 85 

 

 

Quale è l’intervallo di confidenza della differenza (Dopo – Prima), alla probabilità α = 0.05? 

 

Risposta. 

1 - La semplice riorganizzazione delle 24 differenze per rango indica che la mediana, cadendo tra il 

12° e il 13° valore, è 20. 

 

2 - Per individuare l’intervallo di confidenza, occorre escludere quei valori che hanno 

complessivamente una probabilità P ≤ 0.025 in ognuna delle due code della distribuzione. 

Mediante la distribuzione binomiale 

Pi = rrrC −⋅⋅ 24
24 5,05,0  

 

  e variando progressivamente r a partire da 0 

 si trovano  le probabilità 

P0 = 02400
24 5,05,0 −⋅⋅C  

P1 = 12411
24 5,05,0 −⋅⋅C  

P2 = 22420
24 5,05,0 −⋅⋅C  

P3 = 32433
24 5,05,0 −⋅⋅C  

 e si sommano i risultati 

P = P0 + P1 + P2 + P3 +… 

 

 fino a quando il loro totale resta inferiore al valore α/2 prefissato. 

 

Con N abbastanza grande (come N = 24) il calcolo diventa lungo; pertanto  

- si può utilizzare un programma informatico oppure 

- ricorrere ad una tabella di probabilità, come quella riportata nella pagina successiva. 

 

 

3 - Nella tabella riportata nella pagina successiva, per N = 24 e alla probabilità α = 0.05 bilaterale, si 

trova r = 6. 
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Significa che, nella distribuzione ordinata per ranghi dei 24 valori, si devono escludere i 6 valori più 

estremi in ognuna delle due code della distribuzione. Di conseguenza, l’intervallo di confidenza è 

compreso tra 15 e 40, cioè 

15 < θ < 40 

 

Sono i valori evidenziati e con l’asterisco, nella distribuzione ordinata delle differenze riportata in 

precedenza con i ranghi a 1 a 24. 

 

Sempre per N = 24 ma alla probabilità α = 0.01 bilaterale, nella tabella si trova il valore r = 5. Di 

conseguenza, per effetto delle misure ripetute presenti nella distribuzione, a questa probabilità 

l’intervallo di confidenza è ancora compreso tra 15 e 40, cioè 

15 < θ < 40 

 

Il testo di Sprent riporta l’intervallo alla probabilità α = 0.05, sempre calcolato su questi dati, per 

- il test T di Wilcoxon: 17,5 < θ < 33,5 

- il test t di Student: 16,86 < θ < 35,96. 

In questo caso, il test di Wilcoxon (al quale sono dedicati i due esempi successivi) risulta più potente e 

quindi determina un intervallo minore di quello stimato con il test t di Student.  

La causa è da identificare nella presenza dei due valori estremi maggiori (80 e 85): essi si discostano 

sensibilmente dagli altri, determinando asimmetria nella distribuzione e quindi una varianza grande. 

E’ evidente la convenienza dell’uso del test di Wilcoxon rispetto al test di Student.  

 

I valori critici di r riportati nella tabella precedente, come già spiegato nel capitolo precedente 

seppure con una impostazione differente, nel caso di grandi campioni possono essere derivati con una 

buona approssimazione dalla distribuzione normale,  

mediante il rapporto 

2
2/ NZNr a−

=  
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VALORI CRITICI DI r PER IL TEST DEI SEGNI 

OTTENUTI CON LA DISTRIBUZIONE BINOMIALE CUMULATA PER P = 0.5 

 
α bil. 0.50 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.001  

N α uni. 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.0005 
4 0 0 --- --- --- --- --- --- 
5 1 0 0 --- --- --- --- --- 
6 1 0 0 0 --- --- --- --- 
7 2 1 0 0 0 --- --- --- 
8 2 1 1 0 0 0 --- --- 
9 2 2 1 1 0 0 0 --- 

10 3 2 1 1 0 0 0 --- 
11 3 2 2 1 1 0 0 0 
12 4 3 2 2 1 1 0 0 
13 4 3 3 2 1 1 1 0 
14 5 4 3 2 2 1 1 0 
15 5 4 3 3 2 2 1 1 
16 6 4 4 3 2 2 2 1 
17 6 5 4 4 3 2 2 1 
18 7 5 5 4 3 3 2 1 
19 7 6 5 4 4 3 3 2 
20 7 6 5 5 4 3 3 2 
21 8 7 6 5 4 4 3 2 
22 8 7 6 5 5 4 4 3 
23 9 7 7 6 5 4 4 3 
24 9 8 7 6 5 5 4 3 
25 10 8 7 7 6 5 5 4 
26 10 9 8 7 6 6 5 4 
27 11 9 8 7 7 6 5 4 
28 11 10 9 8 7 6 6 5 
29 12 10 9 8 7 7 6 5 
30 12 10 10 9 8 7 6 5 
35 15 13 12 11 10 9 8 7 
40 17 15 14 13 12 11 10 9 
45 19 17 16 15 14 13 12 11 
50 22 19 18 17 16 15 14 13 
55 24 22 20 19 18 17 16 14 
60 26 24 23 21 20 19 18 16 
65 29 26 25 24 22 21 20 18 
70 31 29 27 26 24 23 22 20 
75 34 31 29 28 26 25 24 22 
80 36 33 32 30 29 28 27 24 
85 38 36 34 32 31 30 29 26 
90 41 38 36 35 33 32 31 29 
95 43 40 38 37 35 34 33 31 

100 

 

46 43 41 39 37 36 35 33 
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Ad esempio,  

- con N = 40 e alla probabilità α = 0.05 (Z = 1,96) si ottiene  

 

8,13
2

4,1240
2

4096,140
=

−
=

−
=r  

 =r  13,8 che, ovviamente trattandosi di interi, deve essere arrotondato a 13. 

- con N = 100 e sempre alla probabilità α = 0.05 (Z = 1,96) si ottiene  

 

2,40
2

6,19100
2

10096,1100
=

−
=

−
=r  

 =r  40,2 che, ovviamente trattandosi di interi, deve essere arrotondato a 40. 

(Con N = 40 anche la tabella riporta 13; con N = 100 la tabella, più precisa, riporta 39). 

 

ESEMPIO 2 (Con il test T di Wilcoxon e le Walsh averages).   Si è voluto verificare se esistono 

differenze nel tempo di percezione di uno stimolo visivo tra occhio destro e occhio sinistro. A questo 

scopo, sono state presentate lettere in ordine casuale a 12 individui, ottenendo i seguenti risultati (in 

ms) 

 

 

Soggetti A B C D E F G H I L M N 

Sinistro 564 521 495 564 560 481 545 478 580 484 539 467 

Destro 557 505 465 562 544 448 531 458 560 485 520 445 

d = (S-D) 7 16 30 2 16 33 14 20 20 -1 19 22 

 

 

Una lettura attenta dei dati evidenzia che 

- la differenza massima per lo stesso individuo è 33, 

- la differenza massima tra individui, che potrebbe essere calcolata sulla media tra i loro due campi 

visivi, è intorno a 100. 

Il test per due campioni dipendenti permette di eliminare questa differenza individuale nei tempi di 

reazione; quindi evidenzia meglio la differenza tra i due campi visivi.  

Il test per due campioni dipendenti è più potente di quello per due campioni indipendenti. 

 

Per valutare quale è la differenza reale della capacità visiva tra occhio destro e occhio sinistro, 
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1 – si ordinano le differenze per rango  

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

d = (S-D) -1 2 7 14 16 16 19 20 20 22 30 33 

 

 

2 – e per esse, come già spiegato nel capitolo precedente, si calcolano le 78 (12 x 13 / 2) Walsh 

averages, ottenendo 

 

 

 -1 2 7 14 16 16 19 20 20 22 30 33 

-1 -1 0,5 3 6,5 7,5 7,5 9 9,5 9,5 10,5 14,5 16 

2  2 4,5 8 9 9 10,5 11 11 12 16 17,5 

7   7 10,5 11,5 11,5 13 13,5 13,5 14,5 18,5 20 

14    14 15 15 16,5 17 17 18 22 23,5

16     16 16 17,5 18 18 19 23 24,5 

16      16 17,5 18 18 19 23 24,5 

19       19 19,5 19,5 20,5 24,5 26 

20        20 20 21 25 26,5 

20         20 21 25 26,5 

22          22 26 27,5 

30           30 31,5 

33            33 

 

Walsh averages delle 12 differenze 
 

 

3 – La mediana di questi 78 valori (17.5) è lo stimatore di Hodges-Lehmann, che indica il valore 

della tendenza centrale della distribuzione dei dati 
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4 – Per calcolare l’intervallo di confidenza alla probabilità α = 0.05, dalla tabella dei valori critici del 

test di Wilcoxon per N = 12 si ricava T = 13. Significa che l’intervallo di confidenza alla probabilità 

prefissata esclude le 13 medie di Walsh minori e le 13 maggiori. Quindi è compreso tra 9,5 e 23,5; 

cioè 

9,5 < θ < 23,5 

 

Nel commento dei risultati, Sprent evidenzia: 

- assumendo che i dati siano distribuiti in modo normale, il test t indica una media di 16,5 e un 

intervallo di confidenza, sempre per  α = 0.05, compreso tra 10,05 e 22,95; in questo caso è più 

breve di quello stimato con il T di Wilcoxon; 

- per valutare la simmetria della distribuzione dei dati e quindi la correttezza dell’uso del test 

parametrico, è possibile ricorrere al test di Lilliefors; 

- il test esatto sulla stima delle probabilità, come spiegato nel capitolo per un campione nel caso di 

misure ripetute, valuta che la probabilità di rifiutare valori inferiori a 9,5 in realtà non è 

esattamente 0.025 ma 0.0247 e che la probabilità di rifiutare valori superiori a 23,5 in realtà è 

0,0222; di conseguenza, l’intervallo di confidenza calcolato ha probabilità esatta non di 0.950 ma 

 1 – 0.0247 – 0.0222 = 0,9531 

 ma pari a 0,9531. 

L’effetto dei ties presenti nei dati è trascurabile. 

 

 

ESEMPIO 3. (Con test T di Wilcoxon e confronto con il t di Student) 

Dalla serie di 10 differenze già ordinate per rango 

 

id  -8 -7 -3 -3 -2 -1 +1 +1 +1 +8 

 

 

 si ricavano le 55 (10 x 11 / 2) medie accoppiate, riportate nella tabella successiva. 

 

Nella descrizione dei risultati, Peter Armitage (professore emerito di Statistica Applicata, Università 

di Oxford) e Geoffry Berry (professore di Epidemiologia e Biostatsitica, Università di Sidney) 

commentano: 

- la stima di µ è il valore mediano delle medie accoppiate, cioè –1 con questi dati (benché in molti 

testi sia chiamato intervallo di confidenza della mediana, i due autori usano il simbolo µ per 

indicare il valore centrale) 

- per i limiti confidenza al 95%  e  con N = 10, il valore di T è 8;  



 42

- escludendo le 8 medie accoppiate minori e le 8 maggiori, i valori limiti dell’intervallo di 

confidenza sono –4,5  e +1,0; 

- per un confronto, la distribuzione t fornisce limiti pari a –4,55 e +1,95; non sono troppo differenti 

dai valori qui calcolati (anzi, l’intervallo stimato con il t è maggiore). 

 

 

 -8 -7 -3 -3 -2 -1 +1 +1 +1 +8 

-8 -8 -7,5 -5,5 -5,5 -5 -4,5 -3,5 -3,5 -3,5 0 

-7  -7 -5 -5 -4,5 -4 -3 -3 -3 +0,5 

-3   -3 -3 -2,5 -2 -1 -1 -1 +2,5 

-3    -3 -2,5 -2 -1 -1 -1 +2,5 

-2     -2 -1,5 -0,5 -0,5 -0,5 +3 

-1      -1 0 0 0 +3,5 

+1       +1 +1 +1 +4,5 

+1        +1 +1 +4,5 

+1         +1 +4,5 

+8          +8 

 

 

 

8.7.   TEST DI CASUALIZZAZIONE PER 2 CAMPIONI DIPENDENTI O FISHER’S  

         RANDOMIZATION TEST 

Tra tutti i test non parametrici utili al confronto sulla tendenza centrale della differenza tra due 

campioni dipendenti, il test di casualizzazione (randomization test) risulta il più utile per piccoli 

campioni, sia dal punto di vista pratico che didattico. Come già evidenziato nel capitolo per un 

campione, non ha un autore definito, essendo impostato sul calcolo combinatorio, una delle 

metodologie classiche della statistica non parametrica. Snedecor George W.  e  Cochran William G. 

nel loro volume Statistical Methods (Sixth Edition, The Iowa University Press, Ames, Iowa, U.S.A., 

Seventh printing, 1974, cap. 5 a pag. 133) lo chiamano Fisher’s randomization test, attribuendolo 

appunto a R. A. Fisher in quanto descritto nel suo volume The Design of Experiments del 1960 (7th 

edition., p.44 Oliver and Boyd, Edinburgh). 
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E' chiamato anche test di permutazione (permutation test), anche se in realtà si fonda su 

disposizioni con replicazione, dal termine inglese che raggruppa sia permutazioni che disposizioni. E’ 

riportato in alcuni testi di statistica non parametrica, tra cui quello di Sidney Siegel (Statistica non 

parametrica per le Scienze del comportamento). Come per il test dei segni e il test T di Wilcoxon, 

anche in questo caso la metodologia è del tutto simile a quella per un campione: l’unica differenza è 

l’ipotesi che non è più relativa alla media della popolazione (µ) rispetto ad una media attesa (µ0) ma 

alla differenza reale o della popolazione (δ) rispetto alla differenza attesa (δ0). 

 

Il test di casualizzazione può essere applicato solo con scale di rapporti o d'intervallo; in queste 

condizioni è più potente del test dei segni e di quello dei ranghi con segni di Wilcoxon; in molti casi è 

preferibile pure al test t di Student di cui è analogo, in particolare quando la varianza è grande. La sua 

potenza efficienza è del 100%.  

Per essere ritenuto valido, non richiede  

- alcuna condizione sulla forma della distribuzione dei dati. 

 

A differenza del test T di Wilcoxon e del test t di Student, fornisce direttamente la probabilità 

complessiva, senza il ricorso a tavole  dei valori critici.  

I limiti alla sua utilizzazione derivano solamente dalle difficoltà pratiche del calcolo manuale, quando 

le dimensioni del campione superano le 12-14 osservazioni. 

A differenza di quasi tutti gli altri test non parametrici, l’ipotesi è sulla media, non sulla 

mediana. 

 

Il metodo può essere spiegato con semplicità mediante una dimostrazione. 

Come già nel test T di Wilcoxon, dal confronto tra due campioni dipendenti si supponga di aver 

ottenuto le 10 differenze seguenti 

 

+ 10 +25 +7 +8 +2 +71 -5 +4 +15 -3 

 

 

Si intende verificare se la loro tendenza centrale è significativamente diversa da 0. 

E' un test bidirezionale, con ipotesi nulla 

H0: δ = 0 

ed ipotesi alternativa 

H1: δ ≠ 0 

I fondamenti logici e i passaggi metodologici del test possono essere riassunti in 6 punti: 
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1 - Mantenere sempre fissi i valori assoluti delle differenze: esse sono il risultato oggettivo 

dell’esperimento e misurano la variazione trovata tra le coppie di dati.  

Può cambiare solo il loro segno: se l'ipotesi H0 è vera, il segno di ogni differenza avrebbe potuto 

essere indifferentemente + oppure -. 

 

2 - Calcolare il numero di possibili risposte, nell’ipotesi che ogni differenza calcolata possa essere 

sia positiva che negativa. Con N dati, il numero di possibili risposte binarie è 2N. 

Con i 10 valori dell'esempio, le possibili risposte sono 210 = 1024.  

Esse devono anche essere ugualmente probabili. 

 

3 - Definire la zona di rifiuto, secondo la direzionalità del test (a una coda o a due code) ed il livello 

di significatività α prefissato. 

Con 1024 possibili risposte, per una significatività α = 0.05 la zona di rifiuto esclude i 51 risultati 

(1024 x 0,05 = 51,2) possibili più estremi. Trattandosi di un test a due code, l'area di rifiuto è formata 

dalle 25 risposte più estreme in una coda e dalle altre 25 nell’altra coda (nella zona di rifiuto, 

l’arrotondamento deve sempre essere per difetto, al fine di non rifiutare l’ipotesi nulla con una 

probabilità α anche solo leggermente superiore a quella prefissata). 

 

4 - Individuare i risultati più estremi, collocati nella zona di rifiuto.  

A tale scopo ordinare i valori ottenuti sulla base della loro somma, al variare progressivo dei segni. La 

risposta più estrema in una direzione è quella in cui tutti i valori hanno segno positivo; la più estrema 

nell'altra direzione è quella in cui tutti i valori hanno segno negativo. 

Con i dati dell'esempio e partendo da risultati tutti positivi; le due risposte più estreme sono: 

 

 

Rango 1 +10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 +3 = +150 

Rango 1024 -10 -25 -7 -8 -2 -71 -5 -4 -15 -3 = -150 

 

 

5 - Poiché la somma dei dati riportati nell’esempio è positiva, si può limitare la verifica ai soli 25 

risultati positivi più estremi. Nell’elenco sottostante, per brevità sono riportate solo le 17 risposte più 

estreme, nella direzione dell’ipotesi δ > 0. 
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Serie delle prime 17 risposte più estreme in una direzione Rango 
1) +10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 +3 = +150 1 
2) +10 +25 +7 +8 -2 +71 +5 +4 +15 +3 = +146 2 
3) +10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 -3 = +144 3 
4) +10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 -4 +15 +3 = +142 4 
5) +10 +25 +7 +8 +2 +71 -5 +4 +15 +3 = +140 5,5 
6) +10 +25 +7 +8 -2 +71 +5 +4 +15 -3 = +140 5,5 
7) +10 +25 +7 +8 -2 +71 +5 -4 +15 +3 = +138 7 
8) +10 +25 -7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 +3 = +136 9 
9) +10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 -4 +15 -3 = +136 9 
10) +10 +25 +7 +8 -2 +71 -5 +4 +15 +3 = +136 9 
11) +10 +25 +7 -8 +2 +71 +5 +4 +15 +3 = +134 11,5 
12) +10 +25 +7 +8 +2 +71 -5 +4 +15 -3 = +134 11,5 
13) +10 +25 +7 +8 +2 +71 -5 -4 +15 +3 = +132 13,5 
14) +10 +25 -7 +8 -2 +71 +5 +4 +15 +3 = +132 13,5 
15) -10 +25 +7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 +3 = +130 16 
16) +10 +25 -7 +8 +2 +71 +5 +4 +15 -3 = +130 16 
17) +10 +25 +7 +8 -2 +71 -5 +4 +15 -2 = +130 16 

 

 

- La prima risposta è fornita dalla serie di tutti i valori positivi. La sua somma fornisce il totale 

maggiore: con i dati dell’esempio è 150. 

- La seconda risposta possibile nella stessa direzione è quella data dal cambiamento di segno nella 

differenza minore (2); il suo totale è 146 ed è il maggiore dopo il precedente. 

- La terza possibile risposta è data dal cambiamento di segno della seconda differenza minore (3); il 

suo totale è 144.  

- Tutte le risposte successive sono costruite seguendo la stessa logica di detreminare la somma 

immediatamente minore. 

 

Secondo le diverse combinazioni delle differenze calcolate, alcuni totali sono uguali: tali risposte 

occuperanno lo stesso rango. E’ il caso delle risposte 5 e 6, che danno un totale di 140, ottenuto 

rendendo negative insieme le differenze 2 e 3 oppure la differenza 5 da sola. Altro esempio di possibili 

risposte che occupano lo stesso rango, sono la 8, la 9 e la 10, riportate nell’elenco, che danno un totale 

di 136; esso è ottenuto rendendo negative la differenze 7, oppure 5 e 2 insieme, oppure 4 e 3 insieme.  

Verificare se la serie dei dati osservati nell'esperimento rientrano nella zona di rifiuto. 

 

6 - Dall’elenco parziale riportato, si evidenzia che la risposta ottenuta nell'esperimento occupa la 

12a posizione, tra le risposte positive più estreme. La sua somma è uguale a quella fornita dalla 11a 

risposta e quindi il rango della sua posizione è 11,5.  

Ai fini dell’inferenza sulla significatività della serie delle differenze osservate, si osserva che essa 

rientra tra le 25 risposte collocate in un estremo della zona di rifiuto, per un test a due code. Di 
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conseguenza, alla probabilità α = 0.05 si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta l'ipotesi alternativa 

bilaterale: esiste una differenza significativa tra le medie delle due serie di dati appaiati. 

 

E’ possibile una valutazione più precisa della probabilità di trovare la risposta osservata o 

risposte più estreme.  

Con i dati dell’esempio, essa occupa il rango 11,5 su 1024 possibili risposte.  

Per un test ad una coda, nella condizione che l’ipotesi nulla sia vera (“i segni positivi e negativi sono 

attribuiti a caso alle differenze mantenute costanti in valore assoluto”), la probabilità P che la serie 

osservata sia ottenuta casualmente è  

P = 11,5/1024 = 0.0112. 

Per un test a due code, tale probabilità deve essere moltiplicata per 2; quindi è  

P = 0.0224 

 

Il limite maggiore di questo test dipende dal numero di dati. 

All'aumentare del numero di osservazioni, il test diventa rapidamente inapplicabile. Come 

dimostrazione è sufficiente rilevare che con 20 sole differenze, il numero di possibili risposte è 

220  =  1.048.576  

 

Anche limitando l'analisi al 5% delle risposte più estreme in una sola coda per un test bidirezionale, si 

tratta sempre di calcolare 26.214 serie di dati (1.048.576 x 0.025 = 26. 214,4) 

Nel caso di grandi campioni, se non è possibile utilizzare il test t di Student si può ricorrere al 

test T di Wilcoxon, con una perdita di potenza - efficienza ridotta, inferiore al 5%. 

 

ESEMPIO 1.   Il contributo delle microalghe sia epifitiche che epibentiche alla produzione primaria 

degli ecosistemi estuariali può essere molto rilevante.  

In 7 località è stata misurata la produzione primaria; le misure sono state ripetute nello stesso posto a 

distanza di un mese. 

 

Località A B C D E F G 

1a misurazione 22 23 26 19 17 23 24 

2a misurazione 24 28 25 27 26 29 27 

 

Esiste una differenza significativa tra le due valutazioni? 

Risposta.   E’ un test bilaterale: 

H0: δ = 0;     H1: δ ≠ 0 
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Il problema fondamentale nella scelta del tipo di test non parametrico da utilizzare, in questo caso la 

scelta tra test dei segni, test T di Wilcoxon e test di casualizzazione per la verifica di differenze nella 

tendenza centrale dipende dal valore reale della misura scelta.  

Il test di casualizzazione può essere utilizzato solamente se la scala è di rapporti o d’intervalli; 

come le misure di peso o d’altezza; se sono punteggi o stime, in cui l’informazione reale è di rango, 

occorre utilizzare il test T di Wilcoxon. 

 

Per utilizzare il test di casualizzazione, con i dati dell’esempio si devono calcolare le differenze tra 

le coppie di dati appaiati, conservando il loro segno 

 

Località A B C D E F G 

1a misurazione 22 23 26 19 17 23 24 

2a misurazione 24 28 25 27 26 29 27 

Differenze +2 +5 -1 +8 +9 +6 +3 

 

 e, sulla base del loro numero (N = 7), calcolare le possibili risposte 

2N,  (27 = 128)  

 che risultano pari a 128.  

 

Per un test bilaterale, alla probabilità α = 0.05 è compreso nella zona di rifiuto un numero di possibili 

risposte (128 x 0.05 = 6,4) pari a 6,4 che deve essere arrotondato all’unità per difetto (6): le 6 risposte 

saranno collocate 3 in una coda e altre 3 nell’altra coda della distribuzione. 

Nella distribuzione delle differenze, si osserva che compare un solo valore negativo e che esso è 

riferito ad una differenza piccola. Per stimare le possibili risposte in una coda della distribuzione, è 

conveniente iniziare da quella in cui le differenze sono tutte positive e stimare da essa le successive, 

che danno totali sempre minori, come nella tabella successiva: 

 

Rango  1 +2 +5 +1 +8 +9 +6 +3 = 34 

Rango  2 +2 +5 -1 +8 +9 +6 +3 = 32 

Rango  3 -2 +5 +1 +8 +9 +6 +3 = 30 

Rango 4,5 +2 +5 +1 +8 +9 +6 -3 = 28 

Rango 4,5 -2 +5 -1 +8 +9 +6 +3 = 28 

Rango  6 +2 +5 -1 +8 +9 +6 -3 = 26 
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Nella tabella sono riportate le 6 risposte più estreme in una direzione.  

Per un test bilaterale, alla probabilità α = 0.05 cadono nella zona di rifiuto le prime 3. La risposta 

fornita dall’esperimento è la 2a; di conseguenza, si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi 

alternativa. 

 

E’ possibile stimare la probabilità in modo più preciso, partendo dall’osservazione che la risposta 

ottenuta è la seconda ad iniziare da un estremo, sulle 128 teoricamente possibili se H0 fosse vera.  

In un test ad una coda, la probabilità di ottenerla per caso, insieme (quindi distribuzione 

cumulata) con risposte più estreme, è data da 2/128 e P risulta uguale a 0.0156.  

In un test a due code, occorre considerare anche le due possibili risposte più estreme nell’altra 

direzione; la probabilità P diviene 0.0156 x 2 = 0.0312 (oppure 4/128 = 0.0312). 

 


