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CAPITOLO  VII 

 

METODI NON PARAMETRICI 

PER UN CAMPIONE 

 

 

7.1.   LE CARATTERISTICHE DEI TEST NON PARAMETRICI 
Il test t di Student per uno o per due campioni presentato nel capitolo precedente, il test F di Fisher per 

l'analisi della varianza, la correlazione e la regressione lineare semplice che saranno illustrati nei 

prossimi capitoli, la regressione multipla e la statistica multivariata che rappresentano lo sviluppo di 

tali tecniche applicate contemporaneamente a molte variabili sono i metodi di inferenza classici o di 

statistica parametrica. 

Prima della applicazione di ognuno di questi test, è fondamentale che siano sempre verificati e 

soddisfatti alcuni assunti che riguardano la popolazione d'origine, dalla quale si presume che i dati 

campionari siano stati estratti. Nel caso in cui anche uno solo dei presupposti non sia rispettato, 

neppure dopo appropriati tentativi di trasformazione dei dati che modificano la forma della 

distribuzione campionaria, possono ragionevolmente sorgere dubbi sulla validità delle inferenze 

raggiunte. Qualunque risultato statistico può essere messo in dubbio, quando non è certo che 

siano state rispettate compiutamente le condizioni di validità del test applicato. 

 

Il primo assunto da rispettare è l'indipendenza dei gruppi campionari: i campioni sottoposti ai 

differenti trattamenti dovrebbero essere generati per estrazione casuale da una popolazione, nella quale 

ogni soggetto abbia la stessa probabilità di essere incluso in un gruppo qualsiasi. In questo modo, i 

fattori aleatori o non controllati, quelli che nel test t di Student formano l’errore standard e che 

nell’analisi della varianza formeranno la varianza d’errore o residuo, dovrebbero risultare casualmente 

distribuiti e non generare distorsioni od errori sistematici. E’ una condizione che spesso è soddisfatta 

con facilità e che dipende quasi completamente dalla programmazione dell’esperimento. Per esempio, 

per verificare l’effetto di due tossici con il test t di Student, animali maschi e femmine, giovani ed 

anziani, grassi e magri devono essere distribuiti casualmente o in modo bilanciato nei due gruppi a 

confronto, se esiste il sospetto che il sesso, l’età ed il peso possano dare risultati differenti, rispetto 

all’effetto medio dei due tossici. 

 

Il secondo assunto, distintivo della statistica parametrica, riguarda la normalità delle distribuzioni. 

Da essa deriva la relazione tra popolazione dei dati e medie dei campioni, secondo il teorema del 

limite centrale: se da una popolazione con media µ  e varianza σ2 , i cui  dati abbiano una forma 

di distribuzione non normale, si estraggono casualmente campioni di dimensione n, le loro medie  
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- si distribuiranno normalmente  

- con media generale µ ed  

- errore standard σ/ n .  

La non-normalità della distribuzione delle medie è un indice serio di un'estrazione non casuale. 

La grande importanza pratica del teorema del limite centrale, che rende diffusamente applicabile la 

statistica parametrica, deriva dal fatto che gruppi di dati (xij), estratti da una popolazione 

distribuita in modo differente dalla normale, hanno medie ( ix ) che tendono a distribuirsi 

normalmente.  

La distribuzione normale è la forma limite della distribuzione delle medie campionarie ix  per n 

che tende all’infinito. Tuttavia, si può avere una buona approssimazione alla normale della 

distribuzione delle medie ix  anche quando n è piccolo e la distribuzione dei dati (xij) è molto distante 

dalla normale. 

E’ possibile comprendere il teorema del limite centrale in modo intuitivo, pensando come esempio al 

lancio dei dadi. Con un solo dado, i 6 numeri avranno la stessa probabilità e la distribuzione delle 

frequenze dei numeri ottenuti con i lanci ha forma rettangolare. Con due dadi, è possibile ottenere 

somme da 2 a 12 e tra esse quelle centrali sono più frequenti. All’aumentare del numero di dadi, la 

distribuzione delle somme o delle medie (la legge è valida per entrambe, poiché contengono la 

medesima informazione) è sempre meglio approssimata ad una distribuzione normale. 

 

Il terzo assunto riguarda la omoschedasticità o omogeneità delle varianze: se sono formati per 

estrazione casuale dalla medesima popolazione, come espresso nell’ipotesi nulla H0, i vari gruppi 

devono avere varianze eguali. Nella statistica parametrica, è possibile verificare se esistono 

differenze significative tra medie campionarie, solamente quando i gruppi a confronto hanno la 

stessa varianza. Con un concetto preso dal buon senso, la credibilità di una media è determinata dalla 

variabilità dei suoi dati. Se due gruppi di dati hanno varianze differenti, hanno due medie con 

credibilità differenti: è errato calcolare una varianza comune e utilizzare la media dei due gruppi, come 

nella vita per conoscere la verità non è corretto fare la media tra due affermazioni, quando la prima 

proviene da una persona credibile, che dice il vero, e la seconda da una persona non credibile, che 

spesso afferma il falso. 

Quando la distribuzione di base è nota, ma non necessariamente normale, si possono calcolare 

probabilità esatte, come già mostrato con la distribuzione binomiale o con il metodo esatto di Fisher, 

fondato sulla distribuzione ipergeometrica. Quando la forma della distribuzione dei dati è ignota, 

servono test che possano essere applicati con qualunque forma di distribuzione. E’ una situazione 

che nella ricerca sperimentale si realizza con frequenza e che richiede l’uso di test indipendenti dalla 

forma della distribuzione, come sono appunto molti di quelli non parametrici. 
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L’origine di queste tecniche può essere fatta risalire al Chi-quadrato di K.Pearson e al metodo delle 

probabilità esatta di R. A. Fisher. Lo sviluppo avviene soprattutto a partire dal 1940 e può dirsi ormai 

concluso all’inizio degli anni ’70. Ma la sua applicazione è sempre stata limitata a pochi casi. 

In questi anni, l’importanza della statistica non parametrica è fortemente aumentata. Nelle 

riviste internazionali, è avvenuta una rapida evoluzione nelle scelte degli esperti di statistica. Fino a 

poco tempo fa, i test parametrici erano quasi sempre richiesti, quando non fosse dimostrato che la 

distribuzione doveva essere considerata, con elevata probabilità, differente dalla normale; ora sempre 

più spesso sono accettati solamente se è possibile dimostrare che la distribuzione è normale o 

approssimativamente tale.  

Si è rovesciato l’onere della prova, per accettare la validità di un test parametrico.  

Sovente nella ricerca sperimentale è possibile disporre solo di pochi dati, che sono assolutamente 

insufficienti per dimostrare la normalità della distribuzione; in particolare quando il fenomeno studiato 

è nuovo e non è possibile citare dati di altre esperienze. 

Nelle edizioni più recenti, vari testi importanti di statistica applicata consigliano di ricorrere alle 

tecniche non parametriche quando gli assunti teorici relativi alle condizioni di validità della 

distribuzione normale non sono dimostrati.  

 

In condizioni di incertezza sull’esistenza delle condizioni richieste da un test parametrico, come 

quasi sempre succede quando si dispone di pochi dati, una soluzione sempre più diffusa suggerisce 

una duplice strategia:  

1 - utilizzare un test appropriato di statistica parametrica, 

2 - convalidare tali risultati  mediante l’applicazione di un test non parametrico equivalente.  

Se le probabilità stimate con i due differenti metodi risultano simili, sono confermate la robustezza del 

test parametrico e la sua sostanziale validità anche in quel caso. Il test non parametrico quindi 

- può servire per confermare i risultati ottenuti con quello parametrico e  

- come misura preventiva contro eventuali obiezioni sulla normalità ed omoschedasticità dei dati.  

Se le probabilità dei due test (non il loro valore, che è stimato sulla base di logiche diverse) 

risultassero sensibilmente differenti, dovrebbe essere considerato come più attendibile il test non 

parametrico e sarebbe conveniente riportare nella pubblicazione solo esso. Infatti è fondato su 

condizioni meno rigorose e di conseguenza è caratterizzato da inferenze più generali.  

Alcuni autori, tra cui l’autorevole Peter Armitage che nel suo testo con Geoffry Berry (Statistica 

Medica. Metodi statistici per la ricerca in Medicina, McGraw-Hill, Libri Italia, Milano,  XIX + 619 

pp., tradotto anche in italiano nel 1996 dal testo del 1994 Statistical Methods in Medical Research, 

Blackwell Scientific Publication Limited, Oxford), hanno sintetizzato questi concetti in alcuni consigli 

conclusivi ai ricercatori (pag. 472): “In generale, è forse meglio considerare i metodi non parametrici 
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come un insieme di tecniche cui far riferimento quando gli assunti teorici standard hanno una validità 

relativamente dubbia. Infine torna spesso utile poter confermare i risultati di un test di significatività 

basato sulla teoria normale mediante l’applicazione di un appropriato test non parametrico.” 

In modo più esplicito, il consiglio pratico è: Quando sei incerto se utilizzare un test parametrico 

oppure uno non parametrico, usali entrambi. Con pochi dati e in una ricerca nuova, il dubbio sulla 

normalità esiste sempre. 

 

I metodi non parametrici sono meno potenti, per cui è più difficile rifiutare l’ipotesi nulla; ma 

quando l’ipotesi nulla è rifiutata, generalmente le conclusioni non possono essere sospettate 

d’invalidità. 

 

I test non parametrici presentano vantaggi e svantaggi. 

I test non parametrici sovente si fondano su una tecnica statistica semplice. Con poche eccezioni, 

richiedono calcoli elementari, spesso fondati sul calcolo combinatorio, che possono essere fatti in 

modo rapido, anche mentalmente, senza alcun supporto tecnico sofisticato. Per tale caratteristica è 

comprensibile la definizione, data anni fa da Tukey, di “metodi rapidi e sporchi”, per evidenziare da 

una parte il minor tempo richiesto dai calcoli, dall’altra anche la minor eleganza logica e la inferiore 

pulizia matematica formale rispetto ai metodi parametrici. 

Quando per la verifica delle ipotesi non è possibile o non è conveniente applicare i metodi classici, si 

può ricorrere a test di statistica non parametrica, detti anche metodi indipendenti dalla forma 

della distribuzione (distribution-free). 

Per la maggior parte, questi metodi sono fondati sulle statistiche di rango o d’ordine; non 

utilizzano la media, ma la mediana come misura della tendenza centrale; vengono applicati 

indifferentemente sia alle variabili casuali discrete che a quelle continue. 

Quando le scale sono qualitative od ordinali e i campioni non sono di grandi dimensioni, non 

esistono alternative accettabili all’uso di test non parametrici. 

 

I metodi non parametrici presentano diversi vantaggi. Nell’introduzione del Capitolo I, del testo 

Nonparametric Statistical Methods, (2nd ed. John Wiley & Sons, New York, XIV + 787 pp.) 

pubblicato nel 1999, Myles Hollander e Douglas A. Wolfe ne elencano nove. Con un lista ancor più 

ampia, si può ricordare che i metodi non parametrici 

- richiedono poche assunzioni sulle caratteristiche della popolazione dalla quale il campione è 

stato estratto, in particolare non richiedono l’assunzione tradizionale di normalità; richiedono 

cioè ipotesi meno rigorose, in numero minore, più facilmente verificate nella realtà;  

- permettono di stimare un valore esatto di probabilità per i test e gli intervalli di confidenza, 

senza richiedere la normalità della distribuzione, 
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-  forniscono risposte rapide con calcoli elementari, quando i campioni sono piccoli,  

- sono meno sensibili ai valori anomali e quindi più estesamente applicabili; portano a conclusioni 

più generali e sono più difficilmente confutabili;  

- spesso sono più facili da capire; 

- alcune volte permettono anche analisi differenti, non possibili con i metodi classici, poiché non 

esistono test parametrici equivalenti, come nel caso del test delle successioni (presentato nel 

paragrafo successivo);  

- in certe condizioni, hanno addirittura una potenza maggiore, in particolare quando i dati 

raccolti sono molto distanti dagli assunti di validità del test parametrico; 

-  le nuove tecniche, quali il jackknife e il bootstrap (illustrati nell’ultimo capitolo) permettono di 

analizzare situazioni molto complesse, dove i metodi parametrici non sono in grado di derivare 

una distribuzione delle probabilità; 

- la diffusione dei computer rende il loro uso ancor più semplice e esteso. 

 

Impiegati vantaggiosamente in una varietà di situazioni, i test non parametrici presentano anche alcuni 

svantaggi.  

Per scale d'intervalli o di rapporti, quando le condizioni di validità per i metodi classici sono rispettate 

in modo rigoroso,  

- sovente sfruttano in modo meno completo l'informazione contenuta nei dati; quindi hanno 

una potenza minore, in particolare quando riducono l'informazione da scale d'intervalli o di 

rapporti a scale di rango o a risposte binarie.  

Per campioni di grandi dimensioni i metodi non parametrici, soprattutto se fondati sul calcolo 

combinatorio,  

- a volte richiedono metodologie più lunghe, manualmente impossibili, che pretendono l’uso del 

calcolatore. L’attuale divulgazione di alcuni di questi metodi, come sarà illustrato negli ultimi 

capitoli, è dovuta soprattutto alle possibilità di calcolo ripetuto dell’informatica.  

Per molti test è complesso valutare la significatività delle ipotesi,  

- poiché è difficile disporre delle tavole dei valori critici, pubblicati solo in testi per specialisti, 

quando non si hanno campioni abbastanza grandi da permettere l’uso della distribuzione normale. 

 

I metodi non parametrici sono adatti a problemi relativamente semplici, come il confronto tra due 

o più medie o tra due o più varianze, sempre relativamente ad un solo fattore. Con strutture di dati 

complesse, in cui si vogliano considerare contemporaneamente più fattori e covariate, non 

esistono ancora alternative al modello parametrico. Una soluzione elegante è spesso la 

trasformazione dei dati nel loro rango: anche con poche osservazioni, la distribuzione diventa 

approssimativamente normale e vengono ricostruite le condizioni di validità per l’uso dei test di 
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statistica classica. 

 

Nella ricerca ambientale, si rivela sempre più utile la conoscenza della statistica non parametrica, 

almeno dei test che più frequentemente sono citati nella letteratura specifica. Esiste un'ampia varietà di 

situazioni in cui possono essere applicati con rilevante profitto. Sotto l'aspetto didattico, per la sua 

semplicità d’impostazione, la statistica non parametrica si dimostra particolarmente utile 

nell'apprendimento dei processi logici, in riferimento alla formulazione delle ipotesi, alla stima 

delle probabilità mediante il test e all'inferenza sui parametri a confronto. 

 

I test di statistica classica formano una struttura logica unica, che ricorre ai medesimi presupposti ed 

elabora, in modo organico e con complessità crescente, una quantità di informazioni sempre maggiore, 

dal test t all'analisi della varianza, dalla regressione lineare semplice all’analisi della covarianza, dalla 

regressione multipla alla statistica multivariata.  

La statistica non parametrica invece è cresciuta per semplice accumulo di una serie ormai 

innumerevole di test, ognuno proposto per risolvere un problema specifico o poche situazioni 

particolari, anche se molti di essi si rifanno agli stessi principi elementari, come il calcolo dei segni, 

dei ranghi o delle precedenze.  

In questa frammentarietà d’elementi comuni e diversità d’approcci, diventa difficile ed ampiamente 

soggettiva una organizzazione logica e didattica delle varie centinaia di test non parametrici che è 

possibile rintracciare in letteratura. Nei testi è frequentemente risolta non sull'analogia dei metodi, ma 

sulla base del numero di campioni a confronto e delle ipotesi da verificare.  

Nella presentazione dei metodi più utili, i test non parametrici sono sovente classificati in 3 gruppi: 

1 - test per 1 campione e per 2 campioni dipendenti o indipendenti,  

2 - test per k campioni dipendenti o indipendenti,  

3 - test per l’associazione, la valutazione delle tendenze,  la correlazione e la regressione.  

 

In queste dispense, dato l’alto numero di metodi presentati, sono stati suddivisi in 

1 - test per un campione; 

2 - test per due campioni dipendenti  

3 - test per due campioni indipendenti,  

4 - test per più campioni dipendenti o indipendenti, 

5 – misure di tendenza e di associazione, 

6 – test per correlazione, concordanza e regressione lineare. 

Ad essi sono stati aggiunti altri paragrafi sull’uso del bootstrap e del jackknife, le tecniche più recenti 

quando non sia possibile ricorrere alla statistica parametrica. 
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Tra i vari argomenti fino ad ora discussi, il test χ2 , il test G e il metodo esatto di Fisher devono 

essere classificati tra i test non parametrici. Sono stati trattati separatamente e prima della 

discussione generale sui metodi, perché utili a presentare in modo semplice la procedura 

dell'inferenza; inoltre essi sono considerati fondamentali in qualsiasi corso anche elementare di 

statistica, a causa delle loro numerose applicazioni nella ricerca sperimentale, sia in natura sia in 

laboratorio.  

I test presentati nel terzo capitolo sul χ2 e il test G,  con esclusione di quelli che si rifanno alla 

distribuzione Z, sono parte integrante ed essenziale della statistica non parametrica. In vari casi, essi 

forniscono anche le procedure inferenziali, i valori critici e la distribuzione delle probabilità di altri 

test non parametrici; è il caso del test della mediana, che dopo aver diviso i 2 o più gruppi a confronto 

in due classi, ricorre al test χ2 o test equivalenti per la stima della significatività. 

 

 

7.2.   I TEST ESATTI E IL METODO MONTE CARLO 

Il test esatto più noto, a volte l’unico riportato sui testi di statistica, è il Fisher exact test, in italiano 

chiamato test delle probabilità esatte di Fisher. Proposto per la prima volta quasi 

contemporaneamente e in modo indipendente negli anni 1934-35 da Fisher, da Yates e da Irwin con 

articoli differenti e in modo indipendente, è chiamato anche Fisher-Yates test o Fisher-Irwin test.  

Fondato sulla distribuzione ipergeometrica, che utilizza il calcolo combinatorio, permette di stimare la 

probabilità di trovare per caso distribuzioni specifiche in tabelle 2 x 2. Quando il campione è piccolo, 

queste probabilità esatte sono più precise di quelle ricavate con la distribuzione normale o dalla 

distribuzione chi quadrato, che sono valide asintoticamente solo per grandi campioni. 

I tradizionali metodi parametrici sono ideali, se i dati rispettano le assunzioni sottostanti i test. Ma, 

quando il numero di casi è ridotto, quando si suddivide il campione in molti sottogruppi oppure 

quando l’ottanta per cento o più dei casi ricadono in una sola categoria, quindi i campioni sono 

fortemente sbilanciati, i test tradizionali possono fornire risultati non corretti. Anche in questi casi, i 

test esatti forniscono sempre il valore corretto della probabilità p, indipendentemente dalla struttura 

dei dati.  

 

Le probabilità esatte possono essere calcolate per l’intero spettro dei problemi non parametrici e 

categoriali, sia per insiemi di dati ridotti sia estesi. Possono essere stimate in test per un campione, due 

campioni e k campioni sia indipendenti che dipendenti, in test per verificare il trend, in test sulla bontà 

di adattamento, in test di indipendenza nelle tavole di contingenza a più dimensioni e in test sulle 

misure di associazione. In modo più specifico e come sarà presentato in molti casi, i test per i quali i 

programmi informatici più importanti forniscono le probabilità esatte sono: 

-  test esatto di Fisher e test chi quadrato di Pearson, in tabelle 2 x 2 e in tabelle R x C; 
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-  test del rapporto di verosimiglianza; 

-  test di associazioni lineare; 

-  test di McNemar; 

-  test di Kolmogorov-Smirnov per uno e per due campioni 

-  test binomiale e quello dei segni;  

-  test di Wilcoxon per un campione; 

-  test della mediana per due e per più campioni indipendenti; 

-  test U di Mann-Whitney e test T di Wilcoxon per due campioni; 

-  test delle successioni di Wald-Wolfowitz per uno e per due campioni; 

-  test di casualizzazione o di permutazione per uno e per due campioni, dipendenti o indipendenti; 

-  test di Friedman per più campioni indipendenti; 

-  test Q di Cochran e test di Kruskall-Wallis per più campioni dipendenti 

-  test di Joncheere-Terstra e test di Page per il trend; 

- test di correlazione non parametrica; 

- test di regressione non parametrica. 

 

Per calcolare le probabilità esatte di vari test e per costruire gli intervalli di confidenza della tendenza 

centrale, i metodi spesso sono fondati sulla distribuzione binomiale e sul calcolo combinatorio, in 

particolare le combinazioni e le permutazioni. Corretti e semplici per piccoli campioni, questi metodi 

diventano inapplicabili quando i campioni sono grandi, a causa della quantità di calcolo richiesta. Per 

esempio, con 30 dati il numero di permutazioni è 

30! = 2.65253 x 1032 

 

Anche con un computer, si pone quindi il problema economico e di tempo di non elencare tutte le 

possibili risposte, ma di prendere in considerazione solamente un campione casuale di esse. Il metodo 

utilizzato è detto Monte Carlo e consiste nella scelta casuale di casi attraverso la generazione di 

numeri random, mediante il computer. La distribuzione delle probabilità ottenuta coincide con quella 

ricavata su tutta la popolazione delle risposte possibili. 

Altre volte, come sarà illustrato per il bootstrap e per il jackknife, nella stima delle probabilità il 

fattore limitante non è rappresentato dalle dimensioni del campione, ma dalla complessità della 

procedura. In questo caso, non potendo fare i calcoli teorici, le probabilità è ricavata attraverso un 

numero elevato di simulazioni. Si ottiene rapidamente una serie ampia di dati che, trattati con metodi 

statistici, forniscono stime che diventano tanto più attendibili quanto più è grande il numero delle 

prove fatte.  

 

Il metodo Monte-Carlo è una tecnica statistica che fu ideata durante la seconda guerra mondiale da 
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Stanislaw Ulam nell'ambito del Progetto Manhattan. Successivamente venne sviluppata da Ulam 

stesso, John von Neumann, Enrico Fermi, Nicholas Metropolis ed altri. Molti anni dopo, nel 1983, 

Ulam raccontò che l'idea del metodo gli era venuta nel 1946 dopo aver tentato inutilmente di calcolare 

teoricamente la probabilità di successo in un certo gioco di carte (un difficile solitario). 

Le origini del metodo Monte Carlo sono attribuite al gruppo di fisici che durante le seconda guerra 

mondiale studiavano le reazioni del nucleo dell’atomo, colpito da una particella veloce. Esso si 

frantuma in molte particelle, che vanno a colpire i nuclei di altri atomi vicini, che a loro volta si 

frantumano con una reazione a catena, nella quale si libera una gran quantità d'energia. Il problema da 

risolvere è: “Il processo durerà fino a coinvolgere l'intero universo oppure s'arresterà, dopo un certo 

numero di reazioni?” 

Una volta introdotti alcuni parametri iniziali, il fenomeno fu simulato da un calcolatore per mezzo di 

valori casuali, trattati con metodi statistici.  

Si poté così stimare la probabilità che, dopo un certo numero di "generazioni", le particelle emesse nel 

corso delle reazioni a catena, cessassero di generare altre particelle. Le simulazioni dettero sufficienti 

garanzie e gli esperimenti reali furono successivamente eseguiti con una buona dose di tranquillità. 

Fu Enrico Fermi, a detta di Emilio Segré, ad inventare il metodo Monte Carlo (senza usare questo 

nome), quando studiava a Roma il moto dei neutroni all'inizio degli anni 30.  

Stanislaw Ulam, uno dei fisici che lavoravano in questo gruppo, usò il metodo Monte Carlo nel '46. 

Narra egli stesso: "... L'idea del metodo Monte Carlo mi è venuta giocando a carte un solitario 

durante un periodo di convalescenza, nel 1946. Avevo sprecato un mucchio di tempo per calcolare, 

senza successo, con tecniche combinatorie, la probabilità di riuscita del solitario. Pensai allora che, 

giocando un centinaio di volte il solitario, avrei potuto stimare questa probabilità con la frequenza 

delle volte con cui era riuscito, aggirando così con la pratica il pensiero astratto. Questo metodo era 

ormai possibile, visto l'avvento dei calcolatori veloci.  

Era ovvio pensare anche a soluzioni simili per problemi legati alla diffusione dei neutroni o di fisica 

matematica e, più in generale, a come scambiare processi descritti da certe equazioni differenziali con 

un modello equivalente interpretabile come successione di operazioni aleatorie. In seguito descrissi 

l'idea a John von Neumann (il responsabile scientifico del progetto della bomba atomica) e 

cominciammo a realizzare veri e propri calcoli matematici al riguardo."  

Il progetto che fu presentato per un finanziamento su queste ricerche teoriche fu chiamato Monte 

Carlo. Da qui il nome, che intuitivamente rimanda a Monte Carlo come sede nota di un casinò. 

 

Sono tanti ormai i campi in cui si utilizzano metodi statistici per ottenere informazioni e stime su 

fenomeni legati al caso. Non occorre che i dati siano raccolti durante un esperimento reale in cui tali 

fenomeni avvengono. Ciò potrebbe richiedere troppo tempo e, in ogni caso, non sempre la natura 

fornisce situazioni sperimentali.  
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I dati possono allora provenire da simulazioni fatte per mezzo di un computer, in grado di generare 

sequenze di numeri casuali. Esse sono quindi utilizzate per simulare per migliaia di volte il fenomeno 

aleatorio, raccogliendo così rapidamente una serie di dati che, trattati con metodi statistici, forniscono 

stime che diventano tanto più attendibili quanto più è grande il numero delle prove fatte.  

Molti campi della ricerca teorica e applicata usano ormai questo metodo, reso facile dalla velocità dei 

computer, con la costruzione di algoritmi adeguati che possono prendere in considerazione 

contemporaneamente molte variabili, ognuna generata con il metodo Monte Carlo. In matematica, per 

la soluzione di problemi complessi, che vanno dal calcolo combinatorio agli integrali. In ingegneria, 

per analizzare rapidamente effetti e anomalie possibili nella fusione alle alte temperature. In biologia, 

per l’analisi delle sequenze e per simulare i processi di evoluzione naturale. In informatica, quasi tutti i 

giochi con il computer. 

 

 

7.3.   IL TEST DELLE SUCCESSIONI PER UN CAMPIONE 
Quando si dispone di un solo campione, i quesiti di inferenza statistica che ricorrono con maggior 

frequenza riguardano la verifica di un accordo della distribuzione osservata con una distribuzione 

teorica od attesa. E’ quanto già discusso nel capitolo III, in cui la distribuzione attesa può essere 

stimata sulla base di qualsiasi legge matematica, statistica o biologica.  

Un secondo gruppo importante di inferenze applicate ad un campione riguarda la verifica della 

tendenza centrale in una distribuzione simmetrica, sia intorno allo zero che a qualsiasi altro valore. 

Come già presentato nei capitoli precedenti di statistica parametrica, sono utilizzati il test Z o il test t, 

in rapporto al fatto che si conosca la varianza della popolazione o che si debba ricorrere a quella 

campionaria come sua stima migliore. 

Quando la distribuzione non è normale o il tipo di scala è ordinale, si può ricorrere ai test presentati 

nei capitoli successivi. Prima di essi è tuttavia importante discutere il test delle successioni, in quanto 

non ha l’equivalente in statistica parametrica ed è utile in varie circostanze. 

 

Il test delle successioni per un campione o per risposte alternative (Run test with two attributes), già 

illustrato da J. V. Bradley nel suo testo di Statistica non parametrica del 1968 (intitolato Distribution-

free Statistical Test, edito da Englewood Cliffs, NJ: Prentice Hall), è utilizzato nel caso di 

osservazioni raccolte in una successione temporale o in una successione geografica, a partire da un 

punto origine. Permette di saggiare se, in riferimento all'ordine, alla sequenza, alla successione 

(run) o serie (termini sinonimi), i dati del campione sono casuali.  

E' un quesito che nella ricerca sperimentale si pone spesso, sia in laboratorio che in natura: verificare 

se i risultati positivi e negativi, i valori alti e bassi di una serie temporale di osservazioni oppure due 

categorie di eventi alternativi si succedono nel tempo o nello spazio con casualità. Infatti essi 
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potrebbero non essere casuali, ma aggregarsi o alternarsi con regolarità prevedibile, come può 

avvenire nei fenomeni ciclici. 

L'importanza del test per l’analisi delle successioni deriva anche dall’essere privo di alternative: non 

esistono test analoghi nella statistica parametrica. 

Il test può essere applicato per dati binari, tipici di un processo binomiale. Può anche essere esteso a 

dati continui, misurati con scale d'intervalli o di rapporti, ma solo dopo trasformazione in risposte 

binarie. Ad esempio, con misure continue si ottiene una distribuzione binomiale (valori alti e valori 

bassi), mediante il confronto di ogni singola misura con un valore stimato o prefissato, come la 

mediana o un qualsiasi valore soglia. 

 

Per chiarire più compiutamente i concetti relativi alla successione di eventi casuali e ai casi in cui 

questo test può essere applicato, è utile un esempio.  

 

Si supponga di lanciare una moneta 15 volte e che si ottenga 8 volte testa (T) e 7 volte croce (C), con 

la seguente serie temporale  

 

T  C  T  C  T  C  T  C  T  C  T  C  T  C  T 

 

E' evidente la sua non casualità, che si riferisce non al numero di T e di C, la cui probabilità può 

essere calcolata con il test binomiale, ma al regolare alternarsi degli eventi. Parimenti non casuale 

sarebbe stata una serie, identica come numero di dati alternativi T (8) e C (7), ma in sequenza 

differente, 

T   T   T   T   T   T   T   T   C   C   C   C   C   C   C 

 che concentra nella prima parte tutti gli eventi di un tipo e nella seconda quelli dell'altro tipo. 

 

La verifica degli effetti sistematici o periodici è fondata sul conteggio delle successioni, definite 

come il numero di simboli identici preceduti o seguiti da simboli differenti o da nessun simbolo. 

Nel primo caso dell’esempio, il numero delle successioni è 

 

T C T C T C T C T C T C T C T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

               

 

 15, come il numero di osservazioni che ne rappresenta il valore massimo; 

 nel secondo caso è 

T T T T T T T T C C C C C C             C       
21
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 solamente 2, come il numero di eventi alternativi e che rappresenta il numero minimo.  

E' intuitivo che la successione dei 15 lanci della moneta non può essere ritenuta casuale, in nessuno dei 

due casi teorici presentati. E’ evidente una legge dell’alternanza nel primo caso e di concentrazione nel 

secondo, che permettono di indovinare con facilità il risultato di eventuali lanci successivi.  

Essi rappresentano i due casi estremi di tutti i modi, in cui è possibile disporre gli elementi dei due 

gruppi. 

In un gruppo di N oggetti di cui n1 di tipo 1 e n2 di tipo 2 si hanno  

 

!!
!

21 nn
N

 

 possibili differenti ordini differenti. 

Nell’esempio precedente con N = 15, n1 = 8  e  n2 = 7  sono 

 

6435
!7!8
!15

=  

 6435 ordini differenti. 

Ognuno di essi è caratterizzato da un numero specifico di successioni, che in totale hanno una 

distribuzione approssimativamente o asintoticamente normale, per campioni sufficientemente grandi. 

 

Un campione può ragionevolmente essere ritenuto casuale solamente quando il numero delle 

successioni non è né troppo grande né troppo piccolo. Per essere casuale, il numero di successioni 

deve tendere ad una frequenza media ( rµ ), che dipende dal numero dei due eventi alternativi; 

essa può essere calcolata con la formula 

 

µ r
n n
N

=
⋅ ⋅

+
2 11 2  

 dove  

- µ r  è la media aritmetica attesa delle successioni, 

- n1  è il numero di eventi di un tipo, 

- n2  è il numero di eventi dell'altro tipo, 

- N  è il numero totale di dati od osservazioni ( )N n n= +1 2 . 

Applicata sempre allo stesso esempio teorico, con   N = 15,  n1 = 8 e n2 = 7, la media stimata o attesa 

(µr) del numero di successioni (runs), nell’ipotesi che H0  (distribuzione casuale di T e C) sia vera 

 

µr=
⋅ ⋅

+
2 8 7

15
1  =  

112
15

1+   =  8,46  
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 è uguale a 8,46 .  

In questo modo, il quesito sulla casualità delle successioni è trasformato nel problema di verificare se 

il numero di successioni contato nella serie sperimentale di dati (15 o 2) sia significativamente 

differente dal valore medio atteso (8,46 ). 

Nella condizione che l'ipotesi nulla H0 sia vera (totale casualità degli eventi nella loro successione 

temporale), la differenza tra il numero di successioni osservate e il numero atteso segue una 

distribuzione approssimativamente normale, quando le dimensioni dei due campioni sono 

grandi. La probabilità relativa può essere calcolata mediante 

 

r

rRZ
σ

µ−
=  

 dove  

- R  è il numero di successioni (Runs) osservate, 

- µ r  è la media attesa di successioni, nella condizione che l'ipotesi nulla H0 sia vera, 

- σ r  è la deviazione standard della media e può essere calcolata da 

 

σr
( )

( )=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

⋅ −
2 2

1
1 2 1 2

2

n n n n N
N N

 

 sulla base  

- del numero di dati n1 e n2 dei due eventi alternativi e  

- del numero totale N di osservazioni. 

 

Nell’uso di questo test, l’ipotesi che ricorre con frequenza maggiore riguarda un numero troppo 

ridotto di successioni. Nella ricerca etologica può essere, in animali a struttura sociale di tipo 

gerarchico, la modalità d’accesso al cibo d’individui appartenenti a due livelli sociali diversi o la 

precedenza degli anziani rispetto ai giovani. Nella ricerca ambientale, è il caso della successione di 

depositi geologici in una sezione, della quale si intenda verificare la non casualità dei differenti strati 

risalenti a due tipologie diverse. 

 

Per piccoli campioni (n1 e n2 < 20), la distribuzione delle probabilità è distorta rispetto a quella 

normale. In tali condizioni, la significatività deve essere fornita da tabelle che riportano le frequenze 

critiche minime e massime. Nelle due pagine precedenti sono state riportate quattro tabelle: le prime 

due per test bilaterali,  le altre due per test unilaterali. 
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TAVOLA  DEI  VALORI  CRITICI  NEL  TEST  DELLE  SUCCESSIONI 
ALLA  PROBABILITA’  0.05  PER  TEST  A  DUE  CODE 

La tabella superiore riporta i valori minimi e quella inferiore i valori massimi significativi. 
n2 

n1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2           2 2 2 2 2 2 2 2 2 

3     2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 

4    2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 

5   2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 

6  2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 

7  2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 

8  2 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7 

9  2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8 

10  2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9 

11  2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9 

12 2 2 3 4 4 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10 

13 2 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10 

14 2 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11 

15 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 

16 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 

17 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 13 

18 2 3 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 

19 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13 13 

20 2 3 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 11 12 12 13 13 13 14 
 

n2 

n1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

4    9 9               

5   9 10 10 11 11             

6   9 10 11 12 12 13 13 13 13         

7    11 12 13 13 14 14 14 14 15 15 15      

8    11 12 13 14 14 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 17 

9     13 14 14 15 16 16 16 17 17 18 18 18 18 18 18 

10     13 14 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20 

11     13 14 15 16 17 17 18 19 19 19 20 20 20 21 21 

12     13 14 16 16 17 18 19 19 20 20 21 21 21 22 22 

13      15 16 17 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 

14      15 16 17 18 19 20 20 21 22 22 23 23 23 24 

15      15 16 18 18 19 20 21 22 22 23 23 24 24 25 

16       17 18 19 20 21 21 22 23 23 24 25 25 25 

17       17 18 19 20 21 22 23 23 24 25 25 26 26 

18       17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 26 26 27 

19       17 18 20 21 22 23 23 24 25 26 26 27 27 

20       17 18 20 21 22 23 24 25 25 26 27 27 28 



 15 
 

 

TAVOLA  DEI  VALORI  CRITICI  NEL  TEST  DELLE  SUCCESSIONI 
ALLA  PROBABILITA’  0.05  e  0.01  PER  TEST  A  UNA  CODA 

Le tabelle riportano i valori minimi significativi. 
E’ significativo ogni numero di successioni minore od uguale a quello riportato nella tabella. 

 

α = 0.05 
n2 

n1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

4   2                 

5  2 2 3                

6  2 3 3 3               

7  2 3 3 4 4              

8 2 2 3 3 4 4 5             

9 2 2 3 4 4 5 5 6            

10 2 3 3 4 5 5 6 6 6           

11 2 3 3 4 5 5 6 6 7 7          

12 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8         

13 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9        

14 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10       

15 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11      

16 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 11     

17 2 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12    

18 2 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13   

19 2 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12 13 13 14 14  

20 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 
 

α = 0.01 
n2 

n1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

5    2                

6   2 2 2               

7   2 2 3 3              

8   2 2 3 3 4             

9  2 2 3 3 4 4 4            

10  2 2 3 3 4 4 5 5           

11  2 2 3 4 4 5 5 5 6          

12  2 3 3 4 4 5 5 6 6 7         

13  2 3 3 4 5 5 6 6 6 7 7        

14  2 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8       

15  2 3 4 4 5 5 6 7 7 8 8 8 9      

16  2 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10     

17  2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10 10    

18  2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11   

19 2 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12  

20 2 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 11 12 12 13 
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Le prime due tabelle forniscono i valori critici del numero di successioni minimo e massimo alla 

probabilità α = 0.05; le due tabelle sono simmetriche, per cui è indifferente l’identificazione in n1 o 

n2 del numero di osservazioni di uno qualsiasi dei due gruppi.  

Nella tabella superiore, è riportato il valore minimo significativo: permette di rifiutare l’ipotesi 

nulla, con qualsiasi valore uguale o minore di quello riportato. Qualunque valore osservato (R) che 

sia uguale o minore a quello riportato ha una probabilità α ≤ 0.025 di verificarsi, nell'ipotesi che H0 sia 

vera.  

Nella tabella inferiore, è riportato il valore massimo significativo: permette di rifiutare l’ipotesi 

nulla, con qualsiasi valore uguale o superiore a quello riportato. Qualunque valore osservato (R) 

che sia eguale o maggiore di quello riportato corrisponde a una probabilità α  ≤ 0.025 di essere 

casuale. 

Con i dati dell’esempio (n1 = 8  e  n2 = 7),  

- il valore minimo, riportato nella tabella superiore, è 4;  

- il valore massimo, riportato nella tabella inferiore, è 13.  

In un test bilaterale, sarebbero quindi significativi i valori uguali od inferiori a 4 e uguali o superiori a 

13: i due valori (2 e 15) del numero di successioni osservate nell’esempio con il lancio delle monete 

permettono di rifiutare l’ipotesi nulla. 

Quando il numero di successioni è compreso nell'intervallo fra la frequenza minima e quella massima 

riportate della tabella, con esclusione dei valori riportati, non si è nelle condizioni di rifiutare l'ipotesi 

nulla H0: la sequenza dei due eventi può essere ritenuta casuale. 

 

Le altre due tabelle forniscono i valori critici per test ad una coda, al fine di verificare se il 

numero di successioni osservato sia minore di quello casuale, atteso nella condizione che H0 sia 

vera (H :  R <  1 µ r ). 

La tabella superiore riporta i valori critici alla probabilità α = 0.05 e  

la tabella inferiore i valori critici alla probabilità α = 0.01. 

A differenza delle due precedenti, queste due tabelle non sono simmetriche: 

- n1 è il numero di osservazioni del campione maggiore ed  

- n2 identifica il numero di osservazioni del campione minore. 

 

Per grandi campioni (n1 o n2 > 20) non eccessivamente sbilanciati, la distribuzione delle 

successioni tende ad essere asintoticamente normale. I valori critici sono pertanto forniti dalla 

tabella della distribuzione normale standardizzata.  

I valori critici alla probabilità α = 0.05 sono rispettivamente  

- 1,96 per un test bilaterale (α = 0.025 nelle due code della distribuzione) e  

- 1,645 per un test unilaterale (α = 0.05 in una sola coda della distribuzione).  
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Alla probabilità α = 0.01 sono rispettivamente  

- 2,576 per un test bilaterale (α = 0.005 nelle due code della distribuzione) e  

- 2,33 per un test unilaterale (α = 0.01 in una sola coda della distribuzione). 

 

ESEMPIO 1.  In laboratorio di analisi delle sostanze inquinanti oleose, si ha il timore che lo strumento 

di analisi non sia corretto; si teme che, sporcandosi con una concentrazione alta, influenzi quella 

successiva. Sono stati misurati in successione 16 campioni d’acqua contenenti una sostanza oleosa e 

sono stati ottenuti i seguenti valori di concentrazione, espressi in mg per litro: 

 

25 36 27 45 18 76 89 73 57 44 21 32 85 67 78 85 

 

 

Sulla base dei dati raccolti, si può affermare alla probabilità α = 0.05 che lo strumento non sia 

corretto? 

 

Risposta.  Occorre dapprima classificare i valori in due categorie: bassi (-) e alti (+). E’ una 

trasformazione possibile mediante il confronto con la mediana (uguale a 51 nella serie dei dati 

raccolti), per cui i due gruppi avranno un numero uguale di osservazioni basse e alte (8-  e 8+). 

La sequenza delle risposte, tradotte in valori bassi (-) e alti (+), diventa 

 

- - - - - + + + + - - - + + + + 

1 2 3 4 

 

 

 e risulta formata da 4 successioni. 

 

Sulla base dell'ipotesi formulata, è un test ad una coda: si tratta infatti di verificare se esiste 

trascinamento dell’informazione e quindi se il numero di successioni sia significativamente inferiore al 

valore atteso, nell’ipotesi di totale casualità degli eventi come dovrebbe succedere con uno strumento 

corretto.  

Secondo l'ipotesi nulla 

Η0:  R r= µ  

 

 il numero medio di successioni osservate (R) non si discosta in modo significativo da quello atteso, 

 mentre secondo l’ipotesi alternativa unilaterale 
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rR µ<Η   :1  

 essa è significativamente minore. 

 

Con n1 = 8  e  n2 = 8,  tale media attesa µr 

 

µ r =
⋅ ⋅

+ =
2 8 8

16
1 9 

 risulta uguale a 9. 

 

Per verificare l'ipotesi sulla casualità della sequenza delle analisi, occorre quindi risolvere il problema 

statistico di conoscere la probabilità di trovare 4 successioni o un valore inferiore, quando la media 

attesa è 9.  

La tavola dei valori critici inferiori per un test ad una coda, per n1 = 8  e  n2 
= 8  alla probabilità α = 

0.05 riporta la frequenza di 5, che è maggiore del valore di R (4) osservato.  

E’ un valore significativo alla probabilità α = 0.05.  

Di conseguenza, con una probabilità di errare minore di 0.05, si rifiuta l'ipotesi nulla di una casualità 

del numero di successioni osservate e si accetta l'ipotesi alternativa: lo strumento non è preciso, ma 

risente del valore di concentrazione dell’ultimo campione. 

 

ESEMPIO 2.  Si vuole verificare se in un gruppo d’animali l’accesso al cibo avvenga in modo casuale 

oppure sia possibile ipotizzare un ordine differente: un alternarsi quasi regolare tra maschi e femmine 

secondo lo stato sociale delle coppie oppure a gruppi dello stesso sesso.  

Un gruppo di 30 (N) animali in cattività con un’organizzazione sociale a struttura gerarchica, 

composto da 17 (n1) femmine e 13 (n2) maschi adulti, deve percorrere uno stretto corridoio per 

accedere al cibo. L'ordine osservato d’accesso al cibo, classificato per sesso,  

è stato: 

MFFMFFFMMMFMFMFFFFFMMMFMMMFFFF 
 
L’ordine può essere definito casuale? 
 

Risposta.  Dopo aver contato il numero di successioni (R)  

(già definite come il numero di simboli identici preceduti o seguiti da simboli differenti o da 

nessun simbolo) 
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M FF M FFF MMM F M F M FFFFF MMM F MMM FFFF 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

 

 

 e che risulta uguale a 14,  

 aver definito N (30), n1 (17) e n2 (13), 

 si deve calcolare la media attesa, nella condizione che H0 sia vera.  

Dalla formula generale 

µ r
n n
N

=
⋅ ⋅

+
2 11 2  

 si stima una media attesa 

µ r =
⋅ ⋅

+ =
2 17 13

30
1 15 73,  

 uguale a 15,73. 

L’ipotesi nulla è 

Η0:  R r= µ  

 ossia che il numero medio di successioni osservate (R = 14) non si discosti in modo significativo da 

quello atteso (15,73), mentre l’ipotesi alternativa bilaterale 

rR µ≠Η   :1  

 è che esso differisca in modo non casuale. 

 

Il numero osservato di successioni (R = 14) è inferiore alla media attesa ( µ r = 15 73, ). Vi è quindi una 

tendenza a spostarsi in gruppi dello stesso sesso. Si tratta di valutare se tale differenza tra numero 

osservato e media attesa sia significativa. 

Il test è bilaterale, in quanto a priori non si intendeva verificare una teoria precisa, ma solo evidenziare 

il comportamento degli individui esaminati.  

Per 2 gruppi, di 17 e 13 dati rispettivamente, alla probabilità α = 0.05 nelle due tabelle sinottiche il 

valore critico inferiore è 10 ed il valore critico superiore è 22. Il numero di successioni osservato (R = 

14)  è compreso in questo intervallo: si accetta l'ipotesi nulla.  

In riferimento al sesso, l'accesso al cibo è avvenuto in ordine casuale.  

 

Il numero di osservazioni (17 e 13) è abbastanza alto e relativamente bilanciato, tale da permettere il 

ricorso alla distribuzione normale, al fine di stimare una probabilità più precisa di quella fornita dalla 

tabella attraverso i valori critici. 
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Dopo aver calcolato il numero di successioni osservato (R = 14) e la media attesa ( =rµ 15,73) 

nell’ipotesi che H0 sia vera, attraverso la formula generale 

( )
( )σr

n n n n N
N N

=
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

⋅ −
2 2

1
1 2 1 2

2  

si stima la deviazione standard 

 che, con i dati dell’esempio, 

( )
( )σr =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ −

2 17 13 2 17 13 30
30 30 12  = 

442 412
900 29

⋅
⋅

 = 6 977,  = 2,64 

risulta uguale a 2,64. 

Attraverso R (14), µR (15,73) e σR (2,64)  

 si stima il valore di Z 

r

rRZ
σ

µ−
=  

che 

64,2
73,1514 −

=Z  = 0,6553 

fornisce un valore approssimato di 0,66. 

Nella tavola della distribuzione normale standardizzata, esso è associato a una probabilità (P) uguale a 

0.5092 per un test bilaterale. E’ una probabilità molto alta (50,92%), indicativa di una elevata casualità 

del numero di successioni osservato nell’esperimento. Si accetta l’ipotesi nulla: anzi, con una 

probabilità P così alta, si può affermare che l’ipotesi nulla è dimostrata (anche se in teoria 

l’ipotesi nulla è solo rifiutata o non rifiutata, mai dimostrata). 

 

ESEMPIO 3.  Si ritiene importante verificare se aumenti e diminuzioni nel tasso medio 

d’inquinamento giornaliero avvengono casualmente (H0) oppure se esistono periodi di più giorni con 

una serie continua di valori con la stessa tendenza (H1). 

Per un periodo di 50 giorni continuativi, è stata fatta una rilevazione media del tasso d’inquinamento 

atmosferico. Si è anche annotato costantemente se il valore era aumentato o diminuito, rispetto al 

giorno precedente.  

Si è osservato che in 34 casi era aumentato (+) ed in 16 era diminuito (-), con la sequenza riportata 

nella tabella sottostante: 

 

+++++ - ++ --- ++++++ - ++ - +++++ - +++++ ---- ++++++ -- +++ ---

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Quali indicazioni è possibile dedurre? 

 

Risposta.  E' un test ad una coda: si chiede di verificare se le successioni osservate (R = 16) sono in 

numero significativamente minore dell’atteso, se fosse vera l’ipotesi di pura casualità dei valori 

d’inquinamento. 

Il numero di osservazioni è sufficientemente alto (N = 50;  n1 = 16;  n2 = 34) da permettere il ricorso 

alla distribuzione normale standardizzata.  

Secondo l'ipotesi nulla, il numero medio atteso (µr) è 

 

µ r =
⋅ ⋅

+ =
2 16 34

50
1 22 76,  

 uguale a 22,76 e  

 la deviazione standard (σr) è 

( )
( )σr =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ −

=
2 16 34 2 16 34 50

50 50 1
3 0362 ,  

 uguale a 3,036. 

La probabilità di trovare per caso differenze uguali o superiori a quella riscontrata tra numero di 

successioni osservate (R = 16) ed attese (µr = 22,76) è fornita dalla distribuzione normale 

standardizzata (Z) 

226,2
036,3

76,2216
−=

−
=Z  

 il cui valore è uguale a -2,226. 

Nell’area di coda unilaterale, a tale valore (arrotondato a 2,23) è associata una probabilità uguale a 

0.01287 o 1,287%. 

La probabilità che il numero di successioni osservate sia casuale è molto piccola, nettamente inferiore 

a 0.05 scelta abitualmente come probabilità critica.  

Si rifiuta l'ipotesi nulla e si accetta l'ipotesi alternativa: i giorni di aumento e di diminuzione dei valori 

d’inquinamento atmosferico non si alternano casualmente, ma tendono a concentrarsi in serie 

temporali di più giorni. 
 

 

7.4.   TEST DEI SEGNI PER UN CAMPIONE 

Il test dei segni (the sign test) per un campione è il test non parametrico più semplice per la verifica 

di ipotesi sulla tendenza centrale; è l’equivalente non parametrico del test t di Student per un 

campione. 

Al posto dell’ipotesi nulla 
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H0: 0µµ =  

 contro l’ipotesi alternativa bilaterale  

H1: µ ≠ µ0 

 il test dei segni come misura di tendenza centrale utilizza la mediana, sia nella metodologia, sia 

nell’ipotesi nulla. Quindi 

in test bilaterali verifica 

H0: me = me0 

 contro l’alternativa bilaterale 

H1: me ≠ me0 

 

Nel caso di test unilaterali,  

 mentre nel test t di Student si verifica 

H0: µ ≤ µ0    contro    H1: µ > µ0 

oppure 

H0: µ ≥ µ0    contro    H1: µ > µ0 

nel test dei segni si verifica 

H0: me ≤ me0    contro    H1: me > me0 

oppure 

H0: me ≥ me0    contro    H1: me > me0 

(In alcuni testi, l’ipotesi nulla è sempre riportata come H0 : me = me0, anche nei test unilaterali). 

 

La differenza fondamentale tra il test t e il test dei segni consiste nel fatto che il primo utilizza la 

distribuzione t di Student mentre il secondo si avvale della distribuzione binomiale, bene 

approssimata dalla distribuzione normale nel caso di grandi campioni. 

Il test dei segni rappresenta una delle procedure più antiche nella statistica inferenziale. E’ stato 

utilizzato già nei primi anni del 1700 da Arbuthnot, per verificare se a Londra il rapporto fra maschi e 

femmine alla nascita superava il valore di 0,5. In tempi più recenti, ma sempre nelle fasi iniziali della 

statistica moderna, è stato riproposto da Sir R. A. Fisher nel suo testo Statistical methods for research 

workers del 1925. Da qui il nome, in alcuni testi, di Fisher’s sign test. 

Nella ricerca sul campo ed in laboratorio, è frequente il caso in cui non tutti i dati hanno la stessa 

precisione o attendibilità. Nelle misure strumentali, quasi sempre si valutano correttamente quantità 

intorno alla media; ma sovente non si riesce a determinare valori troppo piccoli, che vengono indicati 

con minore di X, e/o valori molto grandi, fuori scala indicati con maggiore di Y. La serie dei dati 

riporta quantità intorno alla tendenza centrale, che possono essere ordinati ed altri agli estremi con 

molte sovrapposizioni. 

Ad esempio, disponendo di un campione di N (12) osservazioni già ordinate in modo crescente,  
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<1     <1     1     2     4     5     8     9     10     12     19     >20 

 

 può sorgere il problema di valutare se la mediana (me) sia significativamente minore di un valore di 

confronto, indicato nel caso in 15 (me0). 

E’ un test unilaterale, dove l’ipotesi nulla è  

H0:  me ≥ me0  

e l’ipotesi alternativa è 

H1:  me < me0 

 

La procedura del test dei segni per un campione è semplice: 

- si confronta ogni punteggio con il valore di paragone (15), trasformando in segni negativi i 

punteggi inferiori ed in segni positivi quelli maggiori, ottenendo 

 

-   -   -   -   -   -   -   -   -   -   +   + 

 

- si contano i segni negativi (10) ed i segni positivi (2); la scala utilizzata dovrebbe essere continua e 

quindi non dovrebbero esistere valori uguali a quello di confronto, che danno una differenza 

di 0 da esso; qualora esistessero, le differenze uguali a 0 devono essere ignorate, con una pari 

riduzione delle dimensioni N del campione; 

 

- se fosse vera l’ipotesi nulla, i segni negativi e quelli positivi dovrebbero essere approssimativamente 

uguali, con differenze imputabili alla casualità; si sceglie uno dei due valori, di solito quello 

minore (2): se è vera l’ipotesi nulla, dovrebbe non discostarsi troppo da N/2, corrispondente a 6 

con i dati dell’esempio; 

 

- con la distribuzione binomiale,  
rNrr

N qpC −⋅⋅  
 

        nella quale   N = 12       r = 2       p = q = 1/2 

        si stima la probabilità di trovare la distribuzione osservata e quelle più estreme nella stessa 

direzione (quindi per r che varia da 2 a 0); per evitare tanti calcoli si può ricorrere a tabelle che già 

forniscono le probabilità cumulate, per p = 1/2, con N e r che variano fino a 20 (riportata nella pagina 

successiva);  
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PROBABILITA’  CUMULATE  DELLA  DISTRIBUZIONE  BINOMIALE 

 
rNrr

N qpC −⋅⋅  
 
 
 N = numero di osservazioni 
 r = numero minore tra segni positivi e negativi 
 
 

N 
 

R 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0 0.016 0.008 0.004 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1 0.109 0.062 0.035 0.020 0.011 0.006 0.003 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

2 0.344 0.227 0.144 0.090 0.055 0.033 0.019 0.011 0.006 0.004 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000

3 0.656 0.500 0.363 0.254 0.172 0.113 0.073 0.046 0.029 0.018 0.011 0.006 0.004 0.002 0.001

4 0.891 0.773 0.637 0.500 0.377 0.274 0.194 0.133 0.090 0.059 0.038 0.024 0.015 0.010 0.006

5 0.984 0.938 0.856 0.746 0.623 0.500 0.387 0.291 0.212 0.151 0.105 0.072 0.048 0.032 0.021

6 1.00 0.992 0.965 0.910 0.828 0.726 0.613 0.500 0.395 0.304 0.227 0.166 0.119 0.084 0.058

7  1.00 0.998 0.980 0.945 0.887 0.806 0.710 0.605 0.500 0.402 0.314 0.240 0.180 0.132

8   1.00 0.996 0.989 0.967 0.927 0.867 0.788 0.696 0.598 0.500 0.407 0.324 0.252

9    1.00 0.999 0.994 0.981 0.954 0.910 0.849 0.773 0.686 0.593 0.500 0.412

10     1.00 0.999 0.997 0.989 0.971 0.941 0.895 0.834 0.760 0.676 0.588

11      1.00 1.00 0.998 0.994 0.982 0.962 0.928 0.881 0.820 0.748

12       1.00 1.00 0.999 0.996 0.989 0.976 0.952 0.916 0.868

13        1.00 1.00 1.00 0.998 0.994 0.985 0.968 0.942

14         1.00 1.00 1.00 0.999 0.996 0.990 0.979

15          1.00 1.00 1.00 0.999 0.998 0.994

16           1.00 1.00 1.00 1.00 0.999

17            1.00 1.00 1.00 1.00 

18             1.00 1.00 1.00 

19              1.00 1.00 

20               1.00 
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- applicando la distribuzione binomiale, si somma la probabilità relativa alla distribuzione osservata (r 

= 2) con quelle più estreme nella stessa direzione; se insieme determinano un valore inferiore alla 

probabilità α prefissata (di solito 0.05 quando si dispone di campioni piccoli), si può rifiutare 

l’ipotesi nulla in un test unilaterale. 

 

Con i dati dell’esempio, N = 12   e   r = 2, 

la tabella riporta una probabilità uguale a 0.019, corrispondente a 1,9% quando espressa in 

percentuale. Questo risultato significa che, se fosse vera l’ipotesi nulla, si ha una probabilità pari a 

1,9% di trovare per caso una risposta uguale a quella trovata o ancor più estrema.  

E’ una probabilità piccola, inferiore a 5%; di conseguenza, si rifiuta l’ipotesi nulla ed implicitamente 

si accetta quella alternativa, con la stessa probabilità di commettere un errore di I Tipo  

 

- Per un test bilaterale, e quindi con ipotesi nulla  

H0:  me = me0 

 contro l’ipotesi alternativa 

H1:  me ≠ me0 

poiché la distribuzione binomiale è simmetrica quando p = 1/2 come atteso nell’ipotesi nulla, si deve 

moltiplicare la probabilità calcolata per 2: si rifiuta l’ipotesi nulla, quando questo ultimo valore è 

inferiore alla probabilità α prefissata. 

Con i dati dell’esempio, l’ipotesi bilaterale ha una probabilità pari a 3,8% (1,9 x 2); di conseguenza 

anche in questo caso si rifiuta l’ipotesi nulla, ovviamente con una probabilità di errare pari a 3,8%. 

 

Per N > 12 la distribuzione binomiale è già ritenuta sufficientemente grande per essere giudicata 

come approssimativamente normale; altri autori, più rigorosi, spostano questo limite a N >  20 

osservazioni. 

 

Per una distribuzione asintoticamente normale, si utilizza la distribuzione Z 

Z = 
σ

µ−X
 

in cui  

- X è il numero di segni positivi oppure negativi (di solito, in molti test viene consigliato di 

scegliere il numero minore, per motivi pratici, collegati alla tabella delle probabilità), 

- µ è il numero atteso del segno prescelto ed è uguale a N/2 (con N = numero d’osservazioni), 

-  σ   è uguale a NNqpN
2
1

4
1

=⋅=⋅⋅  
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Passando dalla distribuzione binomiale a quella normale, quindi da una misura discreta ad una 

continua, si deve apportare il termine di correzione per la continuità, come illustrato in vari 

esercizi d’applicazione della distribuzione normale. 

 

ESEMPIO.  Da una serie di rilevazioni sulla quantità delle specie presenti in alcuni ambienti, sono 

stati derivati i seguenti 20 valori di biodiversità, già ordinati in modo crescente: 

2,5  2,7  2,9  2,9  3,1  3,1  3,1  3,8  3,9  4,2  4,5  4,9  5,3  6,5  6,5  8,9  9,7  11,7  15,7   18,9 

Si vuole valutare se la tendenza centrale di questa serie di rilevazioni è significativamente differente 

da 6,5 risultato il valore centrale dell’area in studi precedenti.  

 

Risposta. 

Per verificare l’ipotesi nulla  

H0: me = 6,5 

con ipotesi alternativa bilaterale 

H1: me ≠ 6,5 

con il test dei segni, si calcolano le 20 differenze. 

Poiché 2 risultano uguali a 0, restano N = 18 osservazioni, delle quali solo 5 maggiori della mediana, 

per cui r = 5. 

In un test unilaterale occorre calcolare le sei probabilità Pi 

Pi = rrrC −⋅⋅ 18
18 5,05,0  

con r che varia da 5 a 0. 

La tabella delle probabilità cumulate in una distribuzione binomiale con p = q = 1/2, all’incrocio della 

colonna N = 18 e della riga r = 5 riporta 0,048.  

Pertanto, in una serie di 18 misure, la probabilità di trovare per caso 5 valori positivi, o meno, è uguale 

a 4,8%. Poiché il test è bilaterale, si deve considerare anche la probabilità di avere 5 valori negativi.  

In una distribuzione simmetrica come la binomiale con p = 1/2, la probabilità è uguale alla precedente; 

di conseguenza, si deve concludere che la probabilità di trovare scarti dall’atteso che siano uguali o 

superiori a quello trovato è uguale a 9,6%. Non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla.  

 

Per dimostrare come 18 osservazioni possano già essere considerate un grande campione ai fini pratici 

e per richiamare l’uso della distribuzione normale al posto della binomiale,  

con i dati dell’esempio si stima 
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Z = 65,1
12,2
5,3

4
118

5,095
==

⋅

−−
 

un valore di Z uguale a 1,65. 

In una coda della distribuzione normale corrisponde ad una probabilità di circa 0,047. E’ quasi 

identica a quella fornita (0,048) dalla distribuzione binomiale cumulata.  

 

In particolare quando si dispone di pochi dati, nella scelta del test più adatto insieme con il tipo di 

scala utilizzato e le caratteristiche della distribuzione dei dati assume importanza rilevante anche la 

potenza-efficienza dei test a confronto. 

Come già ripetuto, l’ipotesi  

H0:  µ = µ0 

 

in campo parametrico è verificata mediante il test t di Student. Pertanto, l’efficienza asintotica 

relativa del test dei segni deve essere confrontata con il test t di Student. 

 

Poiché la potenza-efficienza di un test dipende dalla forma di distribuzione dei dati, in vari testi di 

statistica, dei quali si riportano solo le conclusioni, i confronti sono fatti nelle condizioni che i dati 

abbiano  

- una distribuzione normale,  

- una distribuzione rettangolare, 

- una distribuzione esponenziale doppia. 

La potenza-efficienza relativa del test dei segni rispetto al test t di Student  

- con una  distribuzione normale dei dati è uguale a circa 0,64 (2/π), 

- con una distribuzione rettangolare dei dati è uguale a 0,33 (1/3), 

- con una distribuzione esponenziale doppia è uguale a 2. 

 

Significa che, per avere la stessa probabilità di rifiutare l’ipotesi nulla, per ogni 100 dati ai quali sia 

stato applicato il test dei segni, il test t di Student richiede  

- 64 dati nel caso di una distribuzione normale,  

- 33 nel caso di una distribuzione rettangolare,  

- 200 nel caso di una esponenziale doppia.  

 

Quando i dati hanno una distribuzione fortemente asimmetrica, il test dei segni si fa preferire al 

test t di Student non solo per il rispetto delle condizioni di validità, ma anche perché è più 

potente.  
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Per la potenza a posteriori (β) e a priori (n) di questo test, fondato sulla distribuzione binomiale, si 

utilizzano le procedure illustrate nel capitolo IV per la proporzione con una binomiale. 

E’ discussa anche nel capitolo successivo, nel test dei segni per due campioni dipendenti, che ha 

metodi identici a questo. 

 

7.5. INTERVALLO DI CONFIDENZA PER UNA PROBABILITA’ O FREQUENZA 

RELATIVA, SECONDO IL METODO DI CLOPPER E PEARSON 

La probabilità media ( p ) di un evento, calcolata su un campione di dati raccolti in natura o con prove 

ripetute in laboratorio, è data dal rapporto tra i casi positivi (B) e il numero totale di osservazioni (N) 

p   =  B / N  

La sua deviazione standard ( pσ ) dipende dalla media p  e da N, secondo la relazione  

 

pσ  = 
N

pp )1( −⋅
 

 

La varianza non è quindi misurata utilizzando la variabilità campionaria delle repliche, ma è una 

funzione del valore medio. 

Calcolata una probabilità o frequenza relativa dai dati di un campione, spesso si pone il problema di 

conoscere la probabilità (π) vera o della popolazione. E’ una domanda alla quale la statistica 

frequentista risponde attraverso l’intervallo di confidenza.  

 

Nel caso di campioni molto piccoli (N da 1 a 10), uno dei metodi più semplici e rapidi per stimare 

l’intervallo di confidenza o intervallo fiduciale è la procedura grafica, proposta da C. J. Clopper e 

E. S. Pearson nel 1934 (nell’articolo The use of confidence or fiducial limits illustrated in the case 

of binomial comparso su Biometrika vol. 26, pp. 404-413).  

Di questa procedura grafica vengono riportati solo i risultati e le applicazioni. 

Alcuni valori fondamentali (per α = 0.01,  0.05,  0.10,  0.20) di una distribuzione bilaterale sono 

riportati nelle tabelle della pagina successiva.  

L’intervallo di confidenza alla probabilità 1 - α della probabilità media  p ,  compreso tra 

 il valore del limite inferiore pI (α/2)  e 

 il valore del  limite superiore pS (α/2) 

 può essere scritto come 

Pp[ pI (α/2) < p  < pS (α/2)] ≥ 1 - α 

 

Per le applicazioni, le risposte sono fornite direttamente dalle due tabelle seguenti.  
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Tabella dei limiti di confidenza di una probabilità P = B/N (0.00 ≤ P ≤ 1.00 ) 

calcolati con il metodo grafico di Clopper e Pearson  (1934) 

 

N = dimensioni del campione (da 1 a 10);  B = numero di successi (varia da 0 a N) 

α = probabilità bilaterale;  PI(α/2) = limite critico inferiore; PS(α/2) = limite critico superiore 

 
 
 N = 1 N = 2 N = 3 N = 4 N = 5 

B 
α pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) PS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) 

0 .010 .0000 .9950 .0000 .9293 .0000 .8290 .0000 .7341 .0000 .6534 
 .020 .0000 .9900 .0000 .9000 .0000 .7846 .0000 .6838 .0000 .6019 
 .050 .0000 .9750 .0000 .8419 .0000 .7076 .0000 .6024 .0000 .5218 
 .100 .0000 .9500 .0000 .7764 .0000 .6316 .0000 .5271 .0000 .4507 
 .200 .0000 .9000 .0000 .6838 .0000 .5358 .0000 .4377 .0000 .3690 
         
1 .010 .0050 1.0000 .0025 .9975 .0017 .9586 .0013 .8891 .0010 .8149 
 .020 .0100 1.0000 .0050 .9950 .0033 .9411 .0025 .8591 .0020 .7779 
 .050 .0250 1.0000 .0126 .9874 .0084 .9057 .0063 .8059 .0051 .7164 
 .100 .0500 1.0000 .0253 .9747 .0170 .8647 .0127 .7514 .0102 .6574 
 .200 .1000 1.0000 .0513 .9487 .0345 .8042 .0260 .6795 .0209 .5839 
         
2 .010   .0707 1.0000 .0414 .9983 .0294 .9706 .0229 .9172 
 .020   .1000 1.0000 .0589 .9967 .0420 .9580 .0327 .8944 
 .050   .1581 1.0000 .0943 .9916 .0676 .9324 .0527 .8534 
 .100   .2236 1.0000 .1353 .9830 .0976 .9024 .0764 .8107 
 .200   .3162 1.0000 .1958 .9655 .1426 .8574 .1122 .7534 
         
3 .010     .1710 1.0000 .1109 .9987 .0828 .9771 
 .020     .2154 1.0000 .1409 .9975 .1056 .9673 
 .050     .2924 1.0000 .1941 .9937 .1466 .9473 
 .100     .3684 1.0000 .2486 .9873 .1893 .9236 
 .200     .4642 1.0000 .3205 .9740 .2466 .8878 
          
4 .010       .2659 1.0000 .1851 .9990 
 .020       .3162 1.0000 .2221 .9980 
 .050       .3976 1.0000 .2836 .9949 
 .100       .4729 1.0000 .3426 .9898 
 .200       .5623 1.0000 .4161 .9791 
          
5 .010        .3466 1.0000 
 .020        .3981 1.0000 
 .050        .4782 1.0000 
 .100        .5493 1.0000 
 .200        .6310 1.0000 
 

CONTINUA NELLA PAGINA SEGUENTE 
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 N = 6 N = 7 N = 8 N = 9 N = 10 

B
α pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) PS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) pI(α/2) pS(α/2) 

0 .010 .0000 .5865 .0000 .5309 .0000 .4843 .0000 .4450 .0000 .4113
 .020 .0000 .5358 .0000 .4821 .0000 .4377 .0000 .4005 .0000 .3690
 .050 .0000 .4593 .0000 .4096 .0000 .3694 .0000 .3363 .0000 .3085
 .100 .0000 .3930 .0000 .3482 .0000 .3123 .0000 .2831 .0000 .2589
 .200 .0000 .3187 .0000 .2803 .0000 .2501 .0000 .2257 .0000 .2057
     
1 .010 .0008 .7460 .0007 .6849 .0006 .6315 .0006 .5850 .0005 .5443
 .020 .0017 .7057 .0014 .6434 .0013 .5899 .0011 .5440 .0010 .5044
 .050 .0042 .6412 .0036 .5787 .0032 .5265 .0028 .4825 .0025 .4450
 .100 .0085 .5818 .0073 .5207 .0064 .4707 .0057 .4291 .0051 .3942
 .200 .0174 .5103 .0149 .4526 .0131 .4062 .0116 .3684 .0105 .3369
    .  
2 .010 .0187 .8564 .0158 .7970 .0137 .7422 .0121 .6926 .0109 .6482
 .020 .0268 .8269 .0227 .7637 .0197 .7068 .0174 .6563 0155 .6117
 .050 .0433 .7772 .0367 .7096 .0319 .6509 .0281 .6001 .0252 .5561
 .100 .0628 .7287 .0534 .6587 .0464 .5997 .0410 .5496 .0368 .5069
 .200 .0926 .6668 .0788 .5962 .0686 .5382 .0608 .4901 .0545 .4496
    .  
3 .010 .0663 .9337 .0553 .8823 .0475 .8303 .0416 .7809 .0370 .7351
 .020 .0847 .9153 .0708 .8577 .0608 .8018 .0534 .7500 .0475 .7029
 .050 .1181 .8819 .0990 .8159 .0852 .7551 .0749 .7007 .0667 .6525
 .100 .1532 .8468 .1288 .7747 .1111 .7108 .0978 .6551 .0873 .6066
 .200 .2009 .7991 .1696 .7214 .1469 .6554 .1295 .5994 .1158 .5517
     
4 .010 .1436 .9813 .1177 .9447 .0999 .9001 .0868 .8539 .0768 .8091
 .020 .1731 .9732 .1423 .9292 .1210 .8790 .1053 .8290 .0932 .7817
 .050 .2228 .9567 .1841 .9010 .1570 .8430 .1370 .7880 .1216 .7376
 .100 .2713 .9372 .2253 .8712 .1929 .8071 .1687 .7486 .1500 .6965
 .200 .3332 .9074 .2786 .8304 .2397 .7603 .2104 .6990 .1876 .6458
     
5 .010 .2540 .9992 .2030 .9842 .1697 .9525 .1461 .9132 .1283 .8717
 .020 .2943 .9983 .2363 .9773 .1982 .9392 .1710 .8947 .1504 .8496
 .050 .3588 .9958 .2904 .9633 .2449 .9148 .2120 .8630 .1871 .8129
 .100 .4182 .9915 .3413 .9466 .2892 .8889 .2514 .8313 .2224 .7776
 .200 .4897 .9826 .4038 .9212 .3446 .8531 .3010 .7896 .2673 .7327
     
6 .010 .4135 1.0000 .3151 .9993 .2578 .9863 .2191 .9584 .1909 .9232
 .020 .4642 1.0000 .3566 .9986 .2932 .9803 .2500 .9466 .2183 .9068
 .050 .5407 1.0000 .4213 .9964 .3491 .9681 .2993 .9251 .2624 .8784
 .100 .6070 1.0000 .4793 .9927 .4003 .9536 .3449 .9022 .3035 .8500
 .200 .6813 1.0000 .5474 .9851 .4618 .9314 .4006 .8705 .3542 .8124
     
7 .010  .4691 1.0000 .3685 .9994 .3074 .9879 .2649 .9630
 .020  .5179 1.0000 .4101 .9987 .3437 .9826 .2971 .9525
 .050  .5904 1.0000 .4735 .9968 .3999 .9719 .3475 .9333
 .100  .6518 1.0000 .5293 .9936 .4504 .9590 .3934 .9127
 .200  .7197 1.0000 .5938 .9869 .5099 .9392 .4483 .8842
     
8 .010   .5157 1.0000 .4150 .9994 .3518 .9891
 .020   .5623 1.0000 .4560 .9989 .3883 .9845
 .050   .6306 1.0000 .5175 .9972 .4439 .9748
 .100   .6877 1.0000 .5709 .9943 .4931 .9632
 .200   .7499 1.0000 .6316 .9884 .5504 .9455
     
9 .010   .5550 1.0000 .4557 .9995
 .020   .5995 1.0000 .4956 .9990
 .050   .6637 1.0000 .5550 .9975
 .100   .7169 1.0000 .6058 .9949
 .200   .7743 1.0000 .6631 .9895
     
10 .010    .5887 1.0000
 .020    .6310 1.0000
 .050    .6915 1.0000
 .100    .7411 1.0000
 .200    .7943 1.0000
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Ad esempio  

1) assumendo di avere avuto una risposta positiva su 4 tentativi (N = 4  e  B = 1), 

 l’intervallo fiduciale del valore medio p  uguale a 0,25 è compreso  

-  tra 0,0063  e  0,8059 alla probabilità α = 5% e  

-  tra 0,0127  e  0,7514 alla probabilità α = 10%; 

 

2) assumendo 4 risposte positive su 8 tentativi (N = 8  e  B = 4), 

 l’intervallo fiduciale del valore medio  p  uguale a 0,50 è compreso  

-  tra 0,1570  e  0,8430 alla probabilità α = 5% e  

-  tra 0,1929  e  0,8071 alla probabilità α = 10%. 

Con il metodo di Clopper e Pearson, l’intervallo fiduciale è simmetrico solo per i valori medi di 

p  uguali a 0,50. 

 

ESEMPIO.  Per stimare la diffusione geografica di una specie, sono stati campionati cinque siti e la 

specie è stata trovata in due. Quale è la percentuale di presenza π reale di questa specie alla probabilità 

α = 0.05, considerando l’universo dei siti? 

 

Risposta.  Il campione è di dimensioni estremamente ridotte. Quindi per stimare l’intervallo di 

confidenza è utile ricorrere alla tabella costruita con il metodo grafico di Clopper-Pearson. 

Per N uguale a 5 e B uguale a 2 (corrispondente ad una p  media di 0,4), alla probabilità α = 0.05 

nella tabella viene riportato un intervallo di confidenza compreso tra 0,0527 e 0,8534.  

Tradotto in percentuale, si può affermare che, con probabilità pari al 95%, la frequenza reale π di siti 

in cui è presente la specie studiata varia tra 5,27% e 85,34%.  

E’ importante osservare che, rispetto al valore medio del campione (0,40), la distribuzione non è 

simmetrica. 

 

Per grandi campioni, (anche se non è mai definito chiaramente il confine tra campioni piccoli e 

grandi) si può ricorrere alla distribuzione normale, essendo la varianza definita dalla media (e 

quindi nota), come già presentato nel capitolo IV. La frequenza (π) reale o della popolazione si trova, 

con probabilità 1-α, entro l’intervallo  

 

π = 
N

ppZp )1(
2/

−⋅
⋅± α  

 

E’ una distribuzione bilaterale; di conseguenza,  
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- alla probabilità complessiva  α = 0.05 in ognuna delle due code si deve prendere α = 0.025 alla 

quale corrisponde un valore di Z uguale a 1,96; 

- alla probabilità complessiva α = 0.01 in ognuna delle due code si deve prendere α = 0.005 alla 

quale corrisponde un valore di Z uguale a 2,58 (più esattamente 2,576). 

 

 

ESEMPIO. Nelle misure d’inquinamento dell’aria, in una città su 25 zone campionate il limite di 

legge è stato superato in 6 casi. Quale è la frequenza reale π di superamento dei limiti di legge, alla 

probabilità α = 0.05? 

 

Risposta.  Con p  = 6/25 = 0,24        N = 25           Z = 1,96 alla probabilità α = 0.05 bilaterale, 

si ottiene un intervallo fiduciale della media reale 

 

π =
N

ppZp )1(
2/

−⋅
⋅± α  = 

25
76,024,096,124,0 ⋅

⋅±  = 0,24 ± 0,1674 

che varia  

- da un limite inferiore uguale a 0,0726 (0,24 – 0,1674) 

- a un limite superiore uguale a 0,4074 (0,24 + 0,1674). 

La frequenza reale di superamento dei limiti di legge, stimata con un campione di 25 osservazioni in 

una media pari a 24%, alla probabilità α = 0.05 varia tra 7,26% e 40,74%.  

 

 

7.6.  INTERVALLI DI CONFIDENZA NON PARAMETRICI E INTERVALLI DI 

TOLLERANZA  

Oltre agli intervalli di confidenza parametrici, descritti nel capitolo precedente, è possibile costruire 

anche intervalli di confidenza non parametrici. Questi non richiedono che la popolazione dei dati 

sia distribuita in modo normale e non sono derivati dai valori della Z, ma sono validi per qualsiasi 

forma di distribuzione dei dati e sono fondate su distribuzioni di probabilità diverse dalla normale. 

Tra le distribuzioni più importanti, per stimare gli intervalli di confidenza sono da ricordare  

-  la disuguaglianza di Cebicev (su alcuni testi scritto Tchebycheff),  

-  la distribuzione binomiale, che permette la stima delle probabilità per il test dei segni,  

-  la distribuzione T di Wilcoxon.  

 

La prima è completamente generale ed è valida per qualsiasi forma di distribuzione. Essa consente di 

determinare intervalli di confidenza, cioè i limiti della distribuzione di un parametro quale la media, 
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alla probabilità 1-α prefissata, in assenza di qualsiasi informazione sulla forma di distribuzione 

della variabile casuale, eccetto l’esistenza della varianza. 

Il limite fondamentale di questo intervallo di confidenza e di altri intervalli non parametrici deriva 

dal fatto che l’intervallo calcolato spesso è molto ampio. Troppo grande, per risultare utili in varie 

situazioni sperimentali.  

E’ appunto l’effetto del non aver posto limiti alle sue applicazioni e quindi di richiedere che sia valido 

in tutte le situazioni.  

 

Un altro esempio di intervallo di confidenza utile nella statistica non parametrica può essere quello 

fondato sulle probabilità stimate con la distribuzione bernouillana. Si ottiene un intervallo di 

confidenza della probabilità π mediante la relazione: 

π = 
αN

p
2

1
±  

 dove 

- p   è la frequenza relativa media, 

-  N  è  il numero totale di casi analizzati, 

-  α  è la probabilità prefissata. 

 

ESEMPIO 1.   Nelle misure d’inquinamento dell’aria, in una città su 25 zone campionate il limite di 

legge è stato superato in 6 casi. Quale è la frequenza reale π di superamento dei limiti di legge, alla 

probabilità α = 0.05? 

 

Risposta.  Con p  = 6/25 = 0,24    e    N = 25      e     α = 0.05 

 

π =
αN

p
2

1
±  = 

05.0252
124,0
⋅

± = 0,24 ± 
236,2
1

  = 0,24 ± 0,447 

 

 l’intervallo richiesto è π = 0,24 ± 0,447 

E’ semplice osservare che è molto ampio: come estremi fornisce i valori 0 e 0,687. 

In realtà, secondo la formula il limite inferiore dovrebbe risultare negativo (0,24 – 0,447); per 

convenzione è arrotondato a 0, non essendo possibile una probabilità negativa. 

Un’altra considerazione è che la risposta fornita da questa stima non è molto indicativa, in quanto 

l’intervallo è troppo ampio. 

 

Una seconda osservazione è che il limite di confidenza della stessa proporzione, quando fondato sulla 
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normale, fornisce un intervallo nettamente minore (tra 7,26% e 40,74%), per la stessa probabilità α. 

Ma questo ultimo è valido solo per distribuzioni che siano normali, almeno in modo approssimato. 

 

Altri metodi per calcolare gli intervalli di confidenza sono spiegati nei paragrafi e nei capitoli 

successivi. Fondati sul test dei segni, sul test T di Wilcoxon, sul test U di Mann-Whitney essi sono 

non parametrici: non richiedono la normalità e la simmetria dei dati. Inoltre l’intervallo di confidenza 

fondato sui ranghi determina risultati molto vicini a quelli stimati con il test t di Student. E’ sempre 

utile confrontare i risultati ottenuti con metodi differenti, quando applicati alla stessa distribuzione 

campionaria. Se la distribuzione dei dati non è normale, l’intervallo di confidenza non parametrico 

-  può risultare inferiore  

-  e rispetta l’asimmetria presente nella distribuzione dei dati. 

Quando è possibile costruire vari intervalli di confidenza sulla base di ipotesi diverse, si pone il 

problema di scegliere quello “ottimale”. Senza entrare nel dibattito tecnico, un criterio di preferenza 

sovente proposto è  

-  la lunghezza minore dell’intervallo, a parità di probabilità α,  

-  la  minore o maggiore generalità dei requisiti di validità, in rapporto al settore di applicazione. 

 

Come già illustrato per il test t di Student, l’intervallo di confidenza permette anche la verifica di 

ipotesi in test bilaterali, poiché non si può rifiutare l’ipotesi nulla H0 quando l’intervallo di 

confidenza include il valore di confronto.  

 

A differenza degli intervalli di confidenza che delimitano il campo di variazione dei parametri (media 

e varianza), gli intervalli di tolleranza individuano i limiti della distribuzione dei valori. 

 

Come già descritto nel paragrafo corrispondente per la statistica parametrica, intervalli di confidenza 

parametrici e intervalli di tolleranza hanno usi analoghi, ma implicano concetti differenti:  

-  un intervallo di confidenza è un intervallo entro il quale si sostiene che sia contenuto un 

parametro (quasi sempre la media µ oppure la varianza σ2); 

-  un intervallo di tolleranza è un intervallo entro il quale si sostiene che sia contenuta una 

proporzione (P) dei valori assumibili da una variabile casuale, con probabilità prefissata (α).  

 

Con il diagramma di Tukey, illustrato sia nel capitolo di statistica descrittiva sia nei paragrafi sulla 

individuazione degli outlier, quando è applicato a grandi campioni è possibile costruire anche 

intervalli di tolleranza. Si stabiliscono i valori compresi entro quantili prefissati, che di solito sono il 

5%, il 10% o il 20% delle osservazioni. Il metodo può essere applicato sia per entrambe le code, sia 

per una coda solamente. 
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Come riportato nel testo di Douglas C. Montgomery del 2001 Introduction to statistical quality 

control (4th  ed., John Wiley  Sons, Inc. XIX + 796 p.), un metodo approssimato non parametrico 

per individuare quale siano i limiti entro i quali 

-  si trova almeno una proporzione P della popolazione, 

-  alla probabilità α che tale affermazione sia vera, 

 ricorre alla distribuzione 2χ : 

( )
41

12
2
1 2

4,αχ
⋅

−
−−

+≅
P

Pn  

 dove 2
4,αχ   (cioè con 4 gdl) è  

-  uguale 13,28 per la probabilità α = 0.01 

-  uguale a 9,49 per la probabilità α = 0.05 

 Con essa si stima approssimativamente, in una distribuzione bilaterale, il numero n di dati campionari 

che devono essere estratti dalla popolazione, affinché tra il valore più piccolo e quello più grande 

sia compresa almeno una proporzione P della popolazione, con probabilità α.  

La percentuale P di popolazione in termini tecnici è chiamata population coverage. 

 

ESEMPIO 2.    Per  

-  la probabilità α = 0.01  che sia vera l’affermazione (quindi 2
4,αχ  = 13,28) 

-  che la proporzione P = 0,95 dei dati della popolazione 
- sia compresa tra il valore massimo e quello minimo del campione,  
-  occorre estrarre dalla popolazione 
 

130
4
28,13

05,0
95,1

2
1

=⋅+≅n  

- un campione di almeno n  = 130 dati. 

E’ un intervallo di tolleranza bilaterale. 

 

Per stimare il limite di tolleranza unilaterale che,  

-  con probabilità α,  

-  almeno una proporzione P della popolazione  

- sia maggiore del valore campionario più piccolo  

- (oppure sia minore del valore campionario più grande)  

- è necessario che dalla popolazione sia estratto almeno un campione con n osservazioni, 

 dove 
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P
n

log
logα

≅  

 

ESEMPIO 3.  Per ottenere il limite di tolleranza inferiore che  

-  sopra di esso escluda almeno il 90% dei dati della popolazione (P = 0,90),  

- con probabilità α = 0.05 di affermare il vero, 

 si deve prendere il valore minore in un campione  

 

4,28
04576,0
30103,1

90,0log
05,0log

=
−
−

=≅n  

- composto da n  = 28 - 29 dati. 

 

Nel caso degli intervalli di tolleranza non parametrica non si stimano direttamente i due valori limite, 

ma la quantità n  di osservazioni necessarie affinché i due valori estremi del campione identifichino 

i due limiti. 

Ancor più di quanto già evidenziato per gli intervalli di confidenza o fiduciali non parametrici, in 

generale i limiti di tolleranza non parametrici hanno un valore pratico molto basso: sono molto 

ampi oppure richiedono un numero molto alto di osservazioni. E’ richiesto un campione così grande 

da non poter essere realizzato, a causa dei costi di ogni singola osservazione. 
 

 

7.7.   INTERVALLO DI CONFIDENZA DELLA MEDIANA CON IL TEST DEI SEGNI. 

In varie occasioni, le misure raccolte in natura o in laboratorio per verificare la risposta media di un 

fenomeno non godono delle proprietà di una scala ad intervalli o di rapporti. Ad esempio, possono 

essere  

-  tassi o percentuali, raccolti su campioni di dimensioni differenti e quindi con varianza notevolmente 

differente; 

-  indicazioni numeriche rilevate su una scala non costante, ma di tipo logaritmico, per cui la lettura 

del dato comporta un errore crescente all’aumentare del valore; 

-  valori fortemente asimmetrici, con presenza frequente di dati anomali in uno solo o in entrambi gli 

estremi. 

Come stima della tendenza centrale, è utile calcolare un intervallo di confidenza fondato sul test dei 

segni che ricorre alla distribuzione binomiale e fa riferimento alla mediana. 

Per illustrane questa metodologia in modo semplice, si assuma di aver ottenuto i seguenti 12 valori 

campionari 
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Campione A B C D E F G H I L M N 

Xi 15,7 4,9 6,0 7,7 17,6 4,5 5,7 5,3 12,3 9,6 13,5 12,3

 

 

Per stimare l’intervallo di confidenza (in questo caso alla probabilità  α = 0.05) si deve seguire il 

seguente processo logico. 

 

1 - Si ordinano i valori sperimentali in modo crescente, come 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Xi 4,5 4,9 5,3 5,7 6,0 6,9 7,7 9,6 12,3 13,5 15,7 17,6

 

2 – Tenendo presente che l’intervallo di confidenza utilizza una distribuzione bilaterale, sulla base 

del numero totale di dati (in questo caso N = 12) dalla distribuzione binomiale cumulata (riportata in 

un paragrafo precedente) si ricava che, se si considerano i segni positivi, 

-  la probabilità di avere 0 segni negativi è P = 0.000; 

-  la probabilità di avere 1 o 0 segni negativi è P = 0.003; 

-  la probabilità di avere 2, 1 o 0 segni negativi è P = 0.019; 

-  la probabilità di avere 3, 2, 1 o 0 segni negativi è P = 0.073. 

 

In modo differente, dalla distribuzione binomiale 

Pi = rrrC −⋅⋅ 12
12 5,05,0  

 

con r che varia da 0 a 3 si giunge agli stessi risultati:  

-  la probabilità di avere 0 segni negativi è P = 0.000 

-  la probabilità di avere 1 segno negativo è P = 0.003 

-  la probabilità di avere 2 segni negativi è P = 0.016 

-  la probabilità di avere 3 segni negativi è P = 0.054 

 

3 – La prima tabella di probabilità evidenzia che, in una distribuzione bilaterale, si possono avere al 

massimo due segni negativi per rifiutare l’ipotesi nulla, poiché la sua probabilità è 

P = 2 x 0.019 = 0.038 < α = 0.05. 



 38 
 

 

La seconda tabella arriva alle stesse conclusioni poiché 

P = 2 (0.000 + 0.003 + 0.016 ) = 0.038 

 

Queste probabilità indicano che nel test dei segni  

-  si rifiuta l’ipotesi nulla quando si hanno da 0 a 2 oppure da 10 a 12 segni dello stesso tipo, 

-  si accetta l’ipotesi nulla se si hanno da 3 a 9 segni dello stesso tipo. 

 

4 – Applicando gli stessi concetti in modo differente, si può affermare che per stimare l’intervallo di 

confidenza alla probabilità α ≤ 0.05, con N = 12 si devono scartare i 2 valori più estremi nelle due 

code della serie ordinata dei valori sperimentali; di conseguenza, con la distribuzione 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Xi 4,5 4,9 5,3* 5,7 6,0 6,9 7,7 9,6 12,3 13,5* 15,7 17,6 

 

la tendenza centrale (θ con simbologia generale, che in questo caso è la mediana) di questa 

distribuzione varia tra 5,3 e 13,5 

5,3 < θ < 13,5 

 

5 – Per stimare l’intervallo di confidenza alla probabilità α ≤ 0.01 dato che 

P = 2 (0.000 + 0.003) = 0.006 

 cioè nel test dei segni  

- si rifiuta l’ipotesi nulla se si hanno da 0 a 1 oppure da 11 a 12 segni uguali, 

- si accetta l’ipotesi nulla se si hanno da 2 a 9 segni uguali, 

 si devono scartare i due valori più  estremi, uno in ogni coda della distribuzione 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Xi 4,5 4,9* 5,3 5,7 6,0 6,9 7,7 9,6 12,3 13,5 15,7* 17,6 

 

Di conseguenza, la tendenza centrale (la mediana, indicata genericamente con θ) di questa 

distribuzione varia tra 4,9 e 15,7 

4,9 < θ < 15,7 

Dalla stessa tabella si ricava che, sempre per la probabilità α ≤ 0.05, con  

-  N = 15 si devono scartare i 3 valori più estremi, 

-  N = 17 si devono scartare i 4 valori più estremi, 

-  N = 20 si devono scartare i 5 valori più estremi. 
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Nel caso di grandi campioni, una buona approssimazione per stimare il numero di valori estremi che 

cadono nella zona di rifiuto  può essere derivata dalla distribuzione normale, dove 

- il limite inferiore L1 è uguale a Xi  

- il limite superiore L2 è uguale a XN-i+1  

con 

2
2/ NZNi a−

=  

 

Ad esempio, con N = 40 e alla probabilità α = 0.05 (Z = 1,96) si ottiene  

8,13
2

4,1240
2

4096,140
=

−
=

−
=i  

 =i  13,8 che deve essere arrotondato a 13. 

Significa che nella serie ordinata per rango dei 40 valori, l’intervallo di confidenza della mediana è 

ottenuto scartando i 13 valori minori e i 13 valori maggiori. 

Nel capitolo successivo è fornita la tabella per l’intervallo di confidenza di una serie di differenze, 

stimate da due campioni dipendenti; la tecnica e i valori sono applicabili anche a questo caso, in cui si 

dispone di una sola serie di dati. 

In essa è possibile verificare il risultato appena ottenuto: con 

N = 40  e  α = 0.05 il numero di dati da scartare è 13. 

 

 

7.8.  IL TEST DEI SEGNI PER RANGHI DI WILCOXON 

Nel caso di una variabile continua, quindi  

-  ordinabile in ranghi senza sovrapposizioni (anche se è accettato che pochi valori siano identici, 

eventualmente apportando una correzione chiamata correzione per i ties) e che  

-  abbia una distribuzione simmetrica,  

 l’ipotesi nulla sulla mediana 

H0: me = me0 

con ipotesi alternativa sia bilaterale che unilaterale può essere verificata anche ricorrendo al test 

proposto da  F. Wilcoxon nel 1945 (con l’articolo Individual comparison by ranking methods 

pubblicato su Biometrics Bulletin (diventato poi Biometrics) n. 1, pp. 80-83). 

Utilizzando non solo il segno ma anche i ranghi, il test è più potente di quello dei segni come sarà 

quantificato alla fine del paragrafo; è quindi ad esso preferibile, quando i dati contengono tale livello 

ordinale d’informazione. 
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L’impostazione classica del test dei segni per ranghi di Wilcoxon (the Wilcoxon signed rank test), 

detto più semplicemente anche test T di Wilcoxon, nel caso di un campione permette di verificare se 

la tendenza centrale di una distribuzione si discosta in modo significativo da un qualsiasi valore 

prefissato di confronto.  

 

Analogo al test t di Student per il confronto tra una media campionaria ed una media attesa, come 

termini di confronto utilizza la mediana e viene utilizzato quando  

-  non è rispettata la condizione di normalità della distribuzione e/o  

-  i dati raccolti sono stati misurati con l’attendibilità di una scala di rango.  

 

La procedura del test dei segni di Wilcoxon per un campione può essere facilmente spiegata con 

l’applicazione ad un esempio. 

Si supponga di voler verificare se un terreno abbia una quantità unitaria di sostanze azotate pari a 300 

oppure significativamente minore, come lasciano supporre alcuni indicatori indipendenti da queste 

misure. A questo scopo, su un campione di 13 lotti (indicati con lettere da A ad O) con caratteristiche 

geologiche e di coltivazione molto differenti, è stata misurata la quantità unitaria di sostanze azotate. 

 

Dalle analisi chimiche, si sono ottenuti i risultati ( iX ) seguenti:  

 

 

Campione A B C D E F G H I L M N O 

iX  235 230 180 250 280 330 440 430 260 225 240 235 215 

 

 

I dati confermano l’ipotesi espressa, cioè che la quantità reale media sia inferiore al valore di 300? 

 

Risposta.   Si tratta di un test ad una coda, con ipotesi che utilizzano la mediana 

H0: me ≥ 300       contro      H1: me < 300 

 

I motivi della scelta della mediana al posto della media sono diversi: 

- la mediana, come noto, è meno influenzata dai valori anomali;  

- se la distribuzione fosse normale, media e mediana coinciderebbero; quindi le inferenze sulla 

mediana possono essere estese alla media; 

- se la distribuzione dei dati mediante trasformazione diventa normale, il valore che identifica la 

nuova media coincide con quello della mediana precedente, ovviamente trasformato. 
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Nel caso specifico, l’asimmetria dei dati, come indicano i due valori molto più alti (430 e 440) e come 

sarebbe possibile quantificare esattamente attraverso il calcolo di g1, non permette di utilizzare il test t 

di Student. E’ quindi necessario utilizzare un test non parametrico. 

 

I passaggi logici fondamentali del metodo T di Wilcoxon sono: 

1 - Calcolare le differenze d, con relativo segno, tra i dati raccolti ( iX ) ed il valore ( X̂ ) dell'ipotesi 

nulla (eliminando le eventuali differenze, non presenti in questo esempio, che risultassero uguali a 

zero): 

XXd ii
ˆ−=  

 come riportato nella tabella sottostante 

 

Campione A B C D E F G H I L M N O 

id  -65 -70 -120 -50 -20 +30 +140 +130 -40 -75 -60  -65 -85 

 

 

2 - Calcolare i ranghi ( iR ) delle differenze ( id ), considerate in valore assoluto (cioè ordinare gli N 

valori assoluti dal minore al maggiore; se esistono valori che hanno lo stesso rango, assegnare ad 

ognuno di essi un punteggio dato dalla media dei loro ranghi). 

Dalla precedente distribuzione delle differenze, si ottiene la seguente serie di ranghi: 

 

Campione A B C D E F G H I L M N O 

iR  di id  6,5 8 11 4 1 2 13 12 3 9 5 6,5 10 

 

 

3 - Attribuire ad ogni rango il segno della differenza, già calcolata al punto 1; si ottiene la stessa serie 

di ranghi del punto 2, ma con il segno: 

 

Campione A B C D E F G H I L M N O 

iR  -6,5 -8 -11 -4 -1 +2 +13 +12 -3 -9 -5 -6,5 -10 
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4 - Sommare i ranghi ( iR ) dello stesso segno per calcolare T.  

Ai fini del test, è indifferente scegliere il valore minore o maggiore tra somma dei ranghi positivi e la 

somma dei negativi. Abitualmente, si sceglie il valore ottenuto con il numero minore di dati, per il 

motivo semplice, ma spesso seguito nella prassi statistica, che richiede meno lavoro.  

Con i dati dell’esempio, la scelta cade sulla somma dei ranghi con segno positivo (R+) appunto perché 

essi sono in numero minore. (Questi ranghi positivi sono già stati evidenziati in grassetto nella tabella 

precedente, per essere fatti risaltare maggiormente). 

Da essi si ottiene 

T R= + = + + =∑ 2 12 13 27  

un valore di T uguale a 27. 

 

 

5 - Stimare il valore medio, al quale dovrebbe tendere la somma dei ranghi T, nella condizione che 

l’ipotesi nulla H0 sia vera: i ranghi positivi e quelli negativi dovrebbero essere casualmente distribuiti e 

dare quindi la stessa somma, in funzione del numero di dati.  

La somma di N ranghi è  

( )
2

1+⋅ NN
 

 
Quindi la media dei valori positivi o negativi µT, che è la metà della somma di tutti i ranghi, dovrebbe 

essere 

( )
4

1+⋅
=

NN
Tµ  

 

Calcolata sui 13 dati dell’esempio, la media (µT) attesa nella condizione che l’ipotesi nulla sia vera, è  

5,45
4
1413

=
⋅

=Tµ  

 µT = 45,5. 

 

6 - Se il valore espresso nell'ipotesi nulla (nell'esempio = 300) fosse la vera tendenza centrale della 

popolazione, la somma dei ranghi di segno positivo (T = 27) non dovrebbe essere significativamente 

differente dalla media dei ranghi (µT = 45 5, ). 

 

Nel caso di piccoli campioni (N ≤ 20), la significatività è fornita dalla tavola che riporta il valore 

critico inferiore (vedere la tabella sottostante e quella, più dettagliata, riportata nella pagina 

successiva). 
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Valori critici per il test dei ranghi con segno di Wilcoxon 

per test unilaterali e bilaterali, alle probabilità α = 0.05   e   α = 0.01 
(per campioni con N da 6 a 20) 

 

 N 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α = 0.05 2 3 5 8 10 13 17 21 23 30 35 41 47 53 60 Test a 

1 coda α = 0.01 * 0 1 3 5 7 9 12 15 20 23 27 32 37 43 

α= 0.05 0 2 3 5 8 10 13 17 21 25 29 34 40 46 52 Test a 

2 code α = 0.01 * * 0 1 3 5 7 9 12 15 19 23 27 32 37 

 

Dove è riportato l’asterisco *  il campione è troppo piccolo, per un test significativo al livello di 

probabilità α stabilito. 

 

 

Con i dati dell’esempio, per N = 13 nella colonna α = 0.05 per un test unilaterale il valore massimo 

di T è 21, al quale (nella tabella della pagina seguente) corrisponde una probabilità (calcolata in modo 

più preciso) α = 0.0471.  

Il valore T calcolato (T = 27) con i dati dell’esempio è superiore a quello riportato nella tabella (21). 

Di conseguenza, nell’ipotesi che H0 sia vera, la probabilità α di trovare un valore uguale o inferiore a 

27 è superiore a 0.05.  

Non si è in grado di rifiutare l'ipotesi nulla: la tendenza centrale dei dati raccolti non è 

significativamente minore di 300. 

 
Se il test fosse stato bilaterale, quindi se la domanda fosse stata semplicemente se 300 poteva essere 

la tendenza centrale (la mediana) della distribuzione, i valori critici di confronto per il T (con N = 13) 

sarebbero stati 

- T = 17 per una probabilità α = 0.05  

- T =  9 per una probabilità α = 0.01.  
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Tavola dei valori critici di T nel test di Wilcoxon per un campione 

e per due campioni dipendenti. 

Le probabilità sono riferite ad un test unilaterale. Per un test bilaterale occorre moltiplicare per 2 il 
valore di α. Si può rifiutare l’ipotesi nulla alla probabilità α se il valore di T calcolato sui dati è 
minore o uguale a quello riportato in grassetto alla colonna corrispondente.  
Per i valori critici di T intorno al valore α è riportata la probabilità esatta. 
 

N T α = 0.05 T α = 0.025 T α = 0.01 T α = 0.005 

5 0 0.0313       

 1 0.0625       

6 2 0.0469 0 0.0156     

 3 0.0781 1 0.0313     

7 3 0.0391 2 0.0234 0 0.0078   

 4 0.0547 3 0.0391 1 0.0156   

8 5 0.0391 3 0.0195 1 0.0078 0 0.0039 

 6 0.0547 4 0.0273 2 0.0117 1 0.0078 

9 8 0.0488 5 0.0195 3 0.0098 1 0.0039 

 9 0.0645 6 0.0273 4 0.0137 2 0.0059 

10 10 0.0420 8 0.0244 5 0.0098 3 0.0049 

 11 0.0527 9 0.0322 6 0.0137 4 0.0068 

11 13 0.0415 10 0.0210 7 0.0093 5 0.0049 

 14 0.0508 11 0.0269 8 0.0122 6 0.0068 

12 17 0.0461 13 0.0212 9 0.0081 7 0.0046 

 18 0.0549 14 0.0261 10 0.0105 8 0.0061 

13 21 0.0471 17 0.0239 12 0.0085 9 0.0040 

 22 0.0549 18 0.0287 13 0.0107 10 0.0052 

14 25 0.0453 21 0.0247 15 0.0083 12 0.0043 

 26 0.0520 22 0.0290 16 0.0101 13 0.0054 

15 30 0.0473 25 0.0240 19 0.0090 15 0.0042 

 31 0.0535 26 0.0277 20 0.0108 16 0.0051 

16 35 0.0467 29 0.0222 23 0.0091 19 0.0046 

 36 0.0523 30 0.0253 24 0.0107 20 0.0055 

17 41 0.0492 34 0.0224 27 0.0087 23 0.0047 

 42 0.0544 35 0.0253 28 0.0101 24 0.0055 

18 47 0.0494 40 0.0241 32 0.0091 27 0.0045 

 48 0.0542 41 0.0269 33 0.0104 28 0.0052 

19 53 0.0478 46 0.0247 37 0.0090 32 0.0047 

 54 0.0521 47 0.0273 38 0.0102 33 0.0054 

20 60 0.0487 52 0.0242 43 0.0096 37 0.0047 

 61 0.0527 53 0.0266 44 0.0107 38 0.0053 
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Nel caso di grandi campioni (N > 20), sempre nella condizione che H0 sia vera, la somma dei ranghi 

dello stesso segno segue approssimativamente la distribuzione normale 

 

T

tTZ
σ

µ−
≅  

 dove  

- µT  è calcolata con la formula precedente  

- σT è la deviazione standard di T, determinata solamente da N 

 secondo la relazione 

( ) ( )
24

121 +⋅+⋅
=

NNN
Tσ  

 

Vari autori di testi di statistica applicata affermano che la formula di approssimazione per grandi 

campioni fornisce buoni risultati già quando N è maggiore di 10-12 osservazioni.  

E' quindi possibile applicare le formule all'esercizio (con N = 13), per calcolare prima la deviazione 

standard σT 

σT =
⋅ ⋅

=
13 14 27

24
14 31,  

 

 e successivamente il valore di Z 

Z =
−

= −
27 45 5

14 31
1 29,

,
,  

 

Come è possibile verificare sulla tabella della distribuzione normale standardizzata, Z = 1,29 

corrisponde ad una probabilità α uguale a 0.0985 (o 9,85%) in una coda della distribuzione.  

Anche con questi calcoli, che permettono una stima più precisa della probabilità rispetto a quella 

abitualmente fornita dalla tavola sinottica dei valori critici, si deve concludere che i dati raccolti non 

permettono di rifiutare l’ipotesi nulla. Non  è possibile rifiutare l’affermazione che il valore 300 può 

essere la tendenza centrale della popolazione, dalla quale sono stati estratti i 13 valori campionari. 

 

Il test dei segni per ranghi di Wilcoxon, come illustrato dalla metodologia, utilizza una quantità 

maggiore dell’informazione contenuta nei dati, rispetto al test dei segni. 

Nei confronti del test dei segni, la sua efficienza relativa asintotica  

- con una  distribuzione normale dei dati è uguale a circa 1,50 (3/2); 

- con una distribuzione rettangolare dei dati è uguale a 3,00 (3/1); 
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- con una distribuzione esponenziale doppia è uguale a 0,75 (3/4). 

Significa che quando per un test con il T di Wilcoxon si hanno 100 dati, con il test dei segni ne 

servono  

- 150 se la loro distribuzione è normale,  

- 300 se la distribuzione è rettangolare , 

- 75 se la distribuzione è esponenziale doppia.  

Il test T di Wilcoxon è più efficiente del test dei segni, eccetto quando la distribuzione dei dati è 

fortemente asimmetrica, come nel caso di una esponenziale doppia. 

 

Per la scelta tra test parametrico e test non parametrico, è importante il confronto della potenza - 

efficienza tra  

- il test dei ranghi con segno T di Wilcoxon e  

- il test t di Student.  

L’efficienza relativa asintotica del test T di Wilcoxon rispetto al test t di Student 

- con una  distribuzione normale dei dati è uguale a circa 0,95 (3/π), 

- con una distribuzione rettangolare dei dati è uguale a 1,  

- con una distribuzione esponenziale doppia è uguale a 1,50 (3/2). 

Significa che il test T di Wilcoxon ha  

- un grado di efficienza molto vicina a quella del test t di Student (seppure leggermente inferiore e 

pari a 0,95), quando la distribuzione dei dati è approssimativamente normale;  

- una efficienza uguale (1), quando la distribuzione è rettangolare; 

- una efficienza sensibilmente maggiore (1,5), quando la distribuzione si allontana dalla normale. 

Nella pratica della ricerca ambientale, in cui la distribuzione dei dati è spesso lontana dalla 

normalità, il test T di Wilcoxon è pertanto preferibile al test parametrico: assicura condizioni di 

validità più generali, senza perdere in potenza-efficienza (a volte aumentandola) 

 

Inoltre, il test T di Wilcoxon, pur richiedendo la simmetria della distribuzione dei dati, è molto più 

robusto del test t di Student: fornisce risultati attendibili, anche quando i dati si allontanano 

sensibilmente dalle condizioni teoriche di validità. 

 

 

ESEMPIO 1.   Con una serie di esperimenti è stato dimostrato che, in condizioni ottimali di 

temperatura, in 15 giorni una popolazione planctonica aumenta in media del 45 per cento.  

Per valutare l’effetto inibente di una temperatura ambientale più bassa, sono stati misurati in natura i 

tassi di crescita di 10 campioni, composti necessariamente da un numero iniziale di individui molto 

variabile.  
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La tabella sottostante riporta il tasso di crescita ( iX ), in percentuale, di ogni campione: 

 

Campione A B C D E F G H I L 

iX  22 28 30 15 48 37 50 24 29 36 

 

Il loro tasso di crescita complessivo è significativamente minore del 45%? 

 

Risposta.    Poiché i gruppi campionari sono di dimensioni nettamente diverse, i tassi di crescita 

misurati forniscono essenzialmente un’informazione di rango. Per confrontare tassi, rapporti o 

percentuali con test parametrici, è indispensabile che i dati siano riferiti a campioni di dimensioni 

simili. Infatti campioni con dimensione diversa hanno un’attendibilità diversa, come ha dimostrato 

l’intervallo fiduciale di una percentuale (vedi capitolo IV).  

Inoltre, nel caso di percentuali o rapporti, a valori centrali differenti corrispondono varianze differenti. 

Di conseguenza, l’uso di test parametrici richiederebbe la trasformazione dei dati (nel caso specifico 

servirebbe la trasformazione in arcoseno, che sarà trattata ampiamente nel capitolo dedicato alle 

trasformazioni). 

 

La domanda sulle percentuali di crescita richiede un test unilaterale; infatti, si vuole verificare se il 

valore centrale dei 10 dati sperimentali è inferiore al 45% stimato in condizioni ottimali. 

Pertanto l’ipotesi nulla è  

H0: me ≥ 45 

e l’ipotesi alternativa unilaterale è 

H1: me < 45 

 

Per rispondere a questo quesito, la procedura del test T di Wilcoxon prevede alcuni passaggi. 

1 - Dapprima si calcolano le differenze ( id ) rispetto a 45: 

 

Campione A B C D E F G H I L 

id  -23 -17 -15 -30 +3 -8 +5 -21 -15 -9 

 

 ottenendo 8 valori negativi e 2 positivi. 

2 - Successivamente tali differenze devono  

 essere trasformate in ranghi ( iR ), considerandone ( id ) il valore assoluto 
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Campione A B C D E F G H I L 

iR  di id  9 7 5,5 10 1 3 2 8 5,5 4 

 

 

3 – Ad ogni rango si attribuisce il segno della differenza già calcolata, 

 ottenendo iR  

 

Campione A B C D E F G H I L 

iR  -9 -7 -5,5 -10 +1 -3 +2 -8 -5,5 -4 

 

 

4 -  Si sommano separatamente i ranghi ( iR ) positivi e quelli negativi; in questo caso la somma con il 

minor numero di dati è quella dei ranghi positivi, il cui valore T è uguale a 3 (+1 e +2). 

 

5 – Per la significatività, trattandosi di un campione piccolo, si ricorre alle tabelle dei valori critici. 

Con N = 10, la tabella dei valori critici nella colonna con α =  0.05  fornisce la probabilità relativa a T 

= 10, che risulta uguale a 0.0420.  

Il valore di T calcolato (uguale a 3) è nettamente minore di quello critico (uguale a 10) riportato nella 

tabella; di conseguenza, la probabilità che tale risultato sia casuale è inferiore a α = 0.05.  

 

Una lettura più dettagliata della tabella può evidenziare che, per N = 10 e nella colonna della 

probabilità α = 0.01, a T = 5 corrisponde una probabilità esatta α = 0.0098. Il valore di T calcolato 

(uguale 3) è minore di quello tabulato (uguale a 5): la probabilità che il risultato ottenuto possa essere 

attribuito al caso è inferiore anche a 0.01. 

In conclusione, si rifiuta l’ipotesi nulla e si accetta l’ipotesi alternativa: con temperature più basse, i 10 

campioni di plancton hanno avuto una crescita relativa la cui tendenza centrale è significativamente 

inferiore al tasso del 45%. 

 

Secondo le indicazioni dei testi di statistica applicata, con 10 osservazioni il campione è troppo 

piccolo per usare correttamente la distribuzione normale. Tuttavia, per dimostrare la robustezza del 

metodo e per ricordare il procedimento di calcolo della probabilità ad essa associata, è utile il suo 

impiego anche ai dati di questo esempio. 

Si inizia calcolando che, per   N = 10  e  T = 3 ,  nella condizione che l’ipotesi nulla sia vera 
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 la media attesa µT 

( ) 5,27
4
1110

4
1

=
⋅

=
+⋅

=
NN

Tµ  

 è uguale a 27,5  

 e la deviazione standard σT con la formula 

 

( ) ( )
24

121 +⋅+⋅
=

NNN
Tσ  

 risulta 

σT =
⋅ ⋅

=
10 11 21

24
2310
24

96 25= ,  = 9,81 

 uguale a 9,81. 

Successivamente da essi, con la distribuzione normale 

T

tTZ
σ

µ−
≅  

 si stima un valore di Z 

497,2
81,9

5,273
−=

−
=Z  

 

 che uguale a 2,497 e che può essere arrotondato in 2,50. 

Nella tabella della distribuzione normale, ad un valore di 2,50 in una coda corrisponde una probabilità  

uguale a 0.00623 o 0,623%.  

E’ una probabilità inferiore a 1%, come stimato mediante la tabella, nella prima parte dell’esempio. 

 

In alcuni testi, con l’uso della normale quando il campione non è molto grande è suggerita la 

correzione per la continuità, per cui la formula 

 

T

tTZ
σ

µ−
≅  

diventa 

T

tT
Z

σ

µ−+
≅

)
2
1(

 

 

Anche in questo caso, per confrontare  

- la probabilità stimata utilizzando Z e  
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- quella riportata nella tabella per piccoli campioni,  

 si può calcolare Z  per T = 10  

78,1
81,9

5,2710
−=

−
=Z  

 

Con questi dati, il valore di Z risulta uguale a 1,78;  ad esso corrisponde una probabilità P = 0.0378.  

Si può osservare che è un valore vicino, ma inferiore, a quello riportato nella tabella (per N = 10 e T = 

10) che risulta uguale a 0.0420.  

Tra i due valori è più corretto quello riportato dalla tabella. Quello ottenuto con Z è fondato 

sull’ipotesi che, anche con solamente 10 osservazioni, la distribuzione sia normale. In realtà 

l’allontanamento da questa condizione determina stime di probabilità inferiori al valore reale: quindi 

una conclusione non accettabile, perché permette di rifiutare l’ipotesi nulla più facilmente. 

La correzione per la continuità  

73,1
81,9

5,27)5,010(
−=

−+
=Z  

 

 fornisce un valore di Z = 1,73 e quindi una probabilità maggiore (0.0418) di quella precedente stimata 

con Z. La differenza con il valore di probabilità riportato nella tabella (0.420) è minima. 

L’esempio dimostra l’utilità della correzione per la continuità. 

 

In generale, quando nella stima della probabilità si commette un errore, la statistica accetta i risultati 

che forniscono probabilità superiori, non quelli che danno probabilità inferiori al valore reale, poiché 

con essi è più facile commettere un errore di Tipo II. Se si rifiuta l’ipotesi nulla con probabilità α < 

0.05, la probabilità calcolata deve essere realmente minore di tale limite. 

 

 

7.9.    DIFFERENZE NULLE E TIES NEL TEST T DI WILCOXON 

Nel calcolo delle differenze tra ogni valore osservato e la mediana espressa nell’ipotesi nulla, può 

succedere che uno o più valori diano differenza 0 (zero). Come si debba trattare questa informazione, 

quale sia il comportamento più corretto del ricercatore in questi casi, non vede gli statistici concordi. 

Le indicazioni sono due: 

- molti, come illustrato nel test dei segni, propongono di eliminare tale risultato, cioè tutti i valori 

uguali a 0, riducendo di altrettante unità le dimensioni del campione; 

- altri propongono di attribuire al valore 0  il rango 1 (o la media dei ranghi, se gli zero sono più di 

uno), con la motivazione che essi rappresentano effettivamente le differenze minori; 

successivamente, tutti gli altri ranghi sono attribuiti con la stessa metodologia utilizzata nel 
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paragrafo precedente; infine, si elimina il rango 1 (se c’è solamente, uno 0) oppure tutti quelli la 

cui differenza era 0, mantenendo tutti gli altri ranghi.  

Il primo metodo è più semplice e permette di utilizzare sia le tabelle dei valori critici riportati, sia la 

distribuzione normale per il calcolo della significatività. 

Il secondo metodo è più potente e ha vantaggi teorici; ma richiede che il calcolo dei valori critici sia 

effettuato dal ricercatore, attraverso la stima delle probabilità esatte. E’ un procedimento che ora è 

semplice, con l’uso del computer; ma che negli anni scorsi richiedeva calcoli lunghi, anche se 

concettualmente non complessi. 

Questo calcolo delle probabilità esatte è spiegato nel paragrafo successivo, dedicato alla illustrazione 

- della teoria del metodo di Wilcoxon e  

- del metodo per associare ogni valore T alla corrispondente probabilità. 

 

Il test T di Wilcoxon richiede l’uso di una scala continua, in modo che non esistano due (o più) 

valori identici. Quando i valori delle differenze sono distribuiti in un intervallo ristretto o la scala 

utilizzata è discreta, soprattutto in grandi campioni si possono avere alcuni punteggi uguali o 

valutazioni ex-aequo, indicati in statistica con il termine inglese ties. E’ intuitivo comprendere che 

essi determinano qualche problema, 

- nel calcolo dei ranghi e 

- nella stima del risultato del test. 

 

Quando due o più valori sono identici, ad ognuno di essi deve essere attribuito lo stesso rango, 

calcolato come media dei valori ad essi assegnati nella scala continua. Ad esempio, con i 9 valori 

campionari seguenti 

 

Campione A B C D E F G H I 

iX  2,2 2,4 2,4 2,7 2,8 2,9 2,9 2,9 3,4 

 

 

dove sono presenti due volte il valori 2,4 e tre volte il valore 2,9  

 i ranghi relativi diventano 

 

Campione A B C D E F G H I 

Ranghi 1 2,5 2,5 4 5 7 7 7 9 
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Rispetto ai casi in cui ogni rango è attribuito in modo univoco ad un valore, con i ties 

- la media attesa µT dei ranghi non subisce variazioni,  

- ma la loro varianza σT
2  diviene più ridotta. 

A causa di queste valutazioni ex-aequo (ties), in quasi tutti i test non parametrici si impone quindi 

una correzione di σT
2  ,indicata con '2

Tσ , ottenuta sottraendo alla prima il fattore di correzione Q 

'2
Tσ  = σT

2  - Q 

 

Nel caso del test T di Wilcoxon, la varianza corretta '2
Tσ è ottenuta con la sottrazione dalla varianza 

σT
2  di una quantità Q pari a  

Q = )1()1(
1

+⋅−⋅∑
=

i

g

i
ii ttt  

 dove  

- g è il numero di gruppi di ranghi identici, 

- t è il numero di dati con lo stesso rango entro ogni gruppo. 

 

ESEMPIO 1. Calcolare  σT
2  con la correzione per i ties (cioè '2

Tσ ), dalla seguente distribuzione di 

ranghi con segno 

1   2   4   4  -4   6  -8,5   8,5   8,5  -8,5   11   12   13,5   13,5  -15   16   17   19   19   19   -21   -22 

 

Risposta.   Senza correzione, utilizzando la formula 

 

σ2
T  = 

24
)12()1( +⋅+⋅ NNN

 

 con N = 22 

σT
2 22 23 45

24
948 75=

⋅ ⋅
= ,  

 si ottiene σT
2  = 948,75. 

Ma poiché sono presenti 4 gruppi (i ranghi   4   8,5   13,5   19   riportati in grassetto  e sottolineati nella 

distribuzione seguente) con valori uguali 

1   2   4   4  -4   6  -8,5   8,5   8,5  -8,5   11   12   13,5   13,5  -15   16   17   19   19   19   -21   -22 

che possono essere riassunti in 

- 1 gruppo con 2 valori uguali (il rango 13,5); 

- 2 gruppi con 3 valori uguali (i ranghi 4 e 19); 

- 1 gruppo con 4 valori uguali (il rango 8,5). 
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 la varianza 2
Tσ  deve essere ridotta di una quantità Q 

Q = )1()1(
1

+⋅−⋅∑
=

i

g

i
ii ttt  

 Q = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 3 2 4 3 2 4 4 3 5 6 24 24 60 114⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = + + + =  

 che risulta uguale a 114.   

Di conseguenza,  

- la varianza corretta  '2
Tσ  

'2
Tσ  =  2

Tσ  – Q = 948,75 - 114 = 834,75 

 diventa uguale a 834,75 

- e la deviazione standard σT’ corretta utilizzata nelle formule per l’uso della distribuzione Z 

 

89,2875,83411475,948' ==−=Tσ  

 diventa uguale a 28,89 mentre, 

 senza correzione, sarebbe stata 

σT  = 80,3075,948 =  

 uguale a 30,80. 

Con la diminuzione del valore di σT, aumenta proporzionalmente il valore di Z, che pertanto risulterà 

più facilmente significativo. 

 

La formula per la correzione dimostra che ha un peso molto maggiore un solo ties con molti valori 

uguali, rispetto a molti ties di coppie di valori uguali. Nell’esempio precedente, anche confrontando 

solamente i ties con dimensioni 2,  3  e  4, su una correzione Q = 114,  

- il ties di 2 valori determina una correzione uguale a 6, 

- un ties di 3 valori determina una correzione uguale a 24, 

- il ties di 4 valori determina una correzione uguale a 60. 

 

7.10.   TEORIA DEL TEST T DI WILCOXON  E  DELLA CORREZIONE PER I TIES. 

E’ già stato chiarito che, se la condizione di simmetria è realizzata, per valutare la significatività della 

differenza (d) tra la mediana di una distribuzione sperimentale (me) e di quella attesa (me0)  

0memed −=  

- se l’ipotesi nulla H0 è vera, la somma totale dei ranghi positivi (T+) e quella dei ranghi negativi 

(T-) sono approssimativamente uguali, 

- se l’ipotesi nulla H0 è falsa, una è maggiore dell’altra; in casi estremi, una è uguale a 0 (zero) e 

l’altra raggiunge il valore massimo, che dipende dal numero di dati (N). 
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In termini generali, tra le due somme dei ranghi (positivi = T+  e  negativi = T-)  

esiste la relazione 

( ) −+ −
+⋅

= TNNT
2

1
 

Ad esempio, con 7 dati (N = 7), se gli scarti dalla mediana attesa sono tutti positivi, si ha  

- T- = 0  

- T+ = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28 

280
2
87

=−
⋅

=+T  

Il secondo concetto importante è che, se l’ipotesi nulla H0 è vera, con N dati il numero di possibili 

risposte è 2N e quindi ognuna di esse ha una probabilità P = 1/2N. 

Applicato all’esempio significa che, poiché ognuno dei 7 ranghi può assumere valore positivo oppure 

negativo, si possono avere 128 (27) risposte differenti e ognuna di esse, se indipendente come richiede 

la condizione di validità di questi test, ha una probabilità di realizzarsi P = 1/128.  

 

Il testo di statistica non parametrica di P. Sprent pubblicato nel 1993 (Applied Nonparametric 

Statistical Methods, 2nd ed., Chapman & Hall, London, 338 p.) spiega in modo semplice e dettagliato, 

con un esempio, come si associ ogni valore di T+ alla sua probabilità. 

Sempre se l’ipotesi nulla è vera, con N = 7 si ha  

- T+ = 0  solo nel caso in cui tutte le differenze sono negative; la sua probabilità è P = 1/128; 

- T+ = 1  nel caso in cui solo la differenza di rango 1 è positiva; la sua probabilità è P = 1/128; 

- T+ = 2 nel caso in cui solo la differenza di rango 2 è positiva; la sua probabilità è P = 1/128; 

- T+ = 3 in due casi: quando è positiva solo la differenza di rango 3; quando sono positive 

contemporaneamente solo le differenze di rango 1 e 2; la sua probabilità totale è P = 2/128; 

- T+ = 4 in due casi: quando è positiva solo la differenza di rango 4; quando sono positive 

contemporaneamente solo le differenze di rango 1 e 3; la sua probabilità è P = 2/128; 

- T+ = 5 in tre casi: quando è positiva solo la differenza di rango 5; quando sono positive 

contemporaneamente solo le differenze di rango 1 e 4; quando sono positive solo le differenze di 

rango 2 e 3; la sua probabilità totale è P = 3/128; 

- T+ = 6 in quattro casi: solo rango 6; rango 1 e 5; rango 2 e 4; rango 3, 2 e 1; la sua probabilità 

totale è P = 4/128. 

 

Nella tabella successiva sono riportati tutti i 28 possibili valori di T+ che è possibile ottenere con N 

uguale a  7 e la probabilità associata ad ognuno di essi. 
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T+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

Prob. 1/128 1/128 1/128 2/128 2/128 3/128 4/128 5/128 5/128 6/128 7/128 7/128 8/128 8/128

 

 

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

8/128 8/128 8/128 7/128 7/128 6/128 5/128 5/128 4/128 3/128 2/128 2/128 1/128 1/128 1/128

 

La rappresentazione grafica evidenzia la simmetria della distribuzione.  

 

Frequenze (in ordinata, su 128 casi possibili) dei valori di T (in ascissa, da 0 a 28) con N = 7 

 

 

Tuttavia non appare normale, ma platicurtica. Inoltre i valori di probabilità si differenziano non in 

modo continuo ma con valori discreti, dato il basso numero di risposte possibili (128). 

Per ottenere la normalità, almeno in modo approssimato, è necessario avere un numero (N) di 

osservazioni maggiore; secondo alcuni autori (come già accennato nei paragrafi precedenti) la 

distribuzione normale è già sufficientemente approssimata con N = 12. 

 

Con N = 12, il valore di T+ varia da 0 (zero ) a 78 (12 x 13 / 2) e il numero di possibili risultati 
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sperimentali è 4096 (212). La figura, che riporta (in ordinata) la probabilità associata ad ogni valore di 

T (in ascissa); appare molto simile alla normale. 

Dalla distribuzione delle probabilità è semplice ricavare i valori critici di T+, quelli che delimitano la 

zona di rifiuto. 

 

Se, sempre nell’esempio con N = 7, la regione critica scelta è α = 0.05,  

- in un test bilaterale permettono di rifiutare l’ipotesi nulla i valori di T+ uguali a 0, 1 e 2 in una 

coda e 26, 27 e 28 nell’altra coda; infatti la loro probabilità complessiva è P = 6/128 = 0,047; 

- in un test unilaterale permettono di rifiutare l’ipotesi nulla i valori di T+ uguali a 0, 1, 2 e 3 

poiché la loro probabilità complessiva è P = 5/128 = 0.039; per T+ = 4 la probabilità complessiva 

diventa P = 7/128 = 0,0546 e pertanto supera il valore critico, non permettendo di rifiutare 

l’ipotesi nulla; 

- simmetricamente, se l’ipotesi unilaterale è nell’altra direzione, permettono di rifiutare l’ipotesi 

nulla valori di T+ uguali a 25, 26, 27 e 28; infatti la probabilità è P = 6/128 = 0,047;   T+ = 25 cade 

nella zona di non rifiuto, per lo stesso motivo di T+ = 4. 
 

 

Distribuzione delle probabilità (in ordinata) associate ai valori T+ (in ascissa) con N = 12 

 

 

 

 

Quando sono presenti dei valori identici (ties), si determina una alterazione nella distribuzione 

delle probabilità associate ai valore di T+. 
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A dimostrazione di questo concetto, si assuma un campione fortemente anomalo, rispetto alla 

condizione di continuità: un campione con N = 7 dati, che abbia prodotto le seguenti 7 differenze, di 

cui le 4 minori e le 3 maggiori tra loro uguali: 

 

Campione A B C D E F G 

id  5 5 5 5 8 8 8 

 

La trasformazione in ranghi diviene 

 

Campione A B C D E F G 

Ranghi 2,5 2,5 2,5 2,5 6 6 6 

 

Con questi 7 ranghi, calcolati sui loro valori medi, si ottengono i seguenti T+: 

- T+ = 0  solo nel caso in cui tutte le differenze sono negative; la sua probabilità è P = 1/128; 

- T+ = 2,5  quando uno solo dei 4 valori 2,5 è positivo; la sua probabilità è  P = 4/128; 

- T+ = 5 quando 2 dei 4 valori 2,5 sono positivi; tale evento può avvenire in 6 casi: quando sono 

positivi 1 e 2, oppure 1 e 3, oppure 1 e 4, oppure 2 e 3, oppure 2 e 4, oppure 3 e 4; la sua 

probabilità è  P = 6/128; 

- T+ = 6 in tre casi: quando uno solo dei 3 valori con rango medio 6 è positivo; la sua probabilità è P 

= 6/128. 

 

I valori possibili di T+ diventano 20 con le probabilità esatte riportate nella tabella sottostante 

 

T+ 0 2,5 5 6 7,5 8,5 10 11 12 13,5 

Prob. 1/128 4/128 6/128 3/128 4/128 12/128 1/128 18/128 3/128 12/128

 

T+ 14,5 16 17 18 19,5 20,5 22 23 25,5 28 

Prob. 12/128 3/128 18/128 1/128 12/128 4/128 3/128 6/128 4/128 1/128 

 

La rappresentazione grafica mostra le caratteristiche della distribuzione: 
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Frequenze (in ordinata, su 128 casi possibili) dei valori di T (in ascissa) con N = 7 e due ties. 

 

Dal confronto con la precedente distribuzione per 7 dati, emerge che 

1) in ogni caso, anche con un numero eccezionalmente alto di ties come in questo esempio, la 

distribuzione è simmetrica, 

2) pure passando da una distribuzione unimodale a una distribuzione fortemente plurimodale, 

3) in cui le discontinuità sono molto più marcate; 

4) tuttavia, come sarà dimostrato successivamente, esse hanno pochi effetti sulla stima della 

probabilità; 

5) in conclusione, il metodo T è molto robusto. 

 

Per chiarire questi concetti, cioè i ridotti effetti dei ties sulla potenza e sulla stima delle probabilità 

(robustezza) del test, è utile confrontare le probabilità associate ai valori di T nelle due diverse 

distribuzioni di dati. 

In un test unilaterale,  

- nella distribuzione senza ties a T = 0  corrisponde una probabilità P = 1/128; nella distribuzione 

con i ties, la probabilità è identica; 

- nella distribuzione senza ties a T ≤ 1 corrisponde una probabilità P = 2/128; nella distribuzione 

con i ties, la probabilità è P = 1/128; 

- nella distribuzione senza ties a T ≤ 2 corrisponde una probabilità P = 3/128; nella distribuzione 

con i ties, la probabilità è P = 1/128; 

- nella distribuzione senza ties a T ≤ 3 corrisponde una probabilità  P = 5/128; nella distribuzione 

con i ties, la probabilità è identica; 

- nella distribuzione senza ties a T ≤ 4 corrisponde una probabilità  P = 7/128; nella distribuzione 
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con i ties, la probabilità è  P = 5/128; 

- nella distribuzione senza ties a T ≤ 5 corrisponde una probabilità P = 10/128; nella distribuzione 

con i ties, la probabilità P = 11/128. 

Esistono differenze nelle probabilità associate ai valori di T; ma esse sono piccole e concentrate 

solamente su alcuni valori. Soprattutto occorre tenere in considerazione che il caso utilizzato 

rappresenta una situazione estrema, per la quale tutti i testi affermano che non è corretto applicare il 

test T di Wilcoxon, ma che si deve ricorrere al test dei segni, proposto appunto quando si hanno molti 

valori identici o misurati in modo molto approssimato. 

 

 

7.11.   INTERVALLI DI CONFIDENZA DELLA LOCAZIONE (MEDIANA) CON IL T DI 

WILCOXON; MEDIE DI WALSH O QUASIMEDIANS, STIMATORE DI HODGES – 

LEHMANN O PSEUDOMEDIAN 

Come già accennato in precedenza, è possibile ottenere l’intervallo di confidenza della tendenza 

centrale anche mediante alcuni metodi non parametrici. Tra i più diffusi e semplici, è da ricordare la 

stima di locazione (in questo caso la mediana) basata sui ranghi, proposta da J. L. Jr. Hodges e E. L. 

Lehmann nel 1963 (vedi l’articolo Estimation of location based on rank test, pubblicato su Annals 

of Mathematical Statistics  vol. 34, pp. 598-611). 

Tale valore, chiamato stimatore di Hodges – Lehmann (Hodges – Lehmann estimator), utilizza le 

medie di Walsh (Walsh averages) e il suo intervallo di confidenza, che permettono di individuare la 

tendenza centrale e la dispersione di una serie di misure, sono calcolati applicando in modo alternativo 

i valori critici del T di Wilcoxon. 

 

Quando la distribuzione dei dati è fortemente asimmetrica, i testi consigliano l’uso della distribuzione 

binomiale. L’uso di questo metodo è consigliato quando 

- i dati sono effettivamente dei ranghi oppure   

- misure su una scala di intervalli o di rapporti, ma con una asimmetria media, che non 

permette di utilizzare la distribuzione t di Student. 

 

Il metodo con la distribuzione T di Wilcoxon può essere compreso con facilità, sviluppando in tutti i 

passaggi logici un esempio preso dal testo di statistica non parametrica di P. Sprent pubblicato nel 

1993 (Applied Nonparametric Statistical Methods, 2nd ed., Chapman & Hall, London, 338 p.).  

Si supponga, in un esperimento di tossicologia o di farmacologia, di avere misurato in 12 campioni, 

con dimensioni molto variabili e/o ignote, la percentuale di individui che reagiscono ad un principio 

attivo, ottenendo il seguente risultato 
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Campione A B C D E F G H I L M N 

iX  15,7 4,9 6,0 7,7 17,6 4,5 5,7 5,3 12,3 9,6 13,5 12,3

 

Per convenienza didattica e semplificazione delle procedure, è stato scelto un esempio senza ties. 

Quale è la mediana reale e quale il suo intervallo di confidenza? 

Come già illustrato, nella pratica sperimentale il problema si pone quando sono note le percentuali di 

risposta, ma non le dimensioni di ogni campione, per cui non è possibile ricavare p , cioè la media 

ponderata, e quindi nemmeno  

- la sua varianza: qpNp ⋅⋅=2σ   

-  e gli intervalli fiduciali mediante la distribuzione Z. 

Oppure quando si vuole conoscere la risposta percentuale, ottenibile genericamente in esperimenti di 

questo tipo. 

 

La metodologia prevede i seguenti passaggi logici. 

 

1 - Si ordinano i valori sperimentali in modo crescente, come 

 

Rango 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

iX  4,5 4,9 5,3 5,7 6,0 6,9 7,7 9,6 12,3 13,5 15,7 17,6

 

 

2 – Di essi si calcolano le cosiddette medie di Walsh (Walsh averages), introdotte da J. E. Walsh nel 

1949 con un articolo sulla significatività dei test sulla mediana che possono essere ritenuti validi in 

condizioni molto generali (vedi Some significance tests for the median whish are valid under very 

general condition, pubblicato su Annals of Mathematical Statistics vol. 40, pp. 64-81). Per 

definizione le Walsh Averages, chiamate anche quasimedians, 

sono date da 

2
ji XX +

 

 per i = 1 , 2, …, n   e  con  tutte le j ≥ i 

Se i dati sono N, il loro numero è  

( )
2

1+⋅ NN
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3 - Come numero e rango, le Walsh Averages corrispondono ai valori di T nel test di Wilcoxon; 

se è vera l’ipotesi nulla e le differenze sono sia positive che negative, 

- il numero di medie di Walsh positive è uguale a T+, 

- il numero di medie di Walsh negative è uguale a T- 

 

Nel caso dell’esempio, in cui le differenze sono tutte positive, esse sono distribuite come T e 

possono essere utilizzate come i valori T. (La dimostrazione di questa corrispondenza è lunga e ha 

un interesse pratico limitato; di conseguenza, sono qui riportate solamente le sue utilizzazioni.) 

 

Con i dati dell’esempio (N = 12), esse sono 78 

( ) 78
2

156
2

11212
==

+⋅
 

con la distribuzione riportata nella tabella seguente 

 

 4,5 4,9 5,3 5,7 6,0 6,9 7,7 9,6 12,3 13,5 15,7 17,6 

4,5 4,5 4,7 4,9 5,1 5,25 5,7* 6,1 7,05 8,04 9,0* 10,1 11,05 

4,9  4,9 5,1 5,3** 5,45 5,9 6,3 7,25 8,6 9,2 10,3 11,25 

5,3   5,3** 5,5 5,65 6,1 6,5 7,45 8,8 9,4 10,5 11,45 

5,7    5,7* 5,85 6,3 6,7 7,65 9,0* 9,6 10,7 11,65 

6,0     6,0 6,45 6,85 7,8 9,15 9,75 10,85 11,8 

6,9      6,9 7,3 8,25 9,6 10,2 11,3 12,25*

7,7       7,7 8,65 10,0 10,6 11,7 12,65 

9,6        9,6 10,95 11,55 12,65 13,6**

12,3         12,3 12,9 14,0 14,95 

13,5          13,5 14,6 15,55 

15,7           15,7 16,65 

17,6            17,6 

 

Walsh averages di 12 percentuali 
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4 – La mediana di questa distribuzione di medie è una stima della tendenza centrale. E’ chiamata 

Hodges – Lehmann estimator in alcuni testi, pseudo-median in altri.  

Con 78 medie, questa mediana cade tra il 39° e il 40° valore. Poiché queste medie sono distribuite in 

modo crescente da sinistra a destra e dall’alto al basso, è semplice osservare che il 39° e il 40° valore 

sono entrambi 9,0 e quindi la mediana di queste medie o pseudomediana della distribuzione dei 12 

valori originali dei è 9,0.  

 

5 – Data la corrispondenza tra i ranghi di queste medie di Walsh e la distribuzione dei valori T di 

Wilcoxon, per calcolare l’intervallo si deve ricorre alla tabella dei valori critici di T. 

Per le probabilità classiche in una distribuzione bilaterale per N = 12 nella tabella 

- per α = 0.05 è riportato T = 13 

- per α = 0.01 è riportato T = 7 

 

6 – Il rango simmetrico dei limiti fiduciali è ottenuto sottraendo questo valore critico di T alla mediana 

di Walsh, cioè alla media che occupa il rango  

 

( ) 1
2

1
+

+⋅ NN
 

 

In questo modo, si esclude il numero T di medie di Walsh da ogni estremità della serie dei ranghi. 

Significa che, nella matrice triangolare delle Walsh averages, l’intervallo fiduciale della mediana (9,0) 

- per α = 0.05 ha come estremi i valori compresi tra la 13a media minore (5,7*) e la 13a media 

maggiore (12,25*), cioè  5,7 < θ < 12,25; 

- per α = 0.01 ha come estremi i valori compresi tra la 7a media minore (5,3**) e la 7a media 

maggiore (13,6**), cioè  5,3 < θ < 13,6. 

 

E’ semplice osservare che questa distribuzione non simmetrica, come d’altronde quella dei dati. A 

differenza di altri metodi non parametrici, questa procedura riesce a fornire un intervallo non troppo 

grande. Con il test dei segni, alla probabilità α = 0.05 come già dimostrato l’intervallo di confidenza di 

questi dati campionari è compreso tra 5,3 e 13,5; cioè  5,3 < θ < 13,5 

 

Nello stesso modo di tutti gli intervalli fiduciali, anche questo può essere utilizzato per verificare la 

significatività della differenza tra la media di un campione e la media attesa, per un test 

bilaterale: se il valore di confronto è compreso nell’intervallo, non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla 

alla probabilità α prefissata. 
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Nel caso di campioni grandi, con N > 20, le tabelle non riportano i valori critici di T. E’ possibile 

ricorrere a una sua stima approssimata. 

Dalla formula generale, già riportata in forma più sintetica, del test T di Wilcoxon per grandi campioni 

( )

( ) ( )
24

121
4

1

+⋅+⋅

+⋅
−

=
NNN

NNT
Zα  

 

 si ricava che il valore critico di T è 

 

( ) ( ) ( )
24

121
4

1 +⋅+⋅
−

+⋅
=

NNNZNNT α  

 prendendo la parte intera. 

Per campioni piccoli, la stima è approssimata. Ad esempio, con N = 12 

- alla probabilità α = 0.05 bilaterale e quindi per un valore di Zα = 1,96 

 

01,1499,24395,16296,139
24

25131296,1
4
1312

=−=−=
⋅⋅

−
⋅

=T  

 

 si ottiene T = 14,01 quando il valore riportato nella tabella è 13 

- alla probabilità α = 0.01 bilaterale e quindi per un valore di Zα = 2,576 

 

16,684,32395,162576,239
24

251312576,2
4
1312

=−=−=
⋅⋅

−
⋅

=T  

 

 si ottiene T = 6,16 quando il valore della tabella è 7; 

 con N = 20 

- alla probabilità α = 0.05 bilaterale e quindi per un valore di Zα = 1,96 

 

5,525,521055,71796,1105
24

41212096,1
4

2120
=−=−=

⋅⋅
−

⋅
=T  

 

 si ottiene T = 52,5 quando il valore riportato nella tabella è 52 

- alla probabilità α = 0.01 bilaterale e quindi per un valore di Zα = 2,576 
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0,360,691055,717576,239
24

412120576,2
4

2120
=−=−=

⋅⋅
−

⋅
=T  

 

 si ottiene T = 36,0 quando il valore della tabella è 37. 

All’aumentare di N la stima approssimata di T converge verso il valore vero. 

Tuttavia, poiché i ranghi sono valori discreti, il coefficiente di confidenza è leggermente superiore al 

valore nominale. 

 

 

7.12.  TEST DI CASUALIZZAZIONE (RAW SCORES TEST, PITMAN TEST, FISHER’S 

RANDOMIZATION TEST) 

Prima ancora del test di Wilcoxon, di norma più potente ma meno robusto se la distribuzione è 

asimmetrica, per verificare l’ipotesi nulla bilaterale 

H0: µ = µ0      contro      H1: µ ≠ µ0 

 

 oppure una delle due ipotesi unilaterali 

H0: µ ≤ µ0      contro      H1: µ > µ0 

H0: µ ≥ µ0      contro      H1: µ < µ0 

 

 all’inizio del ‘900 era già diffuso il test di casualizzazione, proposto in modo organico da R. A. 

Fisher nel suo testo del 1935 (vedi The Design of Experiments, Edinburgh, Oliver & Boyd; la prima 

edizione fu pubblicata nel 1925, la 14a e ultima nel 1970).  

Molti test non parametrici che si rifanno alla distribuzione binomiale e al calcolo combinatorio erano 

già diffusi nei primi decenni del ‘900, senza che fosse possibile individuare il primo proponente o che 

esso venisse citato compiutamente come è prassi ora. 

 

Oltre a test di casualizzazione, anche nei testi in italiano è spesso indicato con i termini inglesi 

randomization test, permutation test o Fisher’s randomization test (per il motivo prima illustrato). 

In letteratura, è presentato con altri due nomi, raw score test e  Pitman test, a causa della 

presentazione più completa fatta da E. J. G. Pitman in due articoli: il primo del 1937 (vedi 

Significance tests that may be applied to samples from any population, pubblicato su Journal  of the 

Royal Statistical Society, Suppl. 4, 119-139), il secondo del 1938 (vedi Significance tests that may 

be applied to samples from any population. III The analysis of variance test, pubblicato su 

Biometrika, vol. 29, pp. 322-335). 

 

Test dei segni, test T di Wilcoxon e test di casualizzazione servono per verificare le stesse ipotesi 
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sulla tendenza centrale, anche se i primi due fanno riferimento alla mediana e questo ultimo alla 

media. La scelta tra quale di essi applicare dipende dalla caratteristiche della distribuzione, ma 

fondamentalmente dall’informazione contenuta nei dati raccolti: 

- con una scala qualitativa si applica il test dei segni, 

- con una scala di rango si applica il test t di Wilcoxon, 

- una scala ad intervalli o di rapporti si applica il test di casualizzazione. 

 

Questo test è più potente del test dei segni e di quello di Wilcoxon, poiché utilizza appieno 

l’informazione contenuta in misure determinate da tipo di scala più sofisticato. Non richiede 

tabelle di distribuzione dei valori critici, essendo fondato sulle combinazioni. In esso è possibile 

calcolare la zona di rifiuto con semplicità, soprattutto quando la risposta sperimentale rappresenta un 

caso estremo, benché la stima delle probabilità dipenda strettamente dalle caratteristiche dei dati 

raccolti. Seppure riportato nei testi specialistici di alcuni decenni or sono, nella pratica sperimentale di 

questi anni e nei testi più recenti è poco diffuso, forse perché ancora non riportato nei programmi 

informatici più noti e per motivi di robustezza, illustrati alla fine del paragrafo. 

 

Per illustrare questa metodologia nei suoi passaggi logici, si supponga di voler valutare 

l’accrescimento di 6 cavie, dopo la somministrazione di un principio attivo. Con sei campioni sono 

stati ottenuti i seguenti risultati 

 

Individuo A B C D E F 

Risultato 8,2 8,7 6,5 7,2 7,9 8,5 

 

 

In esperimenti precedenti, campioni di controllo hanno avuto un accrescimento medio 

µ0 = 7,0 

L’accrescimento ottenuto in questo esperimento, nel quale è stato somministrato il nuovo principio 

attivo, è significativamente maggiore? 

 

E’ un test unilaterale sulla media 

H0: µ ≤ µ0      contro      H1: µ > µ0 

 

 che può anche essere impostato sulla differenza, come illustrato nel capitolo sul test t, 

H0: δ ≤ 7,0      contro      H1: δ > 7,0 

 

e la cui soluzione richiede alcuni passaggi logici. 
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1 – Dapprima, come nel test T di Wilcoxon, si calcolano le differenze dalla media attesa con il loro 

segno 

 

Individuo A B C D E F 

Risultato 8,2 8,7 6,5 7,2 7,9 8,5 

Differenza + 1,2 + 1,7 - 0,5 + 0,2 + 0,9 + 1,5 

 

 

2 – Se è vera l’ipotesi nulla, mantenendo costanti i valori raccolti in quanto risultato effettivo 

dell’esperimento, ogni differenza stimata avrebbe potuto essere sia positiva sia negativa. Pertanto, con 

N = 6, considerando tutto l’esperimento, i risultati possibili sono  

2N = 26 = 64 

Per una elaborazione più chiara, è conveniente che essi siano ordinati  

- da quello più estremo in una direzione (tutti positivi) 

- a quello più estremo nell’altra direzione (tutti negativi) 

- iniziando dal segno più frequente. 

 

 

3 – Con i dati dall’esperimento,  

- la risposta più estrema, (rango 1) è quella in cui tutti i valori sono positivi; quindi la sua somma è 

massima (+6,0); 

- la seconda risposta più estrema nella stessa direzione (rango 2) è quella che fornisce il totale 

immediatamente minore (5,6); è ottenuta cambiando segno alla differenza minore (-0,2); 

- la terza risposta (rango 3), ha il totale immediatamente minore ed è ottenuta cambiando segno alla 

seconda differenza (-0,5); 

- le risposte di rango successivo sono date da combinazioni crescenti di differenze negative e 

- si prosegue fino all’ultima, che avrà rango 2N e che in questo caso corrisponde alla situazione in 

cui tutte differenze sono negative 

 

La tabella riporta le sei risposte più estreme in una direzione e le tre più estreme nell’altra direzione. 
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Rango Risposte possibili dell’esperimento Totale 

1) +0,2 +0,5 +0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 6,0 

2) -0,2 +0,5 +0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 5,6 

3) +0,2 -0,5 +0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 5,0 

4) -0,2 -0,5 +0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 4,6 

5) +0,2 +0,5 -0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 4,2 

6) -0,2 +0,5 -0,9 +1,2 +1,5 +1,7 + 3,8 

--- -- -- -- -- -- -- -- 

62) -0,2 +0,5 -0,9 -1,2 -1,5 -1,7 - 5,0 

63) +0,2 -0,5 -0,9 -1,2 -1,5 -1,7 - 5,6 

64) -0,2 -0,5 -0,9 -1,2 -1,5 -1,7 - 6,0 

 

 

4 – Ognuna di queste risposte possibili ha probabilità P = 1/2N. Con i dati dell’esempio (N = 7), ogni 

risposta ha probabilità P = 1/64.  

La risposta del nostro esperimento ha rango 3 e pertanto la probabilità di trovare per caso  essa o una 

risposta ancora più estrema è uguale a P = 3/64 = 0,049 (o 4,39%).  

E’ una probabilità minore di α = 0.05; quindi permette di rifiutare l’ipotesi nulla. Si può concludere 

che, con una probabilità di errare α < 0.05, l’accrescimento medio in questo esperimento è maggiore 

di 7,0. 

 

 

5 – Se il test fosse stato bilaterale,  

H0: µ = µ0      contro      H1: µ ≠ µ0 

le differenze avrebbero potuto essere in maggioranza negative, invece di essere in maggioranza 

positive come trovato. Per tenere in considerare anche le 3 risposte più estreme nell’altra direzione, è 

quindi necessario raddoppiare la probabilità precedente.  

La probabilità totale sarebbe stata P = 6/64 = 0,0938 (o 9,38%).  

Troppo alta per rifiutare l’ipotesi nulla. 

 

Per grandi campioni, il procedimento diventa estremamente lungo. Con 20 dati, le risposte possibili 

superano il milione (220 = 1.048.576); con 30 superano il miliardo (230 = 1.073.741.824). Anche 
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considerando solamente le risposte più estreme in un test unilaterale, con α = 0.05 quelle che sarebbe 

necessario calcolare diventano approssimativamente 50mila e 5 milioni. 

Con grandi campioni non resta che ricorrere al test T di Wilcoxon, che ha una potenza leggermente 

inferiore (0,95 in molti testi; per altri 0,96) ma è molto più rapido. Soprattutto ha il vantaggio pratico 

di essere riportato in molti programmi informatici. 

 

Invece dei valori delle differenze, il test di casualizzazione può utilizzare anche i ranghi. In queste 

condizioni fornisce le stesse risposte del test T di Wilcoxon, poiché ricorre alla stessa metodologia, 

come ha evidenziato la illustrazione della sua teoria. 

 

Secondo vari autori, il test di casualizzazione perde robustezza quando la distribuzione è 

asimmetrica, nello stesso modo del test t di Student. Poiché è poco più potente del test T di 

Wilcoxon, come test non parametrico da tempo ha perso preferenze rispetto a questo ultimo. 

 

ESEMPIO. In casi estremi, il calcolo delle probabilità per il test di casualizzazione è molto semplice e 

può essere fatto rapidamente, senza per questo ridurne l’attendibilità. 

Si supponga che le differenze tra 8 dati campionari e una media attesa, già ordinate per ranghi, siano 

state 

-2,2 +2,3 +2,4 +2,6 +2,9 +3,0 +3,5 +3,6 

 

 

La media di queste differenze è significativa? 

 

Risposta.  Con N = 8, il numero di risposte possibili, ottenute variando il segno delle differenze, è 

28 = 256 

Se il test è unilaterale per una differenza positiva cioè se si vuole verificare l’ipotesi 

H0: δ ≤ 0      contro      H1: δ > 0 

 la risposta sperimentale ottenuta è la seconda più estrema:  

 

 

Rango Risultati possibili più estremi in una coda Totale 

1) +2,2 +2,3 +2,4 +2,6 +2,9 +3,0 +3,5 +3,6 +22,5 

2) -2,2 +2,3 +2,4 +2,6 +2,9 +3,0 +3,5 +3,6 +18,1 

3) +2,2 -2,3 +2,4 +2,6 +2,9 +3,0 +3,5 +3,6 +17,9 
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La sua probabilità è P = 2/ 256 = 0,0078. E’ inferiore a α = 0.01; di conseguenza, il test permette di 

rifiutare l’ipotesi nulla con probabilità di errare minore di 0.01. 

 

Se il test fosse stato bilaterale 

H0: δ = 0     contro      H1: δ ≠ 0 

 

 la probabilità calcolata in precedenza dovrebbe essere moltiplicata per 2, divenendo  

P = 4/256 = 0.0156. 

E’ ancora una probabilità piccola, che permette di rifiutare l’ipotesi nulla con probabilità minore di 

0.02. 

 

 

7.13.   TEST T DI WILCOXON PER LA SIMMETRIA 

Disponendo di una rilevazione campionaria di N dati,  

- sia per l’analisi delle caratteristiche della distribuzione, come la verifica di una particolare 

asimmetria destra o sinistra, 

- sia per la successiva applicazione ad essi di un test parametrico, quale il test t di Student,  

- sia per stimare l’intervallo fiduciale della media e della varianza, 

assume importanza valutare se la distribuzione è simmetrica. 

Esistono i test parametrici, illustrati nel capitolo dedicata alla simmetria; ma può essere vantaggioso 

ricorrere a un test non parametrico, per le sue caratteristiche specifiche, esposte nel primo paragrafo di 

questo capitolo. 

Tra le proposte rintracciabili in letteratura, assume importanza per la sua semplicità e generalizzazione 

il test T di Wilcoxon per ranghi con segno (the Wilcoxon signed-rank test), non attribuibile ad un 

autore specifico per questa sua utilizzazione. 

 

La metodologia è del tutto simile a quella per il test sulla tendenza centrale, con la sola differenza 

che le differenze sono calcolate rispetto alla mediana del campione, non ad un valore qualsiasi 

prefissato.  

Il test è bilaterale, quando si verifica se esiste una differenza significativa tra i ranghi degli scarti 

positivi e di quelli negativi dalla mediana.  

E’ unilaterale, per asimmetria destra o asimmetria sinistra, quando la verifica è specificatamente per 

l’eccesso degli scarti positivi oppure di quelli negativi. 

 

La serie di passaggi logici ed operativi può essere illustrata in modo semplice con un esempio. Si 

assuma di voler verificare la simmetria (bilaterale ) della seguente distribuzione di valori 
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Campione A B C D E F G H I L 

iX  22 28 30 15 48 37 50 24 29 36 

 

1- Si ordinano i dati in modo crescente e si individua la mediana 

 

Campione D A H B I C L F E G 

iX  15 22 24 28 29 30 36 37 48 50 

 

 che, con N = 10,  cade a metà tra il 5° e il 6° valore, cioè tra 29 e 30; quindi la mediana è 29,5. 

 

2 –Per ogni dato ( iX ) si calcola lo scarto ( )id  dalla mediana del campione 

medianaXd ii −=  

 ottenendo la seguente serie con il loro segno 

 

iX  15 22 24 28 29 30 36 37 48 50 

id  -14,5 -7,5 -5,5 -1,5 -0,5 +0,5 +6,5 +7,5 +18,5 +20,5

 

 

3 -  Si trasformano queste differenze con segno ( id ) nel loro rango, considerandole in valore assoluto 

( iR  di id  

 

id  -14,5 -7,5 -5,5 -1,5 -0,5 +0,5 +6,5 +7,5 +18,5 +20,5

iR  di id  8 6,5 4 3 1,5 1,5 5 6,5 9 10 

 

 

4 – Ad ognuno di questi ranghi ( iR  di id ) si attribuisce il segno della loro differenza ( id ) dalla 

mediana, ottenendone i ranghi con segno ( iR ) come nella serie seguente 
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iR   -8 -6,5 -4 -3 -1,5 +1,5 +5 +6,5 +9 +10 

 

5 – Di questa serie di valori, si sommano tra loro  

- i ranghi negativi 

T- = 8 + 6,5 + 4 +3 + 1,5 = 23 

 ottenendo T- = 23 

- i ranghi positivi 

T+= 1,5 + 5 + 6,5 + 9 + 10 = 32 

 ottenendo T+ = 32  

 

6 - Come nel test precedente, la loro somma dipende solo da N   

 ed è 

T- + T+ = 
( )
2

1+⋅ NN
 

 

7 – Per l’analisi si sceglie il valore minore; la sua media attesa ( )Tµ  dovrebbe essere 

 

( )
4

1+⋅
=

NN
Tµ  

 

Per piccoli campioni, come N = 10, la significatività è fornita dalla tabella dei valori critici (già 

riportati nel paragrafo precedente, ma forniti anche nella pagina successiva in modo più completo). 

 

Per un’ipotesi bilaterale, il valore di T minore (23) deve essere  confrontato con quello critico alla 

probabilità α = 0.05 bilaterale che risulta uguale a 8. Poiché il valore calcolato (23) è maggiore, in 

questo test non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla. 

 

Per un test unilaterale, si deve prima verificare se effettivamente la somma dei ranghi è maggiore 

dalla parte attesa, espressa nell’ipotesi alternativa (ad esempio, per l’asimmetria destra T+ deve essere 

maggiore di T-). Successivamente, si verifica se il T minore (in questo caso T-) è significativo.  

Con  N = 10 e alla probabilità unilaterale  α = 0.05, il valore critico è T = 10. Poiché il valore calcolato 

(T = 23) è maggiore, con questi dati non è possibile rifiutare l’ipotesi nulla, anche in un test 

unilaterale. 



 72 
 

 

 
 

TAVOLA DEI VALORI CRITICI  
DEL TEST T DI WILCOXON 

(uguali ai precedenti, validi per entrambi i test, ma presentati in modo differente) 
 
 

α bil. 0.50 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.001  
n  α uni. 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.0005 
4 2 0 --- --- --- --- --- --- 
5 4 2 0 --- --- --- --- --- 
6 6 3 2 0 --- --- --- --- 
7 9 5 3 2 0 --- --- --- 
8 12 8 5 3 1 0 --- --- 
9 16 10 8 5 3 1 0 --- 

10 20 14 10 8 5 3 1 --- 
11 24 17 13 10 7 5 3 0 
12 29 21 17 13 9 7 5 1 
13 35 26 21 17 12 9 7 2 
14 40 31 25 21 15 12 9 4 
15 47 36 30 25 19 15 12 6 
16 54 42 35 29 23 19 15 8 
17 61 48 41 34 27 23 19 11 
18 69 55 47 40 32 27 23 14 
19 77 62 53 46 37 32 27 18 
20 86 69 60 52 43 37 32 21 
21 95 77 67 58 49 42 37 25 
22 104 86 75 65 55 48 42 30 
23 114 94 83 73 62 54 48 35 
24 125 104 91 81 69 61 54 40 
25 136 113 100 89 76 68 60 45 
26 148 124 110 98 84 75 67 51 
27 160 134 119 107 92 83 74 57 
28 172 145 130 116 101 91 82 64 
29 185 157 140 126 110 100 90 71 
30 198 169 151 137 120 109 98 78 
35 272 235 213 195 173 159 146 120 
40 358 313 286 264 238 220 204 172 
45 456 402 371 343 312 291 272 233 
50 566 503 466 434 397 373 350 304 
55 688 615 573 536 493 465 438 385 
60 822 739 690 648 600 567 537 476 
65 968 875 820 772 718 681 647 577 
70 1126 1022 960 907 846 805 767 689 
75 1296 1181 1112 1053 986 940 898 811 
80 1478 1351 1276 1211 1136 1086 1039 943 
85 1672 1533 1451 1380 1298 1242 1191 1086 
90 1878 1727 1638 1560 1471 1410 1355 1240 
95 2097 1933 1836 1752 1655 1589 1529 1404 

100 

 

2327 2151 2045 1955 1850 1779 1714 1578 
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Nel caso di grandi campioni, si ricorre alla distribuzione normale.  

Sempre nella condizione che H0 sia vera, la somma dei ranghi dello stesso segno (T) segue 

approssimativamente la distribuzione normale 

 

T

tTZ
σ

µ−
≅  

 dove  

- Tµ  è calcolato con la formula precedente  

- Tσ  è la deviazione standard di T, determinata solamente da N (il numero di dati) 

 secondo la relazione 

( ) ( )
24

121 +⋅+⋅
=

NNN
Tσ  

 

Con misure ripetute e campioni grandi, la metodologia diventa più complessa.  

Per illustrare anche questa procedura, utile in varie situazioni, viene sviluppato l’esempio tratto dal 

testo di Jarrold Zar del 1999 (Biostatistical Analysis  4th ed. Prentice Hall, Upper Saddle River, Nee 

Jersey). E’ stato utilizzato in questo corso anche per la verifica della normalità, della simmetria e della 

curtosi con metodi parametrici, allo scopo di confrontarne i risultati e valutare la diversa potenza. 

Misurando l’altezza ( iX  espressa in pollici, riportata nella colonna 1) di 70 studenti, è stata ottenuta la 

seguente distribuzione di frequenza ( if , nella colonna 2): 

 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 
iX  if  id  id  iR  di id  iR  con segno ii Rf ⋅  

63 2 -7,5 7,5 69,5 -69,5 -139 
64 2 -6,5 6,5 67,5 -67,5 -135 
65 3 -5,5 5,5 64 -64 -192 
66 5 -4,5 4,5 57,5 -57,5 -287,5 
67 4 -3,5 3,5 48,5 -48,5 -194 
68 6 -2,5 2,5 35,5 -35,5 -213 
69 5 -1,5 1,5 21,5 -21,5 -107,5 
70 8 -0,5 0,5 8 -8 -64 
71 7 +0,5 0,5 8 +8 +56 
72 7 +1,5 1,5 21,5 +21,5 +160,5 
73 10 +2,5 2,5 35,5 +35,5 +355 
74 6 +3,5 3,5 48,5 +48,5 +291 
75 3 +4,5 4,5 57,5 +57,5 +172,5 
76 2 +5,5 5,5 64 +64 +128 

 
Totale 

 
70 

 
--- 

 
--- 

 
--- 

 
--- 

 
--- 
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La procedura per valutare se esiste una asimmetria significativa (quindi test bilaterale) con il test non 

parametrico T di Wilcoxon richiede i seguenti passaggi logici: 

 

1 -  Individuare la mediana. Poiché le misure sono 70 (già ordinate dalla minore alla maggiore nella 

distribuzione di frequenza delle colonne 1 e 2), la mediana è il valore collocato tra il 35° rango (70) e 

il 36° rango (71), cioè mediana = 70,5. 

 

2 - Si calcola la differenza  ( id )  tra ogni misura ( iX ) e la mediana, riportandone anche il segno  ( id , 

vedi la terza colonna). 

 

3 – Considerando queste differenze in valore assoluto ( id , vedi quarta colonna), si attribuisce ad esse 

il rango; è l’operazione che richiede più tempo e alla quale occorre prestare maggiore attenzione ( iR  

di id , nella quinta colonna).  

Ad esempio.  

a) Le misure iX  = 70 che sono 8 e le misure iX  = 71 che sono 7 hanno tutte uno scarto dalla mediana 

(70,5) che in valore assoluto è 0,5 ( id = 0,5).  

In una disposizione ordinata per dimensioni, questi scarti occupano i ranghi da 1 a 15, il cui valore 

medio  è 8. Quindi gli 8 scarti positivi (+0,5) e i 7 scarti negativi (-0,5) hanno tutti rango 8 ( iR  di id  

= 8). 

b) Le misure iX  = 69 che sono 5 e le misure iX  = 72 che sono 7 hanno tutte uno scarto dalla 

mediana (70,5) che in valore assoluto è 1,5 ( id = 1,5).  

In una disposizione ordinata per dimensioni, questi 12 scarti occupano le posizioni da rango 16 a 

rango 27, il cui valore centrale (individuabile anche come media della somma dei valori da 16 a 27) è 

21,5. Quindi i 5 scarti positivi (+1,5) e i 7 scarti negativi (-1,5) hanno tutti rango 21,5 ( iR  di id = 

21,5)  

c) Si continua in questo modo procedendo dai valori centrali, vicini alla mediana e quindi con scarti 

minori, verso i valori estremi, ovviamente con scarti maggiori.  

Ad esempio, le misure iX  = 63 sono 2 e hanno uno scarto dalla mediana (70,5) che in valore assoluto 

è 7,5 ( id  = 7,5). Sono i due scarti maggiori su 70 e quindi occupano i ranghi 69 e 70, il cui valore 

medio è 69,5 (vedi, nella colonna 5, iR  di id  = 69,5). 
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4 – Nella sesta colonna ( iR  con segno ) vengono riportati i ranghi della quinta colonna, con il segno 

della loro differenza, riportata nella terza colonna. 

 

5 – Nella settima e ultima colonna ( ii Rf ⋅ ) è riportato il prodotto della colonna 2 con la colonna 6. 

Infine si devono sommare tra loro  

- i valori negativi 

T- = 139 + 135 + 192 + 287,5 + 194 + 213 + 107,5 + 64 = 1.332 

 ottenendo T- = 1.332 

- i valori positivi 

T+ = 56 + 160,5 + 355 + 291 + 172,5 + 128 = 1.163 

 ottenendo T+ = 1.163 

 

6 - Il valore di T minore è quello determinato dalla somma dei positivi (T+ = 1.163).  

E’ un risultato che indica una asimmetria sinistra, ma si tratta di valutarne la significatività.  

Tale valore non è assolutamente significativo, poiché per N = 70 il valore minimo di T è maggiore non 

solo di quello critico riportato per la probabilità bilaterale α = 0.05 (907), ma è maggiore anche di 

quello per la probabilità α = 0.5 (1.126).  

 

Applicato allo studio della simmetria, il test T di Wilcoxon è poco potente. Mentre per il confronto 

della tendenza centrale rispetto al corrispondente parametrico test t di Student esso perde poco in 

potenza (è 0,95 in alcune stime; 0,96 in altre), nel caso del test sulla simmetria la perdita di potenza è 

grande. Infatti, applicata agli stessi dati, la metodologia parametrica proposta da  D’Agostino (vedi 

capitolo relativo) per un test bilaterale con Z = -1,23 fornisce una stima della probabilità uguale a 

0,219 o 21,9%. 

 

Poiché il campione è grande (N = 70) è possibile ricorrere alla distribuzione normale e applicare la 

formula per la stima di Z. 

Con 

( ) ( )
24

121 +⋅+⋅
=

NNN
Tσ  = 

( ) ( ) 07,16933,583.28
24

1417170
==

⋅⋅
 

 e 

( )
4

1+⋅
=

NN
Tµ  = 

( ) 5,242.1
4

7170
=

⋅
 

 si ottiene 
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Z T t

T

≅
− µ
σ

 = 47,0
07,169
5,79

7,169
5,242.1163.1

−=
−

=
−

 

 

 una stima Z = -0,47. 

In una distribuzione normale bilaterale a questo valore corrisponde una probabilità uguale a 0,638 

(63,8%). E’ un risultato che conferma quello della tabella; ma fornisce una stima più precisa della 

probabilità. 

 

 

7.14.  IL TEST DI GOSSET PER LA ETEROGENEITA’ DI POISSON IN CONTEGGI; IL 

TEST PER L’INDICE DI DISPERSIONE E IL GRAFICO DI ELLIOTT 

Nel conteggio di popolazioni di batteri in microbiologia, di animali o vegetali che vivono in superfici 

della stessa dimensione nella ricerca ambientale, di globuli rossi o di globuli bianchi in medicina e 

biologia, di mutanti in genetica, si pone il problema di verificare se i conteggi (X1, X2, …Xk) ottenuti 

in n prove seguono la distribuzione di Poisson. 

Può anche essere il caso di eventi che avvengono nel tempo oppure di elementi che hanno 

comunque una successione lineare, come in un percorso stradale. Ad esempio, il numero di ricoveri 

settimanali per una certa malattia, misurato con costanza nell’arco di uno o due anni (quindi 50-100 

frequenze); oppure il numero di incidenti nell’arco di un quinquennio in tratti di strada relativamente 

brevi, di lunghezza costante (per esempio pari a 2-4 Km) per un tragitto di un centinaio di Km, al fine 

di valutare se ogni tratto avvengono con frequenza simile. 

Dove c’è motivo di dubitare che tali conteggi siano distribuiti in modo casuale, come in popolazioni 

animali che vivono in gruppo o sono distribuiti in modo uniforme sul territorio, dopo aver calcolato 

 la media campionaria ( X )  

n

X
X

n

i
i∑

== 1  

 

 ritenendola la stima migliore di quella incognita della popolazione (µ) 

 si può ricavare la distribuzione teorica di Poisson con  

 

Pi

i
- =  

i!
 eµ µ   

 in cui  µ = np   e   σ2 = npq.  

Poiché (p +q) = 1   e   p tende a 0, si ricava che media e varianza sono uguali (µ = σ2). 
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Già nel 1907 W. S. Gosset (Student, dallo pseudonimo con cui firmò il suo articolo del 1908 su una 

nuova distribuzione che sarà chiamata t da Fisher) ha proposto un metodo per valutare la presenza di 

errori nei conteggi in microbiologia (vedi di W. S. Gosset del 1907 l’articolo On the error of 

counting with a haemocytometer, pubblicato su Biometrika, Vol. 5, pp.351-360). Ripreso anche 

recentemente da vari testi a diffusione internazionale, il test è utilizzato per stabilire statisticamente 

se una tecnica di conteggio può essere ritenuta corretta. 

 

Quando si prepara il materiale per un conteggio batteriologico, la sospensione potrebbe essere stata 

mescolata in modo non adeguato, i volumi inoculati non essere uguali, la crescita sulle culture non 

essere avvenuta con la stessa intensità oppure essere iniziata in tempi differenti. Sono tutti casi in cui 

le singole presenze sono determinate da medie reali (µ) differenti, anche se ignote; quindi, il 

campione di conteggi non ha sempre la stessa media. 

Ne deriva la presenza di eterogeneità dei conteggi osservati, che può essere valutata con un test χ2 

mediante la quantità 

( )
X

XX
n

i
i

n

∑
=

−

−
= 1

2

2
)1(χ  

 

Se è vera l’ipotesi nulla  

H0: la media (µ) della popolazione è costante 

 

 i risultati dei singoli conteggi sono distribuiti in accordo con la distribuzione chi quadrato, con gradi 

di libertà uguali a n – 1.  

E’ chiamato test di Poisson di eterogeneità o di dispersione.  

E’ uno sviluppo della formula generale del chi quadrato 

 

( )∑
=

−
−

=
n

i i

ii
n Att

AttOss
1

2
2

)1(χ  

 dove  

-  i singoli conteggi osservati (Ossi) dovrebbero discostarsi dalla loro media generale (Atti) solo per 

quantità casuali.  

 

E’ il quadrato della distribuzione normale 

σ
µ−

= i
i

XZ  

 poiché  



 78 
 

 

∑
=

− =
n

i
in Z

1

22
)1(χ  

 

ESEMPIO 1.  Peter Armitage e Geoffry Berry nel loro testo del 1994 (Statistical Methods in 

Medical Research, Blackwell Scientific Publication Limited, Oxford) tradotto in Italiano nel 1996 

(con il titolo Statistica Medica. Metodi statistici per la ricerca in Medicina, edito da McGraw-Hill, 

Libri Italia, Milano,  XIX + 619 pp.) riportano e illustrano nei dettagli l’esempio di Gosset. 

 

In 20 quadrati dell’emocitometro sono state contate le cellule di lievito: 

 

Quadrato 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Numero di cellule 2 4 4 8 3 3 5 6 7 7 

 

Quadrato 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Numero di cellule 2 7 4 8 5 4 4 1 5 7 

 

Con n  = 20   e   ∑
=

20

1i
iX = 96 

 la media 

20
961 ==

∑
=

n

X
X

n

i
i

= 4,8 

 risulta uguale a 4,8 

 e il chi quadrato con 19 gdl 

( )

8,4
4,81

8,4

8,4
11

2

2
)19( =

−
=

∑
=

n

iX
χ  = 16,92 

 risulta uguale a 16,92. 

Dalla tabella dei valori critici del chi quadrato, si ricava che a un χ2 = 16,92 con gdl = 19 corrisponde 

una probabilità P ≅ 0.60 

E’ una probabilità molto alta. Si deve dedurne che nei risultati del conteggio non è presente alcuna 

indicazione di eccesso di variabilità, rispetto a quella attesa dalla distribuzione poissoniana. 

Nel commento a questo metodo, Armitage e Berry evidenziano: 

-  di solito il test è unilaterale a destra, poiché quando è presente eterogeneità il valore del chi- 

quadrato è maggiore di quello critico; come nel caso dell’esempio, si può rifiutare l’ipotesi nulla 
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solo quando il valore del 2
1−nχ  è maggiore di quello tabulato alla probabilità α prefissata (0.05; 0.01; 

0.001) ovviamente collocata interamente nella zona destra, per cui la probabilità di rifiutare l’ipotesi 

nulla diventa maggiore; 

-  in altre condizioni, si vuole invece verificare se la variabilità è minore di quanto atteso, in quanto 

è stato ipotizzata una distribuzione uniforme, almeno in modo tendenziale; si rifiuta l’ipotesi nulla 

quando il valore del 2
1−nχ  è minore di quello tabulato alla probabilità α prefissata nella coda sinistra, 

riportate simmetricamente alle tre precedenti, cioè come α = 0.999,  α = 0.99  e  α = 0.95; 

-   questo test è valido per campioni grandi; quindi, convenzionalmente, se ≥X  5   e   n > 15. 

 

Il concetto che la variabilità osservata in una serie di conteggi è inferiore a quella attesa merita un 

chiarimento. Nella ricerca di laboratorio, in svariate situazioni avviene che il ricercatore consideri 

errato il conteggio che gli sembra troppo distante dal valore medio. Già nel 1950, H. O. Lancaster 

con l’articolo Statistical control in haematology (sulla rivista J. Hyg. Camb. Vol. 48, pp.402-417) 

evidenziava che, nel conteggio di globuli rossi, tecnici inesperti tendevano a omettere i valori estremi 

o a ripetere la stessa osservazione, ritenendo la precedente errata. Ignorando la teoria della 

distribuzione poissoniana, essi sottostimavano la variabilità casuale, pensando che in particolare certi 

valori alti fossero errati.  

Anche oggi, in alcune situazioni diventa difficile effettuare un conteggio esatto: quando il numero di 

individui è alto, i globuli tendono a sovrapporsi. Quindi per difficoltà tecniche i valori alti venivano 

ignorati e volutamente tralasciati. In sostituzione di questi aggregati, era utilizzato un caso vicino, 

dove i globuli potevano essere contati con facilità. Questi tecnici pensavano che, effettuando una 

scelta casuale del sostituto, il risultato non fosse modificato. In realtà si determinava una distribuzione 

tronca, la cui media risultava inferiore al reale, in quanto carente dei valori maggiori. 

 

Per comprendere esattamente la differenza tra una distribuzione campionaria e quella attesa 

secondo la legge di Poisson, come nella tabella successiva 

-  dopo aver raggruppato i valori in classi (prima riga), 

-  calcolare la distribuzione di frequenza dei dati osservati (seconda riga); 

-  poi, con lo sviluppo della formula poissoniana, calcolare le frequenze relative attese sulla base della 

media osservata 8,4== Xµ  (terza riga),  

 mediante 

Pi

i
- =  

i!
 eµ µ  

-  infine, calcolare la frequenze assolute attese (Pi x 20 come nella quarta riga)  
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Classe 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ≥9 Totale 

Frequenze Osservate 0 1 2 2 5 3 1 4 2 0 20 

P(i) 0,008 0,039 0,094 0,151 0,181 0,174 0,139 0,097 0,057 0,060 1,0 

Frequenze Attese 0,16 0,78 1,88 3,02 3,62 3,48 2,78 1,94 1,14 1,20 20,0 

 

Dal semplice confronto delle frequenze osservate con quelle attese, nel caso dell’esempio si evidenzia 

che le differenze più importanti sono: 

1 -  nella classe 4: per 5 volte sono stati contati 4 individui, mentre secondo l’atteso di Poisson questo 

conteggio doveva comparire meno di 4 volte (esattamente 3,5); 

2 -  nella classe 7: per 4 volte sono stati contati 7 individui, mentre secondo l’atteso questo conteggio 

doveva comparire circa 2 volte (esattamente 1,9); 

3 -  nella classe ≥9: non sono mai stati contati 9 o più individui, mentre secondo l’atteso questo 

conteggio doveva comparire circa 1 volta (esattamente 1,2). 

Il test statistico precedente (con 2
)19(χ  = 16,92 e una probabilità 60,0≅P ) dimostra che le differenze 

descritte in realtà sotto l'aspetto statistico sono totalmente trascurabili. 

 

Casuale                                      Aggregata                                     Regolare 
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L’analisi della casualità di una distribuzione, ossia la verifica statistica se una distribuzione 

osservata può essere considerata casuale, aggregata oppure regolare come nelle tre figure 

precedenti, nella ricerca ambientale e biologica durante gli ultimi decenni è stata ripresa da vari 

studiosi, con metodi leggermente differenti, ma concetti identici, a quelli di Gosset. 

 

Già nella presentazione delle distribuzioni teoriche discrete,  era stato ripetutamente evidenziato che 

-   popolazioni di dati che producono campioni con varianze uguali alle medie sono casuali, 

-   popolazioni di dati che producono campioni con varianze maggiori delle medie sono aggregate o 

raggruppate, 

-  popolazioni di dati che producono campioni con varianze minori delle medie sono distribuite in 

modo regolare o equispaziato. 

Come stima della variabilità di conteggi, è proposta 

 la misura 

X
sI

2

=  

che è chiamata indice di dispersione (index of dispersion). 

Ovviamente, per decidere se la varianza calcolata su conteggi campionari è significativamente 

maggiore oppure minore della media, si deve ricorrere a un test statistico.  

Trattandosi di una misura di dispersione o variabilità, il più adatto è il chi quadrato, mediante la 

relazione 

νχν ⋅=
X
s2

2  

 dove,  

- 1−= nν  sono i gradi di libertà. 

 

Se le tre figure rettangolari precedenti fossero un territorio ampio, la differente distribuzione 

territoriale può essere quantificata e analizzata in modo semplice. Dopo aver suddiviso ogni 

rettangolo in tanti aree piccole di superficie identica, come possono essere una trentina di quadrati, 

si conta il numero di individui entro ogni quadrato. Con questi trenta dati, si calcolano l’indice di 

dispersione e il valore chi quadrato che ha 29 gradi di libertà. 

E’ facile dedurre che 

-  nel caso della distribuzione regolare, ognuno dei trenta quadrati avrà approssimativamente lo stesso 

numero di dati; quindi varianza tendente a zero e  un 2
νχ  tendente a zero; 

-  nel caso della distribuzione aggregata, i trenta quadrati avranno sia frequenze molto sia altre molto 

basse; quindi varianza massima e un 2
νχ  tendente a un valore alto; 
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- nel caso della distribuzione casuale, i trenta quadrati avranno numero con variabilità media; quindi 

varianza media e ugualmente un 2
νχ  tendente a un valore medio. 

 

La formula che utilizza l’indice di dispersione per calcolare il 2
νχ  in realtà coincide esattamente con la 

proposta di Gosset: 

( )
X

XX

X
s

n

i
i∑

=

−
=

⋅
= 1

2
2

2 νχν  

 

L’uso delle tabelle del 2
νχ  spesso è sostituito da grafici, che visualizzano meglio il risultato del test. 
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In letteratura spesso sono  utilizzati i grafici pubblicati da J. M. Elliott nel 1977 nell’articolo Some 

methods for the statistical analysis of samples of benthic invertebrates (su Freshwater Biological 

Station Association, Scientific Publication No 25, pp: 1-142), in particolare se l’analisi della 

dispersione è estesa contemporaneamente a più popolazioni. 

 

L'ultima figura riportata è una rappresentazione grafica dei valori critici del test chi quadrato, 

applicato all’indice di dispersione, per la probabilità α = 0.05 bilaterale con campioni fino a ν = 30. 

I valori originali sono riportati nella tabella della pagina successiva.  

Come intuitivo, un valore del test 2
νχ  che, in funzione dei gradi di libertà  ν, è identificato da un punto 

sul grafico che cade 

- nella zona superiore (raggruppamento), indica che la distribuzione degli eventi è aggregata; 

- nella zona mediana (casuale), indica che la distribuzione degli eventi è random; 

- nella zona inferiore (regolare), indica che la distribuzione degli eventi è uniforme. 

 Inoltre si ha una chiara indicazione dell’intensità del fenomeno.  

Quando il campione è grande (per alcuni ν >30, per altri ν >100) la figura precedente (che per motivi 

grafici e per frequenza d’uso di ferma a ν = 30) non può essere utilizzata. Come già indicato nella 

presentazione della distribuzione chi-quadrato, è possibile utilizzare l’approssimazione alla normale a 

causa della relazione 

122 2 −−= νχνz  

Alla probabilità α = 0.05, la distribuzione spaziale degli individui o quella temporale degli eventi è  

- da considerare random se il valore di z è compreso tra +1,96 e –1,96, 

- da considerare aggregata se il valore di z è maggiore di +1,96, 

- da considerare uniforme se il valore di z è minore –1,96. 

 

ESEMPIO 2.   Per analizzare il tipo di infestazione di parassiti in una specie di uccelli,  in 8 di essi 

nelle penne sono stati contati i seguenti parassiti 

 

12 6 19 5 17 7 10 5 

 

Come è il tipo di infestazione di quel parassita?  Uniforme, random  oppure aggregata? 

Risposta.    Dai dati osservati si ricavano la media e la varianza 

X  = 10,1        2s  = 29,8 
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VALORI CRITICI DELLA DISTRIBUZIONE χ2  (con gdl da 1 a 30) 

 
Le due colonne esterne riportano i valori per la probabilità α = 0.01 bilaterale 

 
Le due colonne interne riportano i valori per la probabilità α = 0.05 bilaterale 

 
 

ν .995 .975 .025 .005 ν 
1 0.000 0.001 5.024 7.879 1 
2 0.010 0.051 7.378 10.597 2 
3 0.072 0.216 9.348 12.838 3 
4 0.207 0.484 11.143 14.860 4 
5 0.412 0.831 12.833 16.750 5 
6 0.676 1.237 14.449 18.548 6 
7 0.989 1.690 16.013 20.278 7 
8 1.344 2.180 17.535 21.955 8 
9 1.735 2.700 19.023 23.589 9 
10 2.156 3.247 20.483 25.188 10 
11 2.603 3.816 21.920 26.757 11 
12 3.074 4.404 23.337 28.299 12 
13 3.565 5.009 24.736 29.819 13 
14 4.075 5.629 26.119 31.319 14 
15 4.601 6.262 27.488 32.801 15 
16 5.142 6.908 28.845 34.267 16 
17 5.697 7.564 30.191 35.718 17 
18 6.265 8.231 31.526 37.156 18 
19 6.844 8.907 32.852 38.582 19 
20 7.434 9.591 34.170 39.997 20 
21 8.034 10.283 35.479 41.401 21 
22 8.643 10.982 36.781 42.796 22 
23 9.260 11.689 38.076 44.181 23 
24 9.886 12.401 39.364 45.559 24 
25 10.520 13.120 40.646 46.928 25 
26 11.160 13.844 41.923 48.290 26 
27 11.808 14.573 43.194 49.645 27 
28 12.461 15.308 44.461 50.993 28 
29 13.121 16.047 45.722 52.336 29 
30 13.787 

 

16.791 

 

46.979 

 

53.672 30 
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Confronto tra le curve  

-  della distribuzione di frequenze di Poisson  (a sinistra) e  

-  della distribuzione di frequenze della binomiale negativa (a destra).  

La prima ha varianza uguale alla media, la seconda ha varianza maggiore della media. 

La prima determina valori medi dell’indice di dispersione, mentre la seconda determina valori 

grandi. 



 86 
 

 

 

La semplice osservazione che la media è superiore alla varianza e in modo così evidente rappresenta 

una chiara indicazione che la distribuzione non è poissoniana ma binomiale negativa. 

L’indice di dispersione è 

95,2
1,10
8,292

===
X
sI  

 uguale a 2,95 

Per decidere se la varianza calcolata è significativamente maggiore (ma in un test bilaterale, in 

quanto prima del conteggio in questo caso non era supposto il tipo di aggregazione), il test chi 

quadrato con ν  = 7 

65,207
1,10
8,292

2 =⋅=⋅= νχν X
s

 

 risulta 2
7χ  = 20,65. 

Nella tabella dei valori critici con gdl = 7 alla probabilità α = 0.005 si trova 2
7χ  = 20,278.  

Di conseguenza si può rifiutare l’ipotesi nulla (la distribuzione è casuale) e accettare l’ipotesi 

alternativa che non la sia.  

Riportato nel grafico, il punto con coordinate 2
7χ  = 20,65  e   ν  = 7  indica che l’infestazione di 

questo parassita è di tipo aggregato. 
 

 

7.15.   IL METODO DI  KOLMOGOROV-SMIRNOV PER UN CAMPIONE, CON DATI 

ORDINALI DISCRETI E CON DATI CONTINUI 

Come ripetutamente evidenziato nel capitolo sul χ2 parlando delle condizioni di validità, quando il 

numero totale di osservazioni è ridotto, convenzionalmente inferiore a 30, e/o le frequenze attese di 

almeno due gruppi sono inferiori a 5, non è possibile utilizzare il test χ2 .  

E’ tuttavia ugualmente possibile verificare la concordanza tra fatto ed ipotesi, cioè tra una 

distribuzione osservata e la corrispondente attesa, ricorrendo al test per un campione di 

Kolmogorov-Smirnov, due matematici russi quasi coetanei, Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-

1987) e Nikolai Vasil’evich Smirnov (1900-1966). 

 

Soprattutto, come verrà evidenziato ulteriormente con una dimostrazione sperimentale semplice, il test 

è più potente di quello del  χ2 , in particolare quando si utilizza una scala continua. Il test non è 

limitato al caso di piccoli campioni, ma è estensibile anche a grandi campioni, sebbene all’aumentare 

del numero dei dati diminuisca il suo vantaggio in potenza sui corrispondenti test χ2  e  test G; oltre i 
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100 dati, la differenza è minima. 

 

Proposto da A. Kolmogorov nel 1933 per il confronto tra un campione ed una distribuzione teorica 

(con l’articolo in italiano Sulla determinazione empirica di una legge di distribuzione, sulla rivista 

Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari Vol. 4 pp. 1-11) di solito rettangolare o uniforme, è 

stato sviluppato e poi esteso al caso di due campioni indipendenti nel 1939 da N. V. Smirnov con due 

articoli (il primo in francese, Sur les écarts de la courbe de distribution empirique, pubblicato su 

Recueil Mathématiques N. S. 6:, pp. 3-26; il secondo in russo ma divulgato successivamente in 

inglese, On the estimation of the discrepancy between empirical curves of distribution for two 

independent samples, pubblicato su Bull. Moscow Univ. Intern. Ser. (Math) Vol. 2, pp.3-16).  

 

Nel 1948 Smirnov ha fornito una tabella dei valori critici (con l’articolo in inglese Table for 

estimating the goodness of fit of empirical distribution, pubblicato su Ann. Math Stat. vol. 19, pp. 

279-281).  

Successivamente, anche in tempi recenti, sono state proposte diverse altre tabelle; tra esse si 

distinguono per completezza dei parametri considerati quelle di A. N. Pettitt e M. A. Stephens del 

1977 per dati raggruppati (The Kolmogorov-Smirnov goodness-of-fit statistic with discrete and 

grouped data. Technometrics Vol 19, pp. 205–210) e le proposte di H. J. Khamis del 1990 per dati 

continui (The δ corrected Kolmogorov-Smirnov test for goodnes of fit, pubblicato su Journal Statist. 

Plan. Infer. Vol. 24, pp. 317- 335).  

Tuttavia, su vari testi di statistica applicata spesso sono utilizzate quelle proposte inizialmente. 

Sono più semplici anche se più approssimate.  

 

In queste dispense sono riportate quelle proposte da L. H. Miller nel 1956 (con l’articolo Table of 

pencentage points of Kolmogorov statistics, pubblicato su Journal of the American Statistical 

Association Vol. 51, pp. 111 – 121). Proposte per una scala continua, sono utilizzate in vari testi di 

statistica applicata anche per dati raggruppati, a motivo della buona approssimazione che esse 

forniscono. 

 

Il test di Kolmogorov-Smirnov per la bontà dell’adattamento (Kolmogorov-Smirnov goodness of 

fit test), per la sua ampia utilizzazione è proposto su molti testi di statistica applicata. Esso può essere 

utilizzato  

-  sia per dati misurati su una scala ordinale discreta o dati continui raggruppati in classi, 

-  sia per dati continui, che possono essere misurati con una scala di rapporti oppure a intervalli 

oppure ordinale.  
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PER DATI DISCRETI O RAGGRUPPATI 

Tra i testi internazionali, questo metodo è riportato in  

-  Siegel Sidney e N. John jr. Castellan del 1988 (Nonparametric Statistics for the Behavioral 

Sciences, (McGraw-Hill, London), tradotto in italiano nel 1992 Statistica non parametrica 2° ed., 

McGraw-Hill Libri Italia, Milano, 472 pp.) 

-  Zar Jerrold H. del 1999 (Biostatistical Analysis, fourth ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, New 

Jersey, USA, pp.663 + 203 app.) 

A essi si rinvia per ulteriori approfondimenti e per l’uso di tabelle dei valori critici che sono più estese 

di quelle riportate in queste dispense.  

 

In questo test, si richiede una condizione aggiuntiva, rispetto al test chi quadrato: i gruppi non 

possono essere qualitativi, ma devono essere ordinati secondo una scala di tipo almeno ordinale. 

L’ipotesi nulla è ancora 

H0: la distribuzione osservata e quella attesa sono uguali 

 

 contro l’ipotesi alternativa  

H1: le due distribuzioni divergono, 

 senza per questa indicare quale possa essere la distribuzione teorica più vicina alla distribuzione 

osservata.  

 

Il confronto viene realizzato mediante il valore di massima divergenza tra le due distribuzioni 

cumulate. Successivamente, la tabella dei valori critici indica la probabilità di trovare una divergenza 

pari o superiore a quella calcolata, qualora fosse vera l’ipotesi nulla. 

Il test si fonda sulla logica che, se un campione fosse estratto da una determinata distribuzione teorica 

o attesa, la sommatoria della distribuzione osservata dovrebbe discostarsi dalla sommatoria della 

distribuzione attesa solo per fattori casuali, di piccola entità.  

 

Indicando con  

-  O(Xi) ogni valore della sommatoria dei dati osservati e con  

-  A(Xi) ogni valore della sommatoria dei dati attesi,   

 la deviazione massima D’ è 

D’ = max | O(Xi) - A(Xi)| 
 

Per l’uso delle tabelle, come la prossima riportata, alcuni testi propongono di rendere D’ indipendente 

dal numero di osservazioni mediante la trasformazione  

D = D’ / N 
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benché la sua significatività dipenda dalla dimensione (N) del campione. 

 

La tavola presenta i valori critici per un test a 2 code e a 1 coda, in rapporto alla dimensione (N) del 

campione e al livello di significatività α prefissata.  

 

Ad esempio, per apprenderne l’uso, alla probabilità α = 0.05 bilaterale 

- con 5 dati (N = 5) è significativa una differenza uguale o superiore (D ≥ ) a 0,563  

- con 6 dati è significativa una differenza di 0,519 

- con 7 dati una differenza di 0,483, ecc.   

Alla probabilità α = 0.01 per un test unilaterale sono rispettivamente significativi valori di D uguali o 

superiori 

- a 0,627 (per N = 5)  

- a 0,577 (per N = 6)  

- a 0,538 (per N = 7). 

 
La tavola riporta i valori critici fino ad N uguale a 40.  

Con N maggiore di 40, per test bilaterali sono significativi 

- alla probabilità α = 0.05 valori di 

D ≥ 1,36 / N  

- alla probabilità α = 0.01 valori di 

D ≥ 1,63 / N  

 

Con N maggiore di 40, per test unilaterali sono significativi 

- alla probabilità α = 0.05 valori di 

D ≥ 1,22 / N  

- alla probabilità α = 0.01 valori di 

D ≥ 1,52 / N  

 

Il ricorso al test di Kolmogorov-Smirnov permette di formare un numero molto alto di gruppi, 

ognuno con poche osservazioni attese, mentre il test chi-quadrato impone un loro raggruppamento, per 

non avere frequenze attese inferiori a 5. 

 

Il test di Kolmogorov-Smirnov è più potente del test χ2
( g. d. l. ), in particolare quando il campione non 

è grande.  

Quando la numerosità del campione è grande, i due test hanno potenza simile e forniscono probabilità 



 90 
 

 

simili. 

 

Per illustrane l’applicazione in modo semplice, è utile seguire un esempio in tutti i suoi passaggi 

logici, dalla presentazione del problema scientifico alla risposta conclusiva. 

 

1) Si assuma che in dieci ore di osservazione, dalle ore 7 alle 17, un ricercatore di etologia abbia 

avvistato 15 uccelli della stessa specie dal suo luogo di appostamento, con la seguente cadenza oraria: 

 

 

Ore 7-8 9-10 11-12 13-14 15-16 

Uccelli avvistati 0 1 1 9 4 

 

 

Egli intende verificare se  

-  si tratta di una distribuzione approssimativamente uniforme, cioè se le differenze osservate rispetto a 

tale ipotesi possono essere considerate entro i limiti delle variazioni accidentali (H0),  

-  oppure se sia più attendibile pensare ad una incidenza effettiva dell’ora sul numero di avvistamenti 

(H1) e quindi se le frequenze nelle diverse fasce orarie seguono una legge diversa (non nota, ma 

differente da quella di uniformità). 

 

2 – La prima operazione da effettuare è la stima della distribuzione attesa, nella condizione che 

l’ipotesi nulla sia vera.  

Se l’ora non incidesse sulla frequenza di volo degli uccelli, il ricercatore avrebbe dovuto avvistarne un 

numero costante per ogni intervallo unitario di tempo; con 15 uccelli osservati in 5 intervalli di tempo, 

il ricercatore avrebbe dovuto osservarne 3 ogni 2 ore, con la seguente cadenza  

 

 

Ore 7-8 9-10 11-12 13-14 15-16 

Distribuzione attesa 3 3 3 3 3 

 

 

Il confronto a coppie tra le due distribuzioni cumulate permette di calcolare le differenze tra coppie di 

frequenze e di trovare facilmente la differenza assoluta massima: 
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Valori critici di Dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 

per la bontà dell’adattamento con dati continui e raggruppamenti in classi 

Test unilaterali e test bilaterali 

con N da 5 a 24 

(Proposti da Miller, 1956) 
 
 
 

Dimensione del 
campione Test Unilaterale Test Bilaterale 

N α = 0.05 α = 0.01 α = 0.05 α = 0.01 

5 0,509 0,627 0,563 0,669 
6 0,468 0,577 0,519 0,617 
7 0,436 0,538 0,483 0,576 
8 0,410 0,507 0,454 0,542 
9 0,388 0,480 0,430 0,513 
10 0,369 0,457 0,409 0,489 
11 0,352 0,437 0,391 0,468 
12 0,338 0,419 0,375 0,449 
13 0,326 0,404 0,361 0,433 
14 0,314 0,390 0,349 0,418 
15 0,304 0,377 0,338 0,404 
16 0,295 0,366 0,327 0,392 
17 0,286 0,355 0,318 0,381 
18 0,279 0,346 0,309 0,371 
19 0,271 0,337 0,301 0,361 
20 0,265 0,329 0,294 0,352 
21 0,259 0,321 0,287 0,344 
22 0,253 0,314 0,281 0,337 
23 0,248 0,307 0,275 0,330 
24 0,242 0,301 0,269 0,323 
--- --- --- --- --- 
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Valori critici di Dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 

per la bontà dell’adattamento con dati continui e raggruppamenti in classi 

Test unilaterali e test bilaterali 

con N da 25 a 40 

e approssimazione per N > 40 

(Proposti da Miller, 1956) 
 
 
 

Dimensione del 
campione Test Unilaterale Test Bilaterale 

N α = 0.05 α = 0.01 α = 0.05 α = 0.01 

25 0,238 0,295 0,264 0,317 
26 0,233 0,290 0,259 0,311 
27 0,229 0,284 0,254 0,305 
28 0,225 0,279 0,250 0,300 
29 0,221 0,275 0,246 0,295 
30 0,218 0,270 0,242 0,290 
31 0,214 0,266 0,238 0,285 
32 0,211 0,262 0,234 0,281 
33 0,208 0,258 0,231 0,277 
34 0,205 0,254 0,227 0,273 
35 0,202 0,251 0,224 0,269 
36 0,199 0,247 0,221 0,265 
37 0,197 0,244 0,218 0,262 
38 0,194 0,241 0,215 0,258 
39 0,192 0,238 0,213 0,255 
40 0,189 0,235 0,210 0,252 
 

> 40 
 

N
22,1  

 

N
52,1  

 

N
36,1  

 

N
63,1  

--- --- --- --- --- 
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Ore 7-8 9-10 11-12 13-14 15-16 

Distribuzione osservata cumulata 0 1 2 11 15 

Distribuzione attesa cumulata 3 6 9 12 15 

Differenze assolute 3 5 7 1 0 

 

 

La differenza assoluta massima è 7.  

 

3 - E’ intuitivo pensare che essa possa essere tanto più grande quanto maggiore è lo scarto tra 

osservato ed atteso. Ma questo valore dipende anche dal numero totale di osservazioni: la 

differenza massima tende ad aumentare in valore assoluto al crescere delle dimensioni del campione. 

Anche se la sua significatività è strettamente legata ad esso, è possibile rendere lo scarto massimo 

assoluto indipendente dal numero totale di osservazioni, mediante il rapporto  

 

[ ]D deviazione massima
scarto massimo

numero totale di osservazioni
=  

 

 che, nel caso dell’esempio, 

D = =
7

15
0 466,  

 è  Dmax = 0,466. 

 

4 - Sulla tabella dei valori critici di D nel test di Kolmogorov-Smirnov per un campione in un test 

bilaterale,  

-  con un’ampiezza del campione (N) pari a 15 osservazioni,  

-  il valore critico della deviazione massima D è 

-   0,338 per la probabilità α = 0.05 e 

-   0,404 per la probabilità α = 0.01. 

Il valore calcolato nell’esempio (uguale a 0,466) risulta maggiore di quelli tabulati sia alla probabilità 

α = 0.05 che, soprattutto, a quella α = 0.01.  

 

5 - Di conseguenza, si rifiuta l’ipotesi nulla H0, secondo la quale le variazioni sono solamente 

accidentali. Pertanto, implicitamente, si accetta l’ipotesi alternativa H1, secondo la quale le differenze 
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tra distribuzione osservata e distribuzione attesa sono troppo grandi per poter essere, ragionevolmente, 

ritenuti casuali.  

Traducendo il risultato dell’analisi statistica in termini biologici, si può affermare che la specie di 

uccelli oggetto dell’osservazione si alzi in volo in modo preferenziale durante alcune ore del giorno. 

 

L'analisi statistica condotta permette di evidenziare alcune caratteristiche del test. 

Se nell’esperimento durante le 12 ore d’osservazione si fossero rilevati 30 individui, il campione 

sarebbe stato sufficientemente grande per ricorrere all’uso del test χ2 .  

Tuttavia, per rispettare anche la condizione di avere in ogni casella un valore minimo di 

osservazioni non inferiore a 5, sarebbe stato necessario raggruppare le osservazioni di classi adiacenti. 

E’ un’operazione che  

-  da una parte permette di rispettare le condizioni di validità;  

-  ma dall'altra determina una perdita d’informazione sulle differenze tra le varie ore.  

 

Il test di Kolmogorov-Smirnov permette di suddividere il tempo in un numero molto più grande di 

gruppi: con un’analisi più dettagliata, evidenzia differenze che con il raggruppamento tendono a 

scomparire. Inoltre, il raggruppamento in classi, per ridurre il numero di gruppi, può contenere 

una dose elevata di soggettività, determinando differenze tra le due cumulate che variano in rapporto 

al numero e al tipo di classi formate.  

 

Un altro problema importante è distinguere se il test è a una coda oppure a due code. Quello 

espresso in precedenza, nella quale non veniva indicata la direzione della differenza per un’ora o un 

gruppo di ore specifiche, era un test bilaterale. Se l’ipotesi alternativa all’ipotesi di uniformità fosse 

stata che al mattino il numero di avvistamenti è minore di quello pomeridiano, l’ipotesi sarebbe stata 

unilaterale. 

In questa scelta, occorre porre estrema attenzione al fatto che l’ipotesi non può essere formulata 

osservando i dati, ma deve essere esplicitata a priori. 

 

Come già citato, nel 1977 A. N. Pettitt e M. A. Stephens hanno proposto tabelle di valori critici che 

dipendono anche dal numero di gruppi e dal numero di dati.  

Per dimostrare il loro uso e presentare un ulteriore esempio di applicazione di questo test per risposte 

ordinali raggruppate, si assuma di voler valutare il livello di gradimento di un cibo o un farmaco, sulla 

base della quantità crescente di una sua componente, come un dolcificante o un semplice eccipiente. 

 

A questo scopo, a 35 pazienti sono state fatte assaggiare 5 confezioni, indicate con colori. Essi 

dovevano indicare solamente la confezione più gradita. 
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Riordinati i dati sulla base della quantità della sostanza contenuta nelle confezioni sottoposte a 

giudizio, dalla quantità minore (indicata nella tabella con 1) a quella maggiore (indicata con 5) il 

numero di preferenze dei 35 pazienti è stata (riga 2) 

 

 

1) Rango delle quantità 1 (poco) 2 3 4 5(molto) 

2) Gradimenti osservati 8 13 6 6 2 

3) Gradimenti attesi con H0 vera 7 7 7 7 7 

4) Distribuzione osservata cumulata 8 21 27 33 35 

5) Distribuzione attesa cumulata 7 14 21 28 35 

6) Differenze assolute  1 7 6 5 0 

 

 

1 – Per valutare se la distribuzione si allontana dalla casualità, che in questo caso richiede una 

distribuzione uniforme o rettangolare, prima si stima la frequenza attesa nella condizione che l’ipotesi 

nulla di uniformità (H0) sia vera: con 35 casi, sono 7 per ogni confezione (riga 3) 

 

2 – Successivamente si calcola la distribuzione cumulata di quella osservata (riga 4) e la distribuzione 

cumulata di quella attesa (riga 5), determinando la differenza assoluta per ogni gruppo (riga 6). 

 

3 – La differenza massima  ( maxd ) risulta 7. Per determinare la significatività, essa deve essere 

confrontata con la tabella dei valori critici. 

Con k = 5  e  N = 35, alla probabilità α = 0.05 bilaterale esso risulta 7, come quello trovato. 

Ne consegue che, se fosse vera l’ipotesi nulla, la probabilità P di trovare per caso tale differenza 

massima è inferiore 0.05 (P < 0.05). E’ una probabilità che permette di rifiutare l’ipotesi nulla: la 

distribuzione delle frequenze dei gradimenti è significativamente differente da una distribuzione 

rettangolare. 

 

La lettura delle ultime tabelle evidenzia come molte probabilità α abbiano la stessa differenza 

massima, ovviamente a parità di numero di classi (k) e di numero di dati (N). La causa è che, con 

pochi dati, la distribuzione è discreta. 

Per la significatività deve essere scelta la probabilità α minore. 
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Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 
per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 

proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 

Dimensione del 
campione K = 3 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

3 2 2 3 3 3 3 
6 3 3 3 4 4 5 
9 3 4 4 5 5 6 
12 4 4 4 5 6 7 
15 4 4 5 6 6 7 
18 4 5 5 6 7 8 
21 4 5 6 7 7 8 
24 5 5 6 7 8 9 
27 5 6 6 8 8 9 
30 5 6 7 8 9 10 
33 5 6 7 8 9 10 
36 5 7 7 9 9 11 
39 6 7 7 9 10 11 
42 6 7 8 9 10 12 
45 6 7 8 10 10 12 
48 6 7 8 10 11 12 
51 6 7 8 10 11 13 
54 6 8 9 11 11 13 
57 7 8 9 11 12 13 
60 7 8 9 11 12 14 
63 7 8 9 11 12 14 
66 7 8 9 11 12 14 
69 7 8 9 12 13 14 
72 7 8 9 12 13 15 
75 7 8 10 12 13 15 
78 7 9 10 12 13 15 
81 7 9 10 13 13 16 
84 7 9 10 13 14 16 
87 7 9 10 13 14 16 
90 7 9 10 13 14 16 
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Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 

per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 
proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 
 
 

Dimensione del 
campione K = 4 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

4 2 3 3 3 4 4 
8 3 4 4 5 5 5 
12 4 4 5 6 6 7 
16 4 5 5 6 7 8 
20 4 5 6 7 7 8 
24 5 6 6 8 8 9 
28 5 6 7 8 9 10 
32 5 6 7 9 9 10 
36 6 7 7 9 10 11 
40 6 7 8 9 10 12 
44 6 7 8 10 11 12 
48 6 7 8 10 11 13 
52 7 8 9 11 11 13 
56 7 8 9 11 12 13 
60 7 8 9 11 12 14 
64 7 8 9 12 13 14 
68 7 9 10 12 13 15 
72 7 9 10 12 13 15 
76 8 9 10 12 13 15 
80 8 9 10 12 13 15 
84 8 9 10 13 14 16 
88 8 9 10 13 14 16 
92 8 9 10 13 14 16 
96 8 9 10 13 14 17 
100 8 9 11 13 14 17 
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Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 
per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 

proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 
 
 

Dimensione del 
campione K = 5 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

5 3 3 3 4 4 4 
10 3 4 4 5 5 6 
15 4 5 5 6 7 7 
20 5 5 6 7 7 8 
25 5 6 6 8 8 9 
30 5 6 7 8 9 10 
35 6 7 7 9 10 11 
40 6 7 8 10 10 12 
45 6 7 8 10 11 12 
50 7 8 9 11 11 13 
55 7 8 9 11 12 14 
60 7 8 9 12 12 14 
65 7 9 10 12 13 14 
70 8 9 10 12 13 15 
75 8 9 10 13 14 15 
80 8 9 11 13 14 16 
85 8 9 11 13 14 16 
90 8 10 11 13 14 16 
95 8 10 11 13 14 17 
100 8 10 11 14 15 17 
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Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 
per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 

proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 

Dimensione del 
campione K = 6 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

6 3 3 4 4 4 5 
12 4 4 5 6 6 7 
18 4 5 6 7 7 8 
24 5 6 6 8 8 9 
30 6 6 7 9 9 10 
36 6 7 8 9 10 11 
42 6 7 8 10 11 12 
48 7 8 9 11 11 13 
54 7 8 9 11 12 14 
60 7 9 10 12 13 14 
66 8 9 10 12 13 15 
72 8 9 10 13 13 15 
78 8 9 11 13 14 16 
84 8 9 11 13 14 16 
90 8 10 11 14 15 16 
96 8 10 11 14 15 17 

N K = 6 

7 3 4 4 5 5 5 
14 4 5 5 6 7 7 
21 5 6 6 7 8 9 
28 5 6 7 8 9 10 
35 6 7 8 9 10 11 
42 6 7 8 10 11 12 
49 7 8 9 11 12 13 
56 7 8 9 12 12 14 
63 8 9 10 12 13 15 
70 8 9 10 13 13 15 
77 8 9 11 13 14 16 
84 8 10 12 13 14 16 
91 8 10 12 14 15 17 
98 8 10 12 14 15 17 
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Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 

per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 
proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 
 

Dimensione del 
campione K = 8 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

8 3 4 4 5 5 6 
16 4 5 6 7 7 8 
24 5 6 7 8 8 9 
32 6 7 7 9 10 11 
40 6 7 8 10 11 12 
48 7 8 9 11 12 13 
56 7 9 10 12 12 14 
64 8 9 10 12 13 15 
72 8 9 11 13 14 15 
80 8 10 11 13 14 16 
88 8 10 11 14 15 17 
96 9 10 11 14 15 17 

N K = 9 

9 4 4 4 5 5 6 
18 5 5 6 7 7 8 
27 6 6 7 8 9 10 
36 6 7 8 10 10 11 
45 7 8 9 11 11 13 
54 7 9 10 11 12 14 
63 8 9 10 12 13 15 
72 8 10 11 13 14 16 
81 8 10 11 13 14 16 
90 9 10 11 14 15 17 
99 9 10 12 14 15 18 

 

 



 101 
 

 

 

Valori critici di dmax nel test di Kolmogorov-Smirnov 
per la bontà dell’adattamento con dati discreti o raggruppati 

proposti da Pettitt e Stephens (1977) in test bilaterali 
in frequenze attese uguali o moderatamente differenti 

 
 

Dimensione del 
campione K = 10 

N 0.20 0.10 0.05 0.01 0.005 0.001 

10 4 4 5 5 6 6 
20 5 6 6 7 8 9 
30 6 7 7 9 9 11 
40 7 8 8 10 11 12 
50 7 8 9 11 12 13 
60 8 9 10 12 13 15 
70 8 10 11 13 14 15 
80 9 10 11 14 14 16 
90 9 10 12 14 15 17 
100 9 10 12 14 15 18 

N K = 11 

11 4 4 5 6 6 7 
22 5 6 6 8 8 9 
33 6 7 8 9 10 11 
44 7 8 9 11 11 13 
55 8 9 10 12 12 14 
66 8 9 11 13 14 15 
77 9 10 11 13 14 16 
88 9 10 12 14 15 17 
99 9 10 12 14 16 18 

N K = 12 

12 4 5 5 6 6 7 
24 5 6 7 8 9 10 
36 6 7 8 10 10 12 
48 7 8 9 11 12 13 
60 8 9 10 12 13 15 
72 9 10 11 13 14 16 
84 9 10 11 14 15 17 
96 9 10 12 14 15 18 
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Sebbene i gruppi siano di tipo ordinale e non qualitativi, con gli stessi dati è possibile stimare il valore 

del χ2. 

 

Con la formula 

( )
.

.. 2
2

1 Att
AttOss

k
−

=−χ  

 

 applicata alle frequenze riportate in tabella 

 

Rango delle quantità 1 2 3 4 5 

1) Gradimenti osservati 8 13 6 6 2 

2) Gradimenti attesi, se H0 vera 7 7 7 7 7 

3) Differenze 1 6 1 1 5 

 

 

 

Totale 

4) Valori del 2χ  0,143 5,143 0,143 0,143 3,541 9,143 

 

 

 si ottiene χ2 = 9,143 totale, con  gdl = 4. 

Nella tavola dei valori critici del χ2 con gdl = 4 

- alla probabilità α = 0.10 il valore critico è 7,779 

- alla probabilità α = 0.05 il valore critico è 9,488 

Il valore calcolato è minore di quello critico per la probabilità α = 0.05; quindi non è possibile rifiutare 

l’ipotesi nulla, contrariamente a quanto concluso in precedenza.  

E’ una dimostrazione molto semplice della diversa potenza e della necessità di utilizzare sempre il test 

più potente, ovviamente nel rispetto delle condizioni di validità. 

Tuttavia le probabilità P non è molto differente. All’aumentare di N, le due stime convergono. 

 

PER DATI CONTINUI 
Tra i testi internazionali, è riportato in quelli di  

-  Hollander Myles, Wolfe Douglas A., 1999, Nonparametric Statistical Methods, 2nd ed. John Wiley 

& Sons, New York, 787 pp. 

-  Sprent P., 1993, Applied nonparametric statistical methods, 2nd  Edition, Chapman & Hall, 

London. 

-  Zar Jerrold H. del 1999 Biostatistical Analysis, fourth ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, New 
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Jersey, USA, pp.663 + 203app. 

A essi si rinvia per ulteriori approfondimenti e tabelle dei valori critici più estese. 

 

Il test è utile in studi sulla sopravvivenza dopo un’operazione, in tossicologia dopo la 

somministrazione di un principio attivo, in etologia quando si valuta il tempo di comparsa di una 

reazione a uno stimolo, quando il tempo è valutato in modo continuo, senza quindi la comparsa di ties. 

Un numero molto limitato di ties è tuttavia accettabile. Anche in questo caso, il metodo è illustrato 

l’applicazione a un esempio. 

 

Si assuma che a 20 cavie sia stato somministrato un principio attivo e che esse siano state poste sotto 

osservazione continua  per sei giorni, misurando il tempo di comparsa del sintomo in ore, tradotte con 

approssimazione in decimi di giorno. Si vuole valutare se la probabilità di comparsa è costante o 

uniforme nel tempo. 

 

1- La prima elaborazione dei dati osservati iX  è la sua distribuzione ordinata dal minore al maggiore, 

come  nella colonna 2. In essa compare due volte la misura 3,4. 

 

(1) (2) (3) (4) (5) 
in  iX  Freq. Oss. Freq. Att. d = (3) - (4) 

1 0,6 0,10 0,05 + 0,05 
2 0,8 0,13 0,10 + 0,03 
3 1,1 0,18 0,15 + 0,03 
4 1,2 0,20 0,20 0,00 
5 1,4 0,23 0,25 - 0,02 
6 1,7 0,28 0,30 - 0,02 
7 1,8 0,30 0,35 - 0,05 
8 1,9 0,32 0,40 - 0,08 
9 2,2 0,37 0,45 - 0,08 

10 2,4 0,40 0,50 - 0,10 
11 2,5 0,42 0,55 - 0,13 
12 2,9 0,48 0,60 - 0,12 
13 3,1 0,52 0,65 - 0,13 
14 
15 

3,4 
3,4 

0,57  
0,75

- 0,18 

16 3,9 0,65 0,80 - 0,15 
17 4,4 0,73 0,85 - 0,12 
18 4,9 0,82 0,90 - 0,08 
19 5,2 0,87 0,95 - 0,08 
20 5,9 0,98 1,00 - 0,02 

 

 

2 – La seconda operazione da effettuare è la trasformazione dei dati rilevati in valori relativi (vedi 

colonna 3). 

Poiché il tempo dell’esperimento è 6 giorni   
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- il primo individuo che ha avuto la comparsa dopo giorni 0,6 ha un valore relativo di 0,10 (0,6/6) 

- il secondo con 0,8 giorni ha un valore relativo di 0,13 (0,8/6). 

 

3 – La stessa operazione deve essere fatta per le frequenze attese. Con 20 osservazioni in 6 giorni, se 

la distribuzione fosse stata uniforme nel tempo (H0 vera), si sarebbe osservato un nuovo caso ogni 

ventesimo del tempo totale, cioè 0,05. Nella colonna 4 sono riportati i valori cumulati. 

Il ties comporta maggiore attenzione in questo calcolo semplice 

 

4 – Per ogni coppia di frequenze cumulate (Osservata – Attesa) si calcola la differenza, come riporta in 

colonna 5. 

 

 
 

La rappresentazione grafica, nella quale in ascissa è riportato la cumulata dei valori osservati (X) e in 

ordinata la frequenza cumulata attesa (Y), evidenzia la differenza tra le due distribuzioni. 

 

5 – La differenza massima relativa D è 0,18 corrispondente alla osservazione iX  = 3,4. 

Sulla tabella dei valori critici di Miller, per un test bilaterale con N = 20 alla probabilità α = 0.05 il 

valore riportato è 0,294.  

Il valore calcolato è minore, quindi non sui può rifiutare l’ipotesi nulla in quanto P > 0.05. 

 

Il test poteva anche essere impostato con ipotesi alternativa unilaterale. Ad esempio, si poteva 

supporre che nei primi giorni, dato il tempo richiesto dalla prima comparsa dei sintomi, le frequenze 

osservate fossero minori di quelle attese, rispetto a una ipotesi di distribuzione rettangolare o 
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uniforme. 

Il grafico mostra che i dati osservati sono in accordo con questa attesa teorica; ma lo scarto massimo di 

quella zona (+0,05) è nettamente inferiore al valore critico per un test unilaterale. Infatti nella tavola 

dei valori critici di Miller, per un test unilaterale con N = 20 alla probabilità α = 0.05 il valore 

riportato è 0,265. Non è dimostrata una differenza unilaterale dall’atteso. 

 

Il test di Kolmogorov-Smirnov può essere utilizzato per verificare l’accordo di una distribuzione 

sperimentale con qualsiasi distribuzione, compresa la distribuzione normale. La metodologia è 

leggermente modificata e i valori critici sono differenti. 

Per questa specifica applicazione, è utile il test proposto da H. W. Lilliefors nel 1967, modificando il 

test di Kolmogorov-Smirnov come dichiara appunto il titolo del suo articolo (On the Kolmogorov – 

Smirnov test for normality with mean and variance unknown, pubblicato su Journal of the 

American Statistical Association Vol. 62, pp.399 – 402). 

 

 

7.16.  IL T2 DI FREEMAN-TUKEY E CONFRONTO CON IL χ2 E IL G2 NEI TEST PER LA 

BONTA’ DELL’ADATTAMENTO. 

Il test più diffuso per la bontà dell’adattamento di una distribuzione campionaria a una qualsiasi 

distribuzione teorica, di tipo matematico (come la legge dell’uniformità), biologico (come la legge di 

Mendel o quella di Hardy-Weinberg) oppure di altra natura, 

 è il “chi-square test”  

( )∑
−−

−
=

celleletutte Att
AttOss
.

.. 2
2χ  

 

 dove la sommatoria è estesa a tutte le caselle.  

Introdotto da Karl Pearson nel 1900 con l’articolo On the criterion that a given system of deviations 

from the probable in the case of a correlated system of variables in such that it can be reasonably 

supposed to have arisen from random sampling (pubblicato su Philosophical Magazine, 5th  Series, 

Vol. 50, pp. 157-175) per il caso di un solo campione, è stato successivamente esteso a tabelle di 

contingenza a due dimensioni; più tardi, all’analisi di quelle di più dimensioni. 

Nel caso di un solo campione, secondo la definizione fornita da H. T. David nel 1968 (alla voce 

Goodness of fit del volume Int. Encyclopedia of the Social Sciences Vol. 6, pp. 199-206), il livello 

di significatività ottenuto con il test statistico per la bontà dell’adattamento (the goodness-of-fit 

test statistic) è la probabilità che il valore del test ecceda quello calcolato, se il campione 

osservato fosse stato estratto casualmente da una popolazione che soddisfi le condizioni 

ipotizzate nel modello. 
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Con formula differente dalla precedente, il risultato del  

 “chi-square test” è ottenuto con 

 

( )∑
−−

−=
celleletutte

N
Att

Oss
.
. 2

2χ  

 

 dove N è la somma di tutte le osservazioni del campione.  

Benché offra il vantaggio di abbreviare il calcolo del χ2 totale, questo metodo ha il grave 

svantaggio di non calcolare il contributo di ogni cella al valore complessivo. Quindi di non fornire 

una informazione che nella interpretazione del risultato è sempre importante. 

 

Un metodo alternativo per affrontare la stessa serie di problemi e che utilizza la medesima 

distribuzione χ2, 

 è  il likelihood ratio 

∑
−−















⋅=

celleletutte
e Att

OssOssG
.
.log.22  

 

 le cui proprietà sono state descritte da vari autori. 

Tra le innumerevoli pubblicazioni, sono importanti i lavori di Vassily Hoeffding del 1965 (vedi 

l’articolo Asymptotically optimal tests for the multinomial distribution, pubblicato su Annals of 

Mathematical Statistics Vol. 36, pp. 369-401) e quello di R. R. Bahadur del 1967 (l’articolo An 

optimal property of the likelihood ratio statistic, pubblicato nel volume Proceedings of Fifth 

Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability Vol. 1, pp. 13 – 26). 

 

Un altro metodo che ricorre sempre alla stessa distribuzione χ2 

 è il test χ2 di Tukey-Freeman (indicato spesso in letteratura con T2, anche se tale simbolo è usato 

anche per altri indici) 

( )( )∑
−−

+⋅−++=
celleletutte

AttOssOssT
22 1.41..  

 

 proposto da M. F. Freeman e John W. Tukey nel 1950 (nell’articolo Transformations related to the 

angular and the square root, pubblicato su Annals of Mathematical Statistics Vol. 27, pp. 607-611). 

Successivamente, è stato rilanciato alla fine degli anni ’60, il periodo in cui il dibattito scientifico su 

come estendere queste analisi a tabelle di più dimensioni è stato maggiormente vivo.  

 

Tra gli autori che successivamente ripropongono il T2, sono da ricordare  
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-  M. M. Yvonne Bishop (con l’articolo del 1969 Calculating smoothed contingency tables, 

pubblicato nel volume The National Halothane Study, ed. John P. Bunker, William H. Forrest Jr., 

Frederick Mosteller and Leroy D. Vandam, National Institutes of Health, Washington D. C., U. S. 

Government Printing Office, pp. 273 – 286)  

-   M. M. Yvonne Bishop insieme con  Stephen Fienberg e Paul W. Holland per il loro volume del 

1975 (Discrete Multivariate Analysis, Cambridge, Mass., M.I.T. Press).  

 

Nel 1978 Kinley Larntz ha fornito un confronto tra i tre metodi, per tabelle a più dimensioni (vedi 

l’articolo Small-sample comparisons of exact levels for chi-squared goodness-of-fit statistics, su 

Journal of the American Statistical Association Vol. 73, pp. 253-263). 

 

Per quanto riguarda la loro diffusione nella ricerca applicata, tra questi metodi il test χ2 di Pearson è 

stato quello generalmente utilizzato fino agli anni ’90. Più recentemente, per le sue proprietà additive 

che saranno illustrate in questo paragrafo e in quelli successivi, il ha avuto una grande diffusione il  G2 

o log likelihodd ratio. Il test T2 di Tukey-Freeman invece, il più noto tra i numerosi metodi 

alternativi che sono stati proposti, non compare ancora in nessun programma informatico a grande 

diffusione e è riportato solo in pochissimi testi per specialisti. Facilmente a motivo del maggior lavoro 

di calcolo manuale che richiede al ricercatore, della maggiore complessità logica della formula che ne 

complica la presentazione didattica, senza in compenso offrire vantaggi nella interpretazione del 

risultato. Riveste quindi un interesse pratico molto limitato. E’ stato utilizzato in qualche lavoro 

scientifico nelle discipline biologiche e ambientali e pertanto viene presentato in queste dispense. 

 

Benché servano per risolvere lo stesso problema e si applichino agli stessi dati, i tre metodi non 

forniscono gli stessi risultati. 

A causa di queste differenti capacità di valutare l’accordo tra la distribuzione osservata e una 

distribuzione teorica, nella pratica dell’analisi dei dati statistici vari esperti, tra i quali Leo A. 

Goodman nel 1973 (nell’articolo Guided and Unguided Methods for Selecting Models for a Set of T 

Multidimensional Contingency Tables, pubblicato su Journal of the American Statistical 

Association Vol. 68, pp. 165-175), raccomandano di utilizzare più test. Se le probabilità coincidono, 

le conclusioni risultano rafforzate. Tuttavia non è ancora stata fornita una direttiva condivisa, su come 

interpretare i risultati, quando le probabilità ottenute con i vari metodi sono molto differenti.  

Questo problema di sintetizzare risposte divergenti si presenta ora con frequenza maggiore, poiché 

molti programmi informatici per la stessa analisi riportano non un test solo, ma una intera batteria o 

serie, lasciando all’utente la scelta tra uno (ma quale?) e la sintesi logica dei vari risultati. 
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L’illustrazione del metodo T2 e il confronto tra i vari metodi sono ottenuti con la loro applicazione a 

un esempio. 

 

ESEMPIO. Stimare il valore del “chi-square test” per verificare se le quattro classi fenotipiche, 

ottenute dalla segregazione di un diibrido, seguono la legge di Mendel (distribuzione attesa 9:3:3:1): 

 

Gruppi AB  Ab  aB  ab  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 19 240 
Proporzioni Attese 9 3 3 1 16 
Frequenze Attese 135,0 45,0 45,0 15,0 240,0 

 

 

Risposta. 

1 - Con la formula 

( )∑
−−

−
=

celleletutte Att
AttOss
.

.. 2
2χ  

 si ottiene 

( ) ( ) ( ) ( )
15

1519
45

4548
45

4539
135

135134 2222
2
3

−
+

−
+

−
+

−
=χ  

 

0741,20667,12000,08000,00074,02
3 =+++=χ  

 un chi-square uguale a 2,0741 con 3 gdl. 

 

2 - Con la formula 

( )∑
−−

−=
celleletutte

N
Att

Oss
.
. 2

2χ  

 si ottiene 

240
15
19

45
48

45
39

135
134 2222

2
3 −+++=χ  

 

0741,22400741,242240)0667,242000,518000,330074,133(2
3 =−=−+++=χ  

 un chi-square uguale a 2,0741 con 3 gdl. 

 

3 - Con la formula 
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
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
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


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



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 si ottiene 







 +++⋅=

15
19ln19

45
48ln48

45
39ln39

135
134ln13422G  

 

( ) 024,2012,124914,40978,35809,59963,022 =⋅=++−−⋅=G  

 il risultato G2 = 2,024 distribuito come un chi-square con 3 gdl. 

 

4 -  Con la formula 

( )( )∑
−−

+⋅−++=
celleletutte

AttOssOssT
22 1.41..  

 

 calcolando separatamente il contributo delle 4 classi 

( ) ( ) 0042,02594,236190,115758,11113541134134 22
=−+=+⋅−++=AB  

( ) ( ) 7815,04536,133246,62450,6145413939 22
=−+=+⋅−++=Ab  

( ) ( ) 2252,04536,130000,72450,6145414848 22
=−+=+⋅−++=aB  

( ) ( ) 0420,18102,74721,43589,4115411919 22
=−+=+⋅−++=ab  

0529,20420,12252,07815,00042,02 =+++=T  

 si ottiene il risultato T2 = 2,0529 distribuito come un chi-square con 3 gdl. 

 

Il confronto fra i tre risultati (considerando che le due formule per il χ2 ovviamente forniscono lo 

stesso valore) 

 

Gruppi   
Indice AB  Ab  aB  ab  Totale 

2χ  0,0074 0,8000 0,2000 1,0667 2,0741 
2G  --- --- --- --- 2,0240 
2T  0,0042 0,7815 0,2252 1,0420 2,0529 

 

 

 mostra differenze ridotte, sia in totale che per ogni classe (dove ha significato). Vari articoli 

scientifiche, tra le quali quello di Larntz appena citato, provano che esse sono di dimensioni maggiori  
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-  quando il campione è piccolo e/o  

-  i vari gruppi hanno frequenze attese tra loro molto differenti. 

In altre termini, le differenze tendono a essere minime quando la distribuzione teorica è rettangolare e 

il campione è grande. 

 

Per interpretare i risultati, è vantaggioso anche distinguere il contributo fornito da ogni classe o 

gruppo, come riportati nella tabella precedente.  

In essa si osserva che  

-  il contributo maggiore è fornito dallo scarto tra frequenza osservata e frequenza attesa per la classe 

ab , che però è anche quella con la frequenza attesa nettamente minore;  

-  il contributo minore è quella della classe AB , che è la maggiore per numero di osservazioni attese.  

 

Se il problema (come quello dell’esempio) è di genetica, per la esatta comprensione del risultato è 

sempre importante fornirne una interpretazione da genetista.  Ad esempio, se una classe è meno 

frequente dell’atteso, spiegare perché questi individui, caratterizzati da un fenotipo specifico, sono 

“selezionati contro” oppure chiarire il vantaggio in “fitness” della classe con un numero di individui 

osservati maggiore dell’atteso, ecc. … 

Nell’applicazione della statistica, è sempre fondamentale la spiegazione disciplinare. L’ipotesi nulla 

da verificare deve nascere entro una teoria o la riprova di un assunto. Per arricchire il dibattito 

scientifico e fare crescere la conoscenza, il risultato del test deve essere interpretato sulla base dei 

fattori che hanno fatto nascere l’ipotesi. 

 

Spesso è utile valutare il contributo di ogni gruppo al risultato complessivo. Per questo scopo, il test 

G2 o log-likelihood ratio si dimostra inadeguato. 

Tuttavia, anche nei test per la bontà dell’adattamento, quando si dispone di più gruppi è spesso utile 

scomporre i gradi di libertà in altrettanti confronti ortogonali.  

E’ l’applicazione in cui il test G2 dimostra vantaggi importanti. 

Questa logica della scomposizione dei gradi di libertà nei test per la bontà dell’adattamento è del tutto 
simile a quella già presentata per i confronti a priori nell’analisi della varianza. 
 

Per richiamarne i concetti fondamentali, è utile una loro applicazione all’esempio precedente. 

 

Gruppi AB  Ab  aB  ab  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 19 240 
Proporzioni Attese 9 3 3 1 16 
Frequenze Attese 135,0 45,0 45,0 15,0 240,0 
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Con 4 gruppi e 3 gdl, è possibile effettuare 3 confronti ortogonali.  

Tale numero è più ridotto di quello dei confronti possibili; di conseguenza, si pone il problema della 

loro scelta. Il concetto fondamentale è che tutti i confronti effettuati devono essere impostati in modo 

tale che il risultato di un confronto qualsiasi non dia informazioni su quello di un altro. 

A questo scopo, è sempre richiesta la conoscenza disciplinare delle caratteristiche dei gruppi. Ad 

esempio, come schematizzato nella tabella, 

 

Coefficienti ortogonali AB  Ab  aB  ab  Totale 
Confronto 1° +1/2 +1/2 -1/2 -1/2 0 
Confronto 2° +1 -1 0 0 0 
Confronto 3° 0 0 +1 -1 0 

 

 sono possibili 3 confronti, che tra loro devono essere ortogonali: la somma del prodotto di due 

coefficienti ortogonali deve dare 0. Ad esempio, il confronto 1° e 3° sono tra loro ortogonali perché 

(+1/2 x 0) + (1/2 x 0) + (-1/2 x +1) + (-1/2 x –1) = 0 

Lo stesso risultato è fornito dalle altre due coppie di confronti, cioè il 1° rispetto al 3°, il 2° rispetto al 

3°. 

 

I tre confronti individuati nell’ultima tabella forniscono i seguenti valori del χ2 e del G2. 

 

I)  Con il primo test, che ha 1 gdl, è possibile chiedersi se il rapporto tra le classi contenenti l’allele A  

e quelle contenenti l’allele a  segue la legge mendeliana di 3:1 

 

Gruppi A  a  Totale 
Frequenze Osservate 173 67 240 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 180,0 60,0 240,0 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 0889,18167,02722,0
60

6067
180

180173 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 0624,13933,78621,62
60
67ln67

180
173ln17322 =+−⋅=






 +⋅=G  

 

II)  Con un secondo test, che ha 1 gdl, è possibile chiedersi se entro il fenotipo A  il rapporto tra B  e 
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b  è 3:1 come atteso 

 

Gruppi B  b  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 173 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 129,75 43,25 173,0 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 5568,04176,01392,0
25,43

25,4339
75,129

75,129134 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 5698,00340,43189,42
25,43

39ln39
75,129

134ln13422 =−+⋅=





 +⋅=G  

 

III)  Con il terzo test, che ha sempre 1 gdl, è possibile chiedersi se entro il fenotipo a  il rapporto tra 

B  e b  è ancora 3:1 

 

Gruppi B  b  Totale 
Frequenze Osservate 48 19 67 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 50,25 16,75 67,0 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 402968,03022,01007,0
75,16

75,1619
25,50

25,5048 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 3918,03948,21989,22
75,16

19ln19
25,50

48ln4822 =+−⋅=





 +⋅=G  

 

I risultati dei due metodi, nei tre test di scomposizione dei 3 gdl complessivi, sono tra loro molto 

vicini:  

 

Confronti  
Metodo I II III 

 
Totale 

χ2 1,0889 0,5568 0,4029 2,0486 
G2 1,0624 0,5698 0,3918 2,0240 
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Ma mentre  

-  la somma dei tre test con 1 gdl del test G2 (2,0240) coincide esattamente con quello ottenuto in 

precedenza mediante l’analisi simultanea delle 4 quattro classi (2,0240), 

-  la somma dei tre test 2
1χ  (2,0486 ) è solo approssimato a quello precedente (2,0741) e non coincide 

esattamente. 

La scomposizione dei confronti ortogonali con il test G2 è additiva, come i gdl.; con il test χ2 è 

solo approssimata. 

 

 

La scomposizione dei 3 gdl avrebbe potuto seguire un percorso differente. Ad esempio, iniziare da B. 

 I tre confronti sarebbero stati 

 

Coefficienti ortogonali AB  Ab  aB  ab  Totale 
Confronto 1 +1/2 -1/2 +1/2 -1/2 0 
Confronto 2 +1 0 -1 0 0 
Confronto 3 0 +1 0 -1 0 

 

Non è corretto effettuarli entrambi, scegliendo a posteriori la serie più significativa. Come 

illustrato nei paragrafi dedicati ai confronti multipli a posteriori, si altera la probabilità α 

experiment-wise o family-wise. 

Compete al biologo scegliere, sulla base del problema che intende verificare. Ovviamente i confronti 
effettuati e i risultati ottenuti sono differenti. 
 

Non è necessario arrivare sempre alla scomposizione di tutti i gdl. Alcuni confronti, possono avere 

più di un solo gdl. 

A ulteriore dimostrazione delle svariate possibilità di scelta dei confronti che è possibile effettuare 

sulla stessa serie di gruppi campionari, ne è presentata una ancora differente.  

Ad esempio, fondato su un problema di genetica quantitativa, con un approccio totalmente diverso si 

può partire dalla semplice verifica se il gruppo con i due geni recessivi ( ab ) rispetta il rapporto di 

1:15 contro l’insieme degli altri 3 ( )aBAbAB ++ . 

 

 

Gruppi aBAbAB ++  ab  Totale 
Frequenze Osservate 221 19 240 
Proporzioni Attese 15 1 16 
Frequenze Attese 225,0 15,0 240,0 
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Questo primo confronto ha 1 gdl. 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 1378,10667,10711,0
15

1519
225

225221 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 0544,14914,49642,32
15
19ln19

225
221ln22122 =+−⋅=






 +⋅=G  

 

 

Successivamente è possibile utilizzare i 2 gdl rimanenti per verificare se i tre gruppi AB , Ab , aB  

rispettano tra essi i rapporti teorici di 9: 3: 3. 

 

 

Gruppi AB  Ab  aB  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 221 
Proporzioni Attese 9 3 3 16 
Frequenze Attese 132,6 44,2 44,2 221,0 

 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) ( ) 9536,03270,06118,00148,0
2,44

2,4448
2,44

2,4439
6,132

6,132134 222
2
2 =++=

−
+

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 9696,09588,38814,44074,12
2,44

48ln48
2,44

39ln39
6,132

134ln13422 =+−⋅=





 ++⋅=G  

 

La somma dei due confronti  

 

Confronti  
Metodo I II 

 
Totale 

χ2 1,1378 0,9536 2,0914 
G2 1,0544 0,9696 2,0240 

 

 

 dimostra ancora una volta che 
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-  i risultati ottenuti con i due metodi sono sempre simili anche se non coincidenti: la differenza 

maggiore è nel primo confronto, dove le classi sono tra loro fortemente sbilanciate, 

-  la somma dei due G2 (2,0240) coincide esattamente sia con quello ottenuto in precedenza mediante 

l’analisi simultanea delle 4 quattro classi (2,0240), sia con la scomposizione precedente, 

-  il risultato della somma dei due test 2
1χ  (2,0914) è solo approssimato a quello precedente, ottenuto 

con l’analisi simultanea dei 4 gruppi (2,0741) e a quello ricavato con la scomposizione in tre confronti 

(2,0486). 

 

In sostituzione di questo ultimo calcolo con 3 gruppi e quindi 2 gdl, è possibile effettuare 2 confronti 

ortogonali con 2 classi ognuno; non entrambi. 

 

 

7.17. IL DIBATTITO SULLA SIGNIFICATIVITA’ DEI TEST PER LA BONTA’ 

DELL’ADATTAMENTO,  RISPETTO A QUELLI PER UN PARAMETRO. 

Tra i test per un campione, devono essere inseriti anche quelli sulla bontà di adattamento (goodness-

of-fit test). Essi servono per verificare l’ipotesi che i dati campionari provengano da una variabile 

casuale di cui è nota la distribuzione di frequenza, come già spiegato e discusso con il χ2, il test G e 

il test di Kolmogorov-Smirnov (Capitolo III). 

 

In questa serie di test per verificare l’accordo tra una distribuzione osservata ed una distribuzione 

attesa, rispetto ai concetti qui illustrati, la differenza fondamentale è l’aspettativa del ricercatore, 

in rapporto all’ipotesi nulla.  

-  Nei test inferenziali sulla media o sulla mediana, quasi sempre egli spera di rifiutare l’ipotesi 

nulla. Quindi, di dimostrare che la differenza riscontrata non sia imputabile al caso, ma ad un fattore 

noto o da ricercare.  

-  Nei test sulla bontà dell’adattamento, egli si augura di non rifiutare l’ipotesi nulla. Quindi di 

avere già individuato una curva che spieghi le caratteristiche della sua distribuzione osservata. Infatti, 

se rifiutasse l’ipotesi nulla egli dovrebbe concludere che la distribuzione teorica da lui indicata non è 

valida, senza che tale affermazione possa essere d’aiuto nell’individuare quale altra distribuzione 

teorica sia quella adatta. 

 

Sui concetti impliciti in questa fondamentale differenza di valutazione, che caratterizza i test per la 

bontà di adattamento di una distribuzione, è didatticamente importante rileggere alcuni paragrafi di un 

articolo del 1976 (tratto dalla Rivista di Statistica Applicata vol. 9 n. 4, pp. 239-255) di Rodolfo 

Cristofaro, uno dei maggiori statistici italiani degli ultimi decenni. E’ una lettura utile, sia per 

comprendere più esattamente quale valutazione dare ai risultati di questi test, sia per acquisire il 
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linguaggio degli statistici. 

 

“Il problema dell’adattamento di una distribuzione teorica ad un processo stocastico derivante 

dall’osservazione empirica di un fenomeno è stato generalmente affrontato nell’ambito della teoria dei 

test di ipotesi, contrapponendo all’ipotesi semplice 

H0: F(x) = F0(x), 

dove F0(x) è una particolare funzione di ripartizione (continua o discreta), 

il suo complemento 

H1: F(x) ≠ F0(x) 

 

Questo sistema d’ipotesi appare però poco adeguato nel valutare la bontà di adattamento di una 

distribuzione. Infatti, una distribuzione teorica può solo approssimare un processo stocastico derivante 

dall’osservazione di un fenomeno del mondo reale, così come qualunque modello teorico non riesce 

quasi mai a descrivere con assoluta esattezza una realtà empirica. Pertanto, se il numero N delle 

osservazioni disponibili è sufficientemente grande, qualunque test consistente scarterà l’ipotesi H0 

anche se la distribuzione ipotizzata sotto H0 si approssima molto bene, pur se non in maniera perfetta, 

alla realtà.  

Ciò è stato sottolineato per la prima volta da J. Berkson nel 1938 (con l’articolo Some difficulties of 

interpretation encountered in the application of chi-square test, pubblicato su Journal of the 

American Statistical Association, vol. 33, n. 256), con riferimento al test chi-quadro. Addirittura egli 

giungeva a chiedersi se valga la pena di tormentarsi ad applicare un test, quando è noto che con un 

campione abbastanza grande esso darà un risultato di significatività.  

 

Successivamente, J. Neyman nel 1949 (con l’articolo Contribution to the theory of the test of the χ2 

test. In Proceed. First Berkeley Symposium on Mathem. Statist. and Probab. Univ. of California 

Press, 239), trattando l’argomento in maniera più tecnica, richiamava l’attenzione degli statistici sul 

fatto che qualunque test consistente basato sulla sola ipotesi nulla scarterà detta ipotesi, con probabilità 

tendente a uno al crescere di N, qualunque siano le reali differenze da H0; quindi anche se esse sono 

piccolissime o trascurabili”. 

 

Una strada che lo studioso di statistica applicata a qualsiasi disciplina  può percorrere, per uscire da 

questo apparente vicolo cieco, è una valutazione disciplinare o tecnica della differenza riscontrata 

come significativa. Anche in questo caso, può essere utile rileggere un altro passo dello stesso articolo, 

sempre in riferimento all’uso del test χ2. 

 

“ Un esempio può servire a chiarire i criteri di applicazione del test chi-quadro. A questo proposito, si 
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possono prendere in considerazione i dati di W.F.R. Weldon relativi all’adattamento di una 

distribuzione binomiale nel lancio di dadi, per un evento con probabilità di successo π = 1/6. Trattasi 

di dati, pubblicati ad esempio da R. A. Fisher (1925 e succ. ed.), che hanno formato oggetto di 

discussione già ai tempi di Weldon, tra lo stesso Weldon, K. Pearson e F. Galton, a causa 

dell’elevato numero di osservazioni che conduce a scartare l’ipotesi nulla oltre ogni usuale livello di 

significatività, malgrado il soddisfacente adattamento della distribuzione binomiale.  

 

In particolare Weldon si lamentava in una lettera a F. Galton (riportata da E. S. Pearson nel 1965) 

che K. Pearson avesse rifiutato i suoi dati, sebbene essi non risultassero così “incredibili” come 

appariva dalle elaborazioni statistiche compiute dallo stesso K. Pearson.  

Naturalmente il giudizio di K. Pearson era ineccepibile, essendo molto verosimilmente i dati di 

Weldon imperfetti. Ma esistono in natura dati perfetti? In ogni caso Weldon aveva, a nostro avviso, 

validi motivi per lamentarsi, non avendo K. Pearson specificato l’entità dell’errore presente negli 

stessi dati”. 

 

Nell’esempio di Weldon, erano stati fatti 26.306 lanci di due dadi apparentemente senza difetti, 

ottenendo nelle 11 classi  (due dadi possono dare un totale che varia da 2 a 12) un chi-quadro uguale a 

35,491 (ricordando che con d.f. 10 alla probabilità α = 0.01 il valore critico è uguale a 23,209 e alla 

probabilità α = 0.001 è uguale a 29,588). I due dadi, seppure senza apparenti anomalie, non erano 

quindi perfetti.  

 

Per uscire da questo dilemma teorico, un modo pratico e semplice consiste nel valutare quale sia in 

percentuale lo scostamento tra valori osservati e i valori attesi nelle varie classi e fornire di questa 

differenza una interpretazione entro gli errori accettati per quel problema, dal punto di vista 

disciplinare. In altri termini, non è sufficiente che il test evidenzi una differenza significativa, poiché 

con molti dati essa è sempre significativa. E’ fondamentale decidere l’importanza della differenza 

sulla base di una interpretazione di quella differenza. Se essa è rilevante oppure trascurabile, per la 

disciplina scientifica nella quale il test viene effettuato. 

Ad esempio, una verifica medica nella diffusione di due antigeni nella popolazione ha determinato su 

un campione di 15mila individui una frequenza del 26.0 % per il primo e del 26,5% per il secondo. Il 

test statistico binomiale dimostra che tra esse esiste una differenza significativa. 

Se tale frequenza è riferita alla probabilità di un individuo di appartenere ad un gruppo oppure 

all’altro, uno scarto do 0,5% è totalmente trascurabile. Ma se serve per valutare l’incidenza dei due 

antigeni in valori assoluti in una popolazione di 400 milioni di persone, essa determina una stima di 

104 milioni (con il 26,0%) e di 106 milioni (con il 26,5%). E’ uno scarto di 2 milioni di persone. E’ 

una differenza importante. 
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7.18.   RINVIO AD ALTRI TEST PER UN CAMPIONE 

Nei maggiori testi di statistica non parametrica, sono riportati anche altri metodi che sono classificati 

tra quelli per un campione. Alcuni di questi sono già stati presentati:  

-  nel capitolo 3, il χ2 per la bontà dell’adattamento, il test G o log likelihood ratio per lo stesso 

scopo; 

-  nel capitolo 4, la potenza a priori e a posteriori sia per il test binomiale, sia per la distribuzione 

normale, che possono essere utili anche nel test dei segni. 

Tra quelli più utili per un campione, in questo periodo assume importanza crescente il test dei segni 

per il trend (the sign test for trend) proposto da Cox e Stuart nel 1955 e quindi chiamato anche test 

di Cox e Stuart. Serve per verificare se una serie dei dati, raccolti in successione temporale o 

geografica e ordinati secondo la distanza da un’origine, hanno una tendenza monotonica alla crescita 

oppure alla diminuzione. E’ illustrato nel capitolo dedicato all’analisi delle tendenze.  

Nello stesso capitolo sono presentati anche il test di Page e il test di Jonchkeere, che possono essere 

utilizzati per affrontare lo stesso problema, ma nel caso di più campioni. Il test di Jonchkeere o test di 

Jonchkeere-Terpstra quando i dati sono stati raccolti in k campioni indipendenti, il test di Page 

quando i dati sono stati raccolti in k campioni dipendenti. 

Simile al test di Jonchkeere è l’umbrella test o test di Mack-Wolfe, utile per valutare se la serie delle 

mediane ha un picco tra il valore iniziale e quello finale. 

 

In complesso, il numero totale di test su questo argomento che sono riportati in questo corso è 

nettamente più ampio di quello presente nei test di statistica applicata, che  hanno la maggior 

diffusione internazionale. 

 

 

7.19. PRESENTAZIONE DEI RISULTATI DI PROGRAMMI INFORMATICI E 

CONFRONTI TRA TEST 

In questo capitolo, la stessa serie di dati è stata analizzata con modalità differenti. La scelta del test più 

adeguato dipende dalle caratteristiche della distribuzione e dall’informazione effettivamente contenuta 

nelle misure raccolte. Quindi, per questo ultimo aspetto essenziale, la scelta del test deriva più dalle 

conoscenze del ricercatore che dalle proprietà statistiche dei dati. 

Nell’approccio statistico più recente, permesso dalla diffusione dell’informatica, è frequente il ricorso 

a più test applicati agli stessi dati. Mediante il confronto tra i risultati, è possibile pervenire a una 

comprensione più approfondita del problema e degli effetti indotti sia dalle caratteristiche della 

distribuzione (intensità della asimmetria, dimensioni della varianza), sia da quelle dei dati (tipo di 

scala). 
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ESEMPIO (ripreso dal paragrafo 6) 

Per valutare l’effetto inibente delle basse temperature, sono stati misurati i tassi di crescita di 10 

campioni, composti da un numero iniziale di individui molto variabile. La tabella sottostante riporta il 

tasso di crescita ( iX , espresso in percentuale) di ogni campione: 

 

Campione A B C D E F G H I L 

iX  22 28 30 15 48 37 50 24 29 36 

 

Il loro tasso di crescita medio è significativamente minore del 45%? 

 

 

Risposta.  Si vuole verificare l’ipotesi 

H0: µ ≥ µ0     contro     H1: µ < µ0 

 quando si applica un test parametrico o il test di casualizzazione  

 e l’equivalente 

H0: me ≥ me0     contro     H1: me < me0 

 

 se si applica il test dei segni o il test T di Wilcoxon o il test dei segni. 

I simboli  µ0  e  me0  indicano la quantità (45) di confronto. 

 

Utilizzando le differenze, l’ipotesi nulla e quella alternativa possono essere espresse con 

H0: δ ≥ 0     contro     H1: δ < 0 

 

Per mettere a confronto i risultati ottenuti dalle varie metodologie proposte per questo problema, agli 

stessi dati sono stati applicati: 

1) il test t di Student sui dati originari ed è stato calcolato l’intervallo di confidenza della media delle 

differenze; 

2) il test t di Student sui dati trasformati in arcseno ed è stato calcolato l’intervallo di confidenza 

della media delle differenze, sempre trasformate nello stesso modo; 

3) il test T di Wilcoxon sulle misure raccolte (la trasformazione in arcseno è ininfluente, poiché  il 

test utilizza i ranghi) ed è stato calcolato l’intervallo di confidenza sui dati originali; 

4) il test T di Wilcoxon sulle differenze (che ovviamente fornisce la stessa probabilità del T sui dati 

originali, vedi punto 3) ed è stato calcolato l’intervallo di confidenza delle differenze (per un 

confronto con il punto 1); 
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5) l’intervallo di confidenza con il t di Student dei dati originali, per un confronto con il punto 3; 

 

 

1) Test t di Student e intervallo di confidenza sui dati originali 

Statistiche per un campione

10 31,9000 11,06998 3,50063X
N Media

Deviazione
std.

Errore std.
Media

 Test per un
i

-3,742 9 ,005 -
13 1000

-
21 0190

-
1810

X
t df Sig. (2-

d )

Differenz
fra

di
Inferior Superior

Intervallo di
fidper la differenza
l 95%

Valore oggetto del test =
45

 
 
 

Nella prima striscia sono riportati  

- il nome della variabile (X),  

- il numero di dati (10), la media del campione (31,9),  

- la deviazione standard (11,06998) per valutare la dispersione dei dati, 

- l’errore standard della media (3,50063). 

Nella seconda striscia,  

- il nome della variabile (X),  

- il valore del t ottenuto (-3,742),  

- il numero di gradi di libertà (9),  

- la probabilità per un test bilaterale (P = 0.005), dal quale si ricava la probabilità per un test 

unilaterale (P < 0.0025),  

- la differenza tra la media del campione e quella riportata nell’ipotesi nulla (-13,1),  

- con il suo intervallo di confidenza alla probabilità α = 0.05 che varia tra –21,019  e  –5,181. 
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2) Test t di Student e intervallo di confidenza sui dati trasformati in arcseno 
 

Statistiche per un campione

10 ,5952 ,12049 ,03810X_ARSIN
N Media

Deviazione
std.

Errore std.
Media

 
Test per un campione

-3,800 9 ,004 -,1448 -,2310 -,0586X_ARSIN
t df Sig. (2-code)

Differenza
fra medie Inferiore Superiore

Intervallo di confidenza
per la differenza al

95%

Valore oggetto del test = 0.74

 
 
 
 
 
Per valutare l’effetto della trasformazione è utile confrontare  

- il valore del test t (-3,8) che ovviamente ha gli stessi gradi di libertà e  

- il valore della probabilità (P = 0.004) per un test bilaterale.  

Seppure di poco, il test risulta più significativo del precedente. Se ne deve dedurre che la 

trasformazione ha determinato una migliore normalizzazione dei dati. La trasformazione in arcseno 

delle percentuali risulta adeguata alle caratteristiche della distribuzione, seppure con effetti che in 

questo caso sono limitatissimi. 
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3) Test T di Wilcoxon 

 

- Wilcoxon signed rank test 
- data:  x  
- p-value = 0.009766 
- alternative hypothesis: true mu is not equal to 45  
- 95 percent confidence interval: 24.0 -  39.5  
- sample estimates: (pseudo)median = 31.5  
 

 

Con il test T di Wilcoxon è calcolata una probabilità bilaterale (p = 0.009766) più alta di quelle dei 

due test t di Student; in particolare di quello stimato dopo trasformazione dei dati in arcseno. Se ne 

deve dedurre che, con questi dati campionari, il test t dei riquadri 1 e 2 è più potente e quindi la 

distribuzione dei dati è approssimativamente normale anche senza trasformazione. 

Anche in queste condizioni si dovrebbe preferire il test T di Wilcoxon, se i tassi utilizzati sono stati 

calcolati su campioni di dimensioni estremamente variabili e quindi la misura raccolta in realtà è una 

scala di rango. E’ una informazione importante, quando si utilizzano rapporti o percentuali; pertanto il 

ricercatore dovrebbe sempre riportarla nella descrizione dell’esperimento e delle modalità di raccolta 

dei dati. 

La misura della tendenza centrale (pseudo-mediana) dei valori raccolti è 31,5. Il suo intervallo di 

confidenza con il test T alla probabilità del 95% ha come limiti 24,0 e 39,5. 

 
 
 
4) Intervallo di confidenza della differenza con il test T di Wilcoxon 
 
Wilcoxon signed rank test 
 
- data:  d  
- p-value = 0.009766 
- alternative hypothesis: true mu is not equal to 0  
- 95 percent confidence interval: -21.0  -5.5  
- sample estimates:(pseudo)median: -13.5  
 
 

Invece di chiedersi se la tendenza mediana della distribuzione è inferiore a 45, è possibile chiedersi se 

la mediana delle differenze da 45 è inferiore a 0. 

Ovviamente la probabilità stimata è identica (P = 0.009766) e si rifiuta l’ipotesi nulla. 

Nelle ultime due righe, la misura della tendenza centrale (pseudo-mediana) delle differenze è -13,5. Il 

suo intervallo di confidenza alla probabilità del 95%  ha come limiti – 21,0  e  -5,5. 
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Nel precedente punto 1, con la distribuzione t di Student, 

- la differenza media del campione  è -13,1  

- e il suo intervallo di confidenza alla probabilità α = 0.05 varia tra –21,019  e  –5,181. 

Sono differenze minime rispetto ai valori ottenuti con il t di Student. E’ un risultato che depone a 

favore del test T di Wilcoxon, per la precisione con la quale esso permette di stimare l’intervallo di 

confidenza rispetto al test parametrico, senza richiedere la condizione di normalità della distribuzione. 

L’intervallo non è simmetrico rispetto al valore di tendenza centrale, come è effettivamente la 

distribuzione originaria dei dati. 

 

 

5) Intervallo di confidenza dei valori con il t di Student. 
 

Test per un campione

9,113 9 ,000 31,9000 23,9810 39,8190X
t df Sig. (2-code)

Differenza
fra medie Inferiore Superiore

Intervallo di confidenza
per la differenza al

95%

Valore oggetto del test = 0

 
 

 

Con la distribuzione t di Student è possibile stimare anche l’intervallo di confidenza dei valori 

osservati. La media  dei valori è 31,9 e il suo intervallo di confidenza alla probabilità del 95% è tra 

23,981  e  39,819. 

Questo risultato può essere confrontato con quanto riportato nel riquadro 3.  I due risultati sono molto 

simili, come già evidenziato per la differenza. 

 

 

Per un confronto ancora più ampio tra i risultati dei vari test applicati agli stessi dati, è possibile  

6) utilizzare il test dei segni e calcolare l’intervallo di confidenza con tale metodo, 

7) calcolare la probabilità con il test di casualizzazione. 

Questi due ultimi non sono riportati in programmi informatici a grande diffusione. 

E’ necessario un calcolo manuale, che ha il vantaggio di essere rapido. In particolare è veloce la stima 

della probabilità e dell’intervallo di confidenza con l’uso della binomiale, se si ricorre a tabelle di 

probabilità cumulate.  

 


