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CAPITOLO   XX 

 

COEFFICIENTI DI ASSOCIAZIONE, DI COGRADUAZIONE E DELL’ACCORDO 

RISCHIO RELATIVO E ODDS RATIO 

 

 

20.1.  I PRIMI ANNI DEL CHI- QUADRATO: CENNI SU NASCITA ED EVOLUZIONE  

Le misure di associazione sono fondate sul valore del 2χ , ricavato da una tabella di contingenza di 

dimensioni minime  2 x 2 oppure di dimensioni generiche r x c. Anche la loro significatività è 

verificata attraverso questo test:  

- un valore di associazione è significativo, se lo è il 2χ  calcolato sulla stessa tabella di dati. 

E’ quindi fondamentale una conoscenza approfondita delle sue origini e delle sue caratteristiche 

distintive del 2χ , anche per impostare correttamente e meglio comprendere le misure di associazione 

- indipendenza tra due variabili. Questi argomenti sono illustrati nei paragrafi successivi. 

 

Per questa rilettura storica e di approfondimento dei metodi già presentati nei capitoli iniziali, sono di 

aiuto due pubblicazioni scientifiche internazionali: 

1 -  l’articolo di Frank Yates (1902-1994, già assistente di Fisher nel 1931 presso l’Istituto di ricerche 

agrarie Rothamsted di Londra) del 1984 intitolato  Test of Significance for 2 x 2 Contingency Tables 

(su Journal of the Royal Statistical Society, A, Vol. 147, Part.3, pp.: 426-463), nel quale sono 

presentate le idee originarie su cui è stato impostato il test di significatività per tabelle di contingenza 

2 x 2; questo articolo è stato pubblicato a 50 anni esatti di distanza dal suo articolo del 1934, il famoso 

Contingency tables involving small numbers and the 2χ  test (pubblicato su Journal of the Royal 

Statistical Society, Suppl., 1, pp.: 217-235), con cui Yates propose la correzione per la continuità 

che ha preso il suo nome, e ne rappresenta una difesa scientifica importante; 

- la rassegna sull’evoluzione di questi metodi scritta da Noel Cressie e Timothy R. C. Read nel 1989 

Pearson’s X2 and the Loglikelihood Ratio Statistic G2: A Comparative Review (pubblicata su 

International Statistical Review Vol. 57, 1, pp.: 19-43). 

 

Nel paragrafo che intitola Early History, F. Yates inizia la sua rassegna dell’evoluzione dei concetti 

dalla proposta originaria formulata da Karl Pearson (1857-1936) nel 1900, per applicare test sulla 

bontà dell’adattamento (test for goodness of fit). La nascita del 2χ  è individuata nell’articolo On 

the criterion that a given system of deviations from the probable in the case of a correlated system of 

variables is such that it can be reasonably supposed to have arisen from random sampling 

(pubblicato su Philosophical Magazine, 5th  Series, Vol. 50, pp.: 157-172).  
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Questo test è proposto per  

- confrontare un gruppo di frequenze osservate in un esperimento con un gruppo di frequenze attese, 

che sono stimate sulla base di un modello  indipendente dai dati raccolti.  

 

Le frequenze possono essere  

-  sia il risultato del raggruppamento di dati continui in categorie,  

-  sia il conteggio di dati originariamente qualitativi, come avviene nelle tabelle di contingenza. 

 

E’ l’utilizzazione più semplice di 2X . Come definito da Pearson, il metodo 

 è fondato sulla relazione 
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 dove 

- X = ( )kXXX ,...,, 21  è un vettore random di frequenze, con 
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Sempre nell’articolo di Karl Pearson del 1900,  

- la distribuzione asintotica di X2 è fornita dal 2χ  con gradi di libertà uguali a  1−k , quando le 

probabilità iπ  sono numeri noti a priori e derivati da una legge esterna, cioè non sono ricavati dalla 

distribuzione campionaria delle frequenze raccolte. 

Questa corrispondenza asintotica tra 2X  e 2χ  richiede che  

-  le frequenze attese siano infinite in tutte le celle. 

 

E’ una assunzione teorica, soddisfatta in pratica quando  

- ogni frequenza attesa ( πn ) è ≥ 5,  

 poiché la formula del X2 è derivata da una distribuzione poissoniana, in cui la probabilità π  tende a 0 

(zero) e quindi n  deve essere grande. 
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Karl Pearson affermò anche che, quando le probabilità iπ  dipendono dai parametri che è 

necessario stimare, vale a dire che sono ricavate dalla distribuzione campionaria,  

- per un test d’inferenza è ancora adeguato il 2χ  con 1−k  gradi di libertà.  

Tale affermazione, seguita per circa vent’anni,  sollevò un’ampia discussione. 

La soluzione corretta è stata proposta solamente nel 1924 da Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) con 

l’articolo The conditions under which 2χ  measures the discrepancy between observation and 

hypothesis (pubblicato su Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 87,  pp.: 442-450).  

In una tabella r x c, le frequenze attese sono ricavate dai totali delle frequenze osservate. Pertanto  

- i gradi di libertà sono 1−− sk , dove s  è il numero di parametri stimati mediante i dati 

campionari. 

 

In una tabella di contingenza 2 x 2  (ricordando che per convenzione 21 mm ≤   e  21 nn ≤ ) 

 con la simbologia classica 

 

 

 + - Totale 

A a  b  1n  

B c  d  2n  

Totale 
1m  2m  N  

 

 

 i gradi di libertà sono 124 −−  = 1. 

Infatti, in questo metodo condizionale proposto da Fisher,  

-  i totali 1n  e 1m  sono necessari per calcolare la frequenza attesa di a ,  

-  che rappresenta l’unico dato atteso che è effettivamente libero di assumere qualsiasi valore. 

 

La generalizzazione di questo concetto porta al fatto che  in una tabella cxr   

-  i gradi di libertà sono ( ) ( )11 −− cxr , 

-  non 1−rs . 
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L’errore di Pearson diventava particolarmente grave in una tabella 2 x 2, poiché  

-  il 2χ  ha un solo grado di libertà e non tre. 

 

Nel 1911, pochi anni dopo l’articolo di Pearson del 1900, George Udny Yule (1871-1951) propone 

un test per l’associazione in tabelle di contigenza 2 x 2, con il volume Introduction to the Theory of 

Statistics (London, Griffin). In campioni grandi, si può utilizzare  

-  la stima dell’errore standard, che per una proporzione p  in un campione di n  dati 

 è 

n
pqes p =)(  

 

Per una differenza campionaria o osservata 21 pp −   

 dove 11 / nap =    e   22 / ncp = , 

 l’errore standard diventa  

2

22

1

11
)21( n

qp
n
qpes pp +=−  

 

Se tra le frequenze relative 1p  e 2p  non esiste una differenza significativa, entrambe possono esser 

sostituite dalla loro stima combinata p ,  dove Nmp /1=  

Con questa stima combinata, come dimostrato nel capitolo sul chi-quadrato, 

 il risultato del test di Yule  


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-  è equivalente al test 2χ  di Pearson con un grado di libertà: 2
)1(χ=Z  

In realtà, nel suo testo Yule non fa menzione di questa corrispondenza. Presumibilmente perché al test 
2χ  di Pearson venivano ancora attribuiti 3 gradi di libertà.  

 

 Per il calcolo 2χ  di Pearson in una tabella 2 x 2 , la formula abbreviata più conveniente e nota  

 è 

( )
2121

2
2

)1( nnmm
Nbcad
⋅⋅⋅
⋅−

=χ  
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Sulla base di concetti uguali e metodi analoghi a quelli che porteranno alcuni decenni dopo alle 

tecniche Monte Carlo e a quelle di ricampionamento, allo scopo di effettuare una verifica empirica dei 

modelli matematici della distribuzione 2χ , nel 1915 M. Greenwood e G. U. Yule nell’articolo The 

statistics of anti-cholera and anti-typhoid inoculations, and the interpretation of such statistics in 

general (pubblicato da Proc. R. Soc. Med. (Epidemiology), Vol. 8, pp.:113-190) costruiscono 350 

tabelle 2 x 2  e 100 tabelle 4 x 4, ottenendo una distribuzione che di fatto è indipendente dal modello 

teorico.  

I risultati empirici coincidono con quelli del modello, ma con una stima diversa da quella proposta da 

Pearson per i gradi di libertà. Tuttavia Greenwood e Yule non pubblicarono questi risultati. 

E’ R. A. Fisher che nel 1922, con l’articolo On the interpretation of 2χ  from contigency tables, and 

the calculation (su Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 85,  pp.: 87-94), solleva 

esplicitamente il problema dell’errore di Pearson nel calcolo dei gradi di libertà. Questi non ammette 

la presenza di un errore e nasce una controversia accesa.  

Ora, da decenni, è universalmente accettata la correttezza dell’impostazione di Fisher. 

 

Mentre con campioni grandi la proposta di Udry di approssimazione alla normale è universalmente 

accettata, con campioni piccoli il problema è più complesso e controverso. 

Il metodo più diffuso è dovuto a R. A. Fisher, proposto nel suo testo del 1925 Statistical Methods for 

Research Workers. E’ un metodo esatto, che fornisce direttamente la probabilità della risposta 

sperimentale e di ogni altra risposta possibile. E’ fondato sul fatto che i totali marginali sono inclusi 

nella valutazione delle probabilità: si tratta di una restrizione (definita in termini tecnici ipotesi 

condizionale) che è implicita nel calcolo del 2χ  con tabelle, dove la frequenza attesa in ogni singola 

cella è calcolata a partire dai totali marginali delle frequenze osservate (come illustrato nel capitolo 3). 

Nel 1934 Yates dimostra che la distribuzione del valore del 2χ  è fortemente migliorata quando la 

differenza tra osservato e atteso è ridotta di 0,5 che egli chiama correzione per la continuità. 

(Nell’articolo già citato del 1984 scrive: This I termed the continuity correction). 

In tabelle 2 x 2, la formula abbreviata più conveniente 

 diventa 

2121

2

2
)1(

2
1

nnmm
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⋅⋅⋅

⋅





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 Fornisce un risultato del tutto corrispondente al sottrarre 0,5 alla differenza tra osservato e atteso in 

ogni casella. 

 

Mentre il metodo esatto è un test essenzialmente a una coda, in quanto permette di stimare la 

probabilità del singolo evento e di sommarlo poi con tutti gli eventi più estremi nella stessa direzione, 

il 2χ  è essenzialmente un test a due code. Si ricava la probabilità P  per un test a una coda, 

prendendo la metà della probabilità ottenuta con il test. 

Lo stesso concetto è valido per la posto di Udry sul confronto tra due proporzioni con la distribuzione 

Z, che può essere sia unilaterale che bilaterale. 

 

Nell’articolo del 1984, tra le altre  Yates fornisce due risposte interessanti in merito alle controversie 

sul chi quadrato. Le critiche riguardavano in particolare due aspetti 

1 -  l’uso dell’approccio condizionale in tabelle 2 x 2, poiché secondo alcuni statistici è logico nella 

stima delle frequenze attese mantenere costante le dimensioni dei due campioni, ma è poco 

convincente mantenere costante anche la proporzione Nmp /1= ,  che rappresenta la proporzione di 

successi campionari di quell’esperimento; 

2 - le probabilità P  ottenute con il metodo esatto di Fisher e con il 2χ  quando è applicata la 

correzione per la continuità di Yates forniscono risposte uguali,  ma con valori maggiori di quelle 

del 2χ  di Pearson; quindi, permettono di rifiutare l’ipotesi nulla più raramente. 

 

Yates risponde: 

1 -  L’uso dei totali marginali ricavati dalla distribuzione osservata per calcolare i valori attesi  è una 

restrizione che di fatto è implicita già nel test 2χ  di Pearson: This was suggested to me by Fisher, 

and depends on the restriction that only sets of values conforming to both pairs of observed 

marginal totals are included in evaluating the probabilities, a restriction wich is in fact also implicit 

in the 2χ  test, as the expectations of the cell values are calculated from the marginal totals (pag. 

429, righe 5-9). 

2 - L’uso di livelli nominali convenzionali di significatività come il 5 e 1 per cento, quando i dati 

sono discontinui, deve essere attuato con buon senso. Il simbolismo matematico adottato dalla scuola 

di Neyman-Pearson 

0:0 =θH     ,    0:1 ≠θH  

 o quello ancora più assurdo, se θ  può essere negativo,  

0:0 =θH     ,    0:1 >θH  
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 ha incoraggiato l’uso di livelli nominali che può essere gravemente fuorviante con dati discreti. With 

discontinous data, the use of nominal levels can be seriously misleading (p. 435, terza riga dal 

fondo). 

Esemplifica questo concetto evidenziando che se si lancia una moneta 10 volte,  

 -  la probabilità di trovare 9 volte oppure 10 volte testa ha una probabilità di 1,1 per cento, 

 -  la probabilità di trovare 8 o più volte testa ha una probabilità del 5,5 per cento. 

Non esiste alcun  motivo per confrontare tali probabilità con quelle riportate su una scala continua di 

1,0 e 5,0 per cento. E’ più corretto ragionare e decidere sulla base di queste probabilità che sono state 

ricavate: The actual significance probability attained should therefore always be given when 

reporting on discontinous data (pag. 437, seconda riga). 

 

E’ di particolare importanza questa seconda osservazione, che è estensibile a tutta la statistica 

non parametrica nel caso di piccoli campioni. Inoltre assume una rilevanza generale, per 

l’interpretazione da fornire quando la probabilità P  calcolata è vicina ai valori critici:  

- superare o meno il valore critico prefissato per quantità minime non è un fattore distintivo 

rilevante, per la significatività del risultato. 

 

 

20.2.    IL T2 DI FREEMAN-TUKEY E CONFRONTO CON IL χ2 E IL G2 NEI TEST PER LA 

BONTA’ DELL’ADATTAMENTO; CENNI DI ALTRI TEST ANALOGHI. 

Il test più diffuso per valutare la bontà dell’adattamento di una distribuzione campionaria a una 

qualsiasi distribuzione teorica,  

è il chi-square test  

( )∑
−−

−
=
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2χ  

 

Come illustrato nel paragrafo precedente e con la stessa simbologia,  

può anche essere scritto 
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Nel caso di un solo campione, secondo la definizione fornita da H. T. David nel 1968 (alla voce 

Goodness of fit del volume Int. Encyclopedia of the Social Sciences Vol. 6, pp. 199-206),  

- il livello di significatività ottenuto con il test statistico per la bontà dell’adattamento (the 

goodness-of-fit test statistic) è la probabilità che il valore del test ecceda quello calcolato, se il 
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campione osservato fosse stato estratto casualmente da una popolazione che soddisfi le 

condizioni ipotizzate nel modello. 

 

Con formula differente dalle precedenti, il risultato del  chi-square test  

 è ottenuto anche con 

( )∑
−−

−=
celleletutte

N
Att

Oss
.
. 2

2χ  

 dove 

-  N è la somma di tutte le osservazioni del campione.  

 

Benché offra il vantaggio di abbreviare il calcolo del χ2 totale, questa formula ha  

- il grave svantaggio di non calcolare il contributo di ogni cella al valore complessivo.  

Quindi ha il grave limite di non fornire una informazione, che nella interpretazione del risultato è 

sempre importante. 

 

Un metodo alternativo per affrontare la stessa serie di problemi e che utilizza la medesima 

distribuzione χ2, 

 è  il likelihood ratio 
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Con una simbologia differente, la formula può essere  

 come 
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 dove 

- X = ( )kXXX ,...,, 21  è un vettore random di frequenze, con 

- ∑
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   e   E(X) = πn  

-  e dove  π = ( )kπππ ,...,, 21  è un vettore di probabilità con  ∑
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=
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1

1π . 

 

Il test è descritto in modo dettagliato e confrontato con altri metodi già da S. S. Wilks nel 1938 

nell’articolo The large-sample distributionof the likelihood ratio for testing composite hypotheses 

(su Annals of Mathematical Statistics Vol. 9, pp.: 60-62) 
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Le proprietà sono state descritte da vari autori. 

 

Tra le pubblicazioni importanti possono essere citati  

- l’articolo di W. G. Cochran del 1952 The 2χ  test of goodness of fit (pubblicato su Annals of 

Mathematical Statistics Vol. 23, pp. 315 - 345) in cui descrive lo sviluppo storico del 2χ  di Pearson 

e discute una varietà di test analoghi, 

- l’articolo di Vassily Hoeffding del 1965 Asymptotically optimal tests for the multinomial 

distribution (pubblicato su Annals of Mathematical Statistics Vol. 36, pp. 369 - 401), 

-  quello di R. R. Bahadur del 1967  An optimal property of the likelihood ratio statistic (pubblicato 

nel volume Proceedings of Fifth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability 

Vol. 1, pp. 13 – 26). 

 

Un altro metodo che ricorre sempre alla stessa distribuzione χ2 

 è il test χ2 di Tukey-Freeman (indicato spesso in letteratura con T2, anche se tale simbolo è usato 

anche per altri indici) 

( )( )∑
−−

+⋅−++=
celleletutte

AttOssOssT
22 1.41..  

 scritto anche come 
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Tra gli autori che successivamente ripropongono il T2, sono da ricordare  

-  M. M. Yvonne Bishop (con l’articolo del 1969 Calculating smoothed contingency tables, 

pubblicato nel volume The National Halothane Study, ed. John P. Bunker, William H. Forrest Jr., 

Frederick Mosteller and Leroy D. Vandam, National Institutes of Health, Washington D. C., U. S. 

Government Printing Office, pp. 273 – 286)  

-   M. M. Yvonne Bishop insieme con  Stephen Fienberg e Paul W. Holland per il loro volume del 

1975 (Discrete Multivariate Analysis, Cambridge, Mass., M.I.T. Press).  

 

Nel 1978 Kinley Larntz ha fornito un confronto tra i tre metodi, per tabelle a più dimensioni (vedi 

l’articolo Small-sample comparisons of exact levels for chi-squared goodness-of-fit statistics, su 

Journal of the American Statistical Association Vol. 73, pp. 253-263). 

In letteratura è possibile trovare anche una formula leggermente differente.  
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Ad esempio,  

-  nell’articolo di H. B. Lawal e G. J. G. Upton del 1980 An approximation to the distribution of the 

X2 goodness-of-fit statistic for use with small expectations (pubblicato su Biometrika Vol. 67, pp.: 

447 – 453) si parla di  

-  modified Freeman-Tukey statistic 

 

( ) ( )[ ]∑
=

+⋅−++=
k

i
iii nXXT

1

22 141 π  

 

- mentre nell’articolo di S. E. Fienberg del 1979 The use of chi-squared statistic for categorial data 

problems (su Journal of the Royal Statistical Society, B Vol. 41,  pp.: 54 – 64) si trova un’altra 

definizione della 

-  Freeman-Tukey statistic 

( )∑
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i
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La seconda T2 e la F2 differiscono per un termine n/1 . 

 

Altre proposte sono fondate sul cambiamento del denominatore, al quale viene posta la frequenza 

osservata in sostituzione di quella attesa. Tra esse, per l’autorevolezza scientifica del proponente la 

-  Neyman-modified statistic 
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 introdotta da J. Neyman nel 1949 con l’articolo Contribution to the theory of the 2χ test (su Proc. 

Ist. Berkely Symp., pp.: 239-273) 

  

- la modified loglikelihood ratio statistic o minimum discriminant information statistic for the 

external constraints problem 

∑
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 citata da  S. Kullback nel 1959 nel volume Information Theory and Statistics (New York, Wiley) e 

nel 1985 nell’articolo Minimum discriminant information (MDI) estimation (in Encyclopedia of 

Statistical Sciences, Vol. 5, eds. S: Kotz e N. L. Johnson,  New York, Wiley, pp.: 527 – 529) 

 

Per quanto riguarda la loro diffusione nella ricerca applicata, tra questi metodi il test χ2 di Pearson è 

stato quello generalmente utilizzato fino agli anni ’90. Più recentemente, per le sue proprietà additive 

che saranno illustrate in questo paragrafo e in quelli successivi,  ha avuto una grande diffusione il  G2 

o log likelihodd ratio.  

Il test T2 di Tukey-Freeman invece, il più noto tra i numerosi metodi alternativi che sono stati 

proposti in questi decenni, non compare ancora in nessun programma informatico a grande diffusione 

ed è riportato solo in pochissimi testi per specialisti. Facilmente a motivo del maggior lavoro di 

calcolo manuale che richiede al ricercatore, della maggiore complessità logica della formula che ne 

complica la presentazione didattica,  dalla mancanza di vantaggi nella interpretazione del risultato. 

Riveste quindi un interesse pratico molto limitato.  

E’ stato utilizzato in qualche lavoro scientifico nelle discipline biologiche e ambientali. Pertanto viene 

presentato in queste dispense. 

 

Benché servano per risolvere lo stesso problema e si applichino agli stessi dati, i tre metodi non 

forniscono gli stessi risultati. 

A causa di queste differenti capacità di valutare l’accordo tra la distribuzione osservata e una 

distribuzione teorica, nella pratica dell’analisi dei dati statistici vari esperti, tra i quali Leo A. 

Goodman nel 1973 (nell’articolo Guided and Unguided Methods for Selecting Models for a Set of T 

Multidimensional Contingency Tables, pubblicato su Journal of the American Statistical 

Association Vol. 68, pp. 165-175), raccomandano di utilizzare più test.  

Se le probabilità coincidono, le conclusioni risultano rafforzate. Tuttavia non è ancora stata fornita una 

direttiva condivisa, su come interpretare i risultati, quando le probabilità ottenute con i vari metodi 

sono molto differenti.  

Questo problema di sintetizzare risposte divergenti si presenta ora con frequenza maggiore, poiché 

molti programmi informatici per la stessa analisi riportano non un test solo, ma una intera batteria o 

serie, lasciando all’utente la scelta tra uno (ma quale?) e la sintesi logica dei vari risultati. 

 

L’illustrazione del metodo T2 e il confronto tra i vari metodi sono ottenuti con la loro applicazione a 

un esempio. 
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ESEMPIO. Stimare il valore del “chi-square test” per verificare se le quattro classi fenotipiche, 

ottenute dalla segregazione di un diibrido, seguono la legge di Mendel (distribuzione attesa 9:3:3:1): 

 

Gruppi AB  Ab  aB  ab  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 19 240 
Proporzioni Attese 9 3 3 1 16 
Frequenze Attese 135,0 45,0 45,0 15,0 240,0 

 

 

Risposta. 

1 - Con la formula 

( )∑
−−

−
=

celleletutte Att
AttOss
.

.. 2
2χ  

 si ottiene 

( ) ( ) ( ) ( )
15

1519
45

4548
45

4539
135

135134 2222
2
3

−
+

−
+

−
+

−
=χ  

 

0741,20667,12000,08000,00074,02
3 =+++=χ  

 

 2
)3(χ   = 2,0741. 

 

2 - Con la formula 

( )∑
−−

−=
celleletutte

N
Att

Oss
.
. 2

2χ  

 si ottiene 

240
15
19

45
48

45
39

135
134 2222

2
3 −+++=χ  

 

0741,22400741,242240)0667,242000,518000,330074,133(2
3 =−=−+++=χ  

 

 2
)3(χ   = 2,0741. 
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3 - Con la formula 

∑
−−















⋅=

celleletutte
e Att

OssOssG
.
.log.22  

 si ottiene 







 +++⋅=

15
19ln19

45
48ln48

45
39ln39

135
134ln13422G  

 

( ) 024,2012,124914,40978,35809,59963,022 =⋅=++−−⋅=G  

 

 G2 = 2,024 distribuito come un chi-square con 3 gdl. 

 

4 -  Con la formula 

( )( )∑
−−

+⋅−++=
celleletutte

AttOssOssT
22 1.41..  

 

 calcolando separatamente il contributo delle 4 classi 

( ) ( ) 0042,02594,236190,115758,11113541134134 22
=−+=+⋅−++=AB  

( ) ( ) 7815,04536,133246,62450,6145413939 22
=−+=+⋅−++=Ab  

( ) ( ) 2252,04536,130000,72450,6145414848 22
=−+=+⋅−++=aB  

( ) ( ) 0420,18102,74721,43589,4115411919 22
=−+=+⋅−++=ab  

0529,20420,12252,07815,00042,02 =+++=T  

 

 T2 = 2,0529 distribuito come un chi-square con 3 gdl. 

 

Il confronto fra i tre risultati  

 

Gruppi   
Indice AB  Ab  aB  ab  Totale 

2χ  0,0074 0,8000 0,2000 1,0667 2,0741 
2G  --- --- --- --- 2,0240 
2T  0,0042 0,7815 0,2252 1,0420 2,0529 
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(considerando che le due formule per il χ2 ovviamente forniscono lo stesso valore) riportati in tabella 

per una comparazione più agevole 

 mostra differenze ridotte, sia in totale che per ogni classe (dove ha significato).  

 

Vari articoli scientifiche, tra le quali quello di Larntz appena citato, provano che le differenze sono di 

dimensioni maggiori  

-  quando il campione è piccolo e/o  

-  i vari gruppi hanno frequenze attese tra loro molto differenti. 

In altre termini, le differenze tendono a essere minime quando la distribuzione teorica è rettangolare e 

il campione è grande. 

 

Per interpretare i risultati, è vantaggioso anche distinguere il contributo fornito da ogni classe o 

gruppo, come riportati nella tabella precedente.  

In essa si osserva che  

-  il contributo maggiore è fornito dallo scarto tra frequenza osservata e frequenza attesa per la classe 

ab , che però è anche quella con la frequenza attesa nettamente minore;  

-  il contributo minore è quella della classe AB , che è la maggiore per numero di osservazioni attese.  

 

Se il problema (come quello dell’esempio) è di genetica, per la esatta comprensione del risultato è 

sempre importante fornirne una interpretazione da genetista.  Ad esempio, se una classe è meno 

frequente dell’atteso, spiegare perché questi individui, caratterizzati da un fenotipo specifico, sono 

“selezionati contro” oppure chiarire il vantaggio in “fitness” della classe con un numero di individui 

osservati maggiore dell’atteso, ecc. … 

Nell’applicazione della statistica, è sempre fondamentale la spiegazione disciplinare. L’ipotesi nulla da 

verificare deve nascere entro una teoria o la riprova di un assunto. Per arricchire il dibattito scientifico 

e fare crescere la conoscenza, il risultato del test deve essere interpretato sulla base dei fattori che 

hanno fatto nascere l’ipotesi. 

 

Spesso è utile valutare il contributo di ogni gruppo al risultato complessivo. Per questo scopo, il test 

G2 o log-likelihood ratio si dimostra inadeguato. 

Tuttavia, anche nei test per la bontà dell’adattamento, quando si dispone di più gruppi è spesso utile 

scomporre i gradi di libertà in altrettanti confronti ortogonali.  

E’ l’applicazione in cui il test G2 dimostra vantaggi importanti. 

Questa logica della scomposizione dei gradi di libertà nei test per la bontà dell’adattamento è del tutto 

simile a quella già presentata per i confronti a priori nell’analisi della varianza. 
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Per richiamarne i concetti fondamentali, è utile una loro applicazione all’esempio precedente. 

 

Gruppi AB  Ab  aB  ab  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 19 240 
Proporzioni Attese 9 3 3 1 16 
Frequenze Attese 135,0 45,0 45,0 15,0 240,0 

 

 

Con 4 gruppi e 3 gdl, è possibile effettuare 3 confronti ortogonali.  

Tale numero è più ridotto di quello dei confronti possibili; di conseguenza, si pone il problema della 

loro scelta. Il concetto fondamentale è che tutti i confronti effettuati devono essere impostati in modo 

tale che il risultato di un confronto qualsiasi non dia informazioni su quello di un altro. 

 

A questo scopo, è sempre richiesta la conoscenza disciplinare delle caratteristiche dei gruppi. Ad 

esempio, come schematizzato nella tabella, 

 

Coefficienti ortogonali AB  Ab  aB  ab  Totale 
Confronto 1° +1/2 +1/2 -1/2 -1/2 0 
Confronto 2° +1 -1 0 0 0 
Confronto 3° 0 0 +1 -1 0 

 

 

 sono possibili 3 confronti, che tra loro devono essere ortogonali: la somma del prodotto di due 

coefficienti ortogonali deve dare 0. Ad esempio, il confronto 1° e 3° sono tra loro ortogonali perché 

(+1/2 x 0) + (1/2 x 0) + (-1/2 x +1) + (-1/2 x –1) = 0 

Lo stesso risultato è fornito dalle altre due coppie di confronti, cioè il 1° rispetto al 3°, il 2° rispetto al 

3°. 

 

I tre confronti individuati nell’ultima tabella forniscono i seguenti valori del χ2 e del G2. 

 

I)  Con il primo test, che ha 1 gdl, è possibile chiedersi se il rapporto tra le classi contenenti l’allele A  

e quelle contenenti l’allele a  segue la legge mendeliana di 3:1 

 

Gruppi A  a  Totale 
Frequenze Osservate 173 67 240 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 180,0 60,0 240,0 
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Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 0889,18167,02722,0
60

6067
180

180173 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 0624,13933,78621,62
60
67ln67

180
173ln17322 =+−⋅=






 +⋅=G  

 

 

II)  Con un secondo test, che ha 1 gdl, è possibile chiedersi se entro il fenotipo A  il rapporto tra B  e 

b  è 3:1 come atteso 

 

Gruppi B  b  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 173 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 129,75 43,25 173,0 

 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 5568,04176,01392,0
25,43

25,4339
75,129

75,129134 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 5698,00340,43189,42
25,43

39ln39
75,129

134ln13422 =−+⋅=





 +⋅=G  

 

 

III)  Con il terzo test, che ha sempre 1 gdl, è possibile chiedersi se entro il fenotipo a  il rapporto tra 

B  e b  è ancora 3:1 

 

Gruppi B  b  Totale 
Frequenze Osservate 48 19 67 
Proporzioni Attese 3 1 4 
Frequenze Attese 50,25 16,75 67,0 



 17

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 402968,03022,01007,0
75,16

75,1619
25,50

25,5048 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 3918,03948,21989,22
75,16

19ln19
25,50

48ln4822 =+−⋅=





 +⋅=G  

 

I risultati dei due metodi, nei tre test di scomposizione dei 3 gdl complessivi, sono tra loro molto 

vicini:  

 

 

Confronti  
Metodo I II III 

 
Totale 

χ2 1,0889 0,5568 0,4029 2,0486 
G2 1,0624 0,5698 0,3918 2,0240 

 

 

Ma mentre  

-  la somma dei tre test con 1 gdl del test G2 (2,0240) coincide esattamente con quello ottenuto in 

precedenza mediante l’analisi simultanea delle 4 quattro classi (2,0240), 

-  la somma dei tre test 2
1χ  (2,0486 ) è solo approssimato a quello precedente (2,0741) e non coincide 

esattamente. 

La scomposizione dei confronti ortogonali con il test G2 è additiva, come i gdl.; con il test χ2 è 

solo approssimata. 

 

La scomposizione dei 3 gdl avrebbe potuto seguire un percorso differente. Ad esempio, sarebbe stato 

possibile iniziare da B. 

 In questa condizione, i tre confronti sarebbero stati 

 

 

Coefficienti ortogonali AB  Ab  aB  ab  Totale 
Confronto 1 +1/2 -1/2 +1/2 -1/2 0 
Confronto 2 +1 0 -1 0 0 
Confronto 3 0 +1 0 -1 0 
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Non è corretto effettuarli entrambi, scegliendo a posteriori la serie più significativa. Come 

illustrato nei paragrafi dedicati ai confronti multipli a posteriori, si altera la probabilità α 

experiment-wise o family-wise. 

Compete al biologo scegliere, sulla base del problema che intende verificare. Ovviamente i confronti 

effettuati e i risultati ottenuti sono differenti. 

 

Non è necessario arrivare sempre alla scomposizione di tutti i gdl. Alcuni confronti, possono avere 

più di un solo gdl. 

A ulteriore dimostrazione delle svariate possibilità di scelta dei confronti che è possibile effettuare 

sulla stessa serie di gruppi campionari, ne è presentata una ancora differente.  

Ad esempio, fondato su un problema di genetica quantitativa, con un approccio totalmente diverso si 

può partire dalla semplice verifica se il gruppo con i due geni recessivi ( ab ) rispetta il rapporto di 

1:15 contro l’insieme degli altri 3 ( )aBAbAB ++ . 

 

 

Gruppi aBAbAB ++  ab  Totale 
Frequenze Osservate 221 19 240 
Proporzioni Attese 15 1 16 
Frequenze Attese 225,0 15,0 240,0 

 

 

Questo primo confronto ha 1 gdl. 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) 1378,10667,10711,0
15

1519
225

225221 22
2
1 =+=

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 0544,14914,49642,32
15
19ln19

225
221ln22122 =+−⋅=






 +⋅=G  

 

Successivamente, è possibile utilizzare i 2 gdl rimanenti per verificare se i tre gruppi AB , Ab , aB  

rispettano tra essi i rapporti teorici di 9: 3: 3. 
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Gruppi AB  Ab  aB  Totale 
Frequenze Osservate 134 39 48 221 
Proporzioni Attese 9 3 3 16 
Frequenze Attese 132,6 44,2 44,2 221,0 

 

 

Con il χ2 si ottiene 

( ) ( ) ( ) 9536,03270,06118,00148,0
2,44

2,4448
2,44

2,4439
6,132

6,132134 222
2
2 =++=

−
+

−
+

−
=χ  

 

Con il G2 si ottiene 

( ) 9696,09588,38814,44074,12
2,44

48ln48
2,44

39ln39
6,132

134ln13422 =+−⋅=





 ++⋅=G  

 

La somma dei due confronti  

 

Confronti  
Metodo I II 

 
Totale 

χ2 1,1378 0,9536 2,0914 
G2 1,0544 0,9696 2,0240 

 

 

 dimostra ancora una volta che 

-  i risultati ottenuti con i due metodi sono sempre simili anche se non coincidenti: la differenza 

maggiore è nel primo confronto, dove le classi sono tra loro fortemente sbilanciate, 

-  la somma dei due G2 (2,0240) coincide esattamente sia con quello ottenuto in precedenza mediante 

l’analisi simultanea delle 4 quattro classi (2,0240), sia con la scomposizione precedente, 

-  il risultato della somma dei due test 2
1χ  (2,0914) è solo approssimato a quello precedente, ottenuto 

con l’analisi simultanea dei 4 gruppi (2,0741) e a quello ricavato con la scomposizione in tre confronti 

(2,0486). 

In sostituzione di questo ultimo calcolo con 3 gruppi e quindi 2 gdl, è possibile effettuare 2 confronti 

ortogonali con 2 classi ognuno; non entrambi. 



 20

 

20.3.  CLASSIFICAZIONE DEI COEFFICIENTI D'ASSOCIAZIONE O D’INDIPENDENZA 

Quando i dati sono classificate sulla base di due variabili categoriali o qualitative, le frequenze sono 

riportate in una tabella di contingenza.  

Di solito si utilizzano frequenze assolute, sia per facilitare i calcoli, sia perché le dimensioni del 

campione hanno un effetto rilevante sulla significatività del test e quindi è conveniente conoscerle 

esattamente. Ma è possibile utilizzare anche le frequenze relative, in particolare quando si vuole 

facilitare il confronto tra due o più rilevazioni, che ovviamente solo di rado hanno campioni con lo 

stesso numero di osservazioni.  

Le tabelle hanno dimensioni minime 2 x 2; ma possono essere molto più ampie, indicate 

genericamente con r x c (r righe x c colonne). 

 

I valori che quantificano le relazioni tra le due variabili qualitative sono chiamati coefficienti di 

associazione; si parla di correlazione, quando le variabili sono quantitative. 

Il test del χ2 serve per verificare le ipotesi sulla indipendenza (corrispondente a una associazione 

nulla), 

-  tra le modalità della variabile riportata nelle righe  

-  e le modalità della variabile riportata nelle colonne.  

E’ prassi che la dimensione delle righe, per analogia con l’asse delle ascisse nella regressione, 

corrisponda alla variabile classificatoria che dovrebbe essere esplicativa (come la dose di un farmaco 

oppure la località nella quale si è raccolto un campione di alcune specie animali o vegetali) e l’altra 

dimensione, quella delle colonne, sia una risposta o variabile dipendente (come l’effetto del farmaco 

che può essere nullo, moderato o forte oppure le varie specie raccolte), analogamente all’asse delle 

ordinate. 

 

Per le due variabili, i gruppi possono essere formati sulla base di dati misurati su scale differenti: 

1 - qualitativi o nominali, come l’elenco delle località e quello delle specie; 

2 - ordinali o di rango, come l’intensità della risposta al farmaco (nulla, moderata, forte) o la 

classificazione delle specie in classi d’età (giovani, adulti, vecchi) o livelli di sviluppo; 

3 - di intervalli e/o di rapporti (come l’età o le dimensioni) raggruppati in classi, con intervalli 

differenti oppure costanti (nelle tabelle di contingenza, di solito non sono fatte distinzioni tra questi 

due tipi di scala, per i quali possono essere applicati i test parametrici). 

 

Da queste tre classificazioni del tipo delle due variabili, derivano tabelle a due entrate che utilizzano 

scale differenti, quali  

-  nominale per ambedue le variabili, 
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-  nominale per una e ordinale per l’altra, 

-  ordinale per ambedue le variabili, 

-  nominale per una e intervallare per l’altra,  

-  in tutte le combinazioni  di scala possibili, fino a intervallare per entrambe. 

 

Per ognuna di queste differenti combinazioni delle scale di misura sono state proposte indici di 

associazione differenti, perché diverse sono le proprietà e le informazioni contenute nei vari tipi di 

dati raccolti.  

Non esiste una misura ideale dell’associazione o concordanza tra le due variabili, che sia valida 

per tutte le situazioni.  

Una classificazione scolastica, utile per ordinare la presentazione degli indici più frequentemente 

utilizzati, propone  

-  una suddivisione per misure nominali, ordinali e in classi d’intervalli, come quella illustrata, ma 

-  abbinata a quelle delle dimensioni in  tabelle 2 x 2 e in tabelle r x c. 

E’ lo schema seguito nel testo di Graham J. G. Upton del 1978 The Analysis of Cross-Tabuled Data 

(John Wiley & Sons, Chichester – New York, reprinted April 1980). Tuttavia,  

- per vari indici non esiste una differenza determinata dalle dimensioni della tabella,  

 in quanto l’indice valido per tabelle r x c molto spesso è solo una generalizzazione dell’indice 

proposto per la tabella 2 x 2.  

Ne consegue una prerogativa importante:  

- gli indici di associazione possono servire per confronti tra tabelle di dimensioni differenti. 

 

 

20.4.   ASSOCIAZIONE FRA VARIABILI CATEGORIALI O QUALITATIVE: IL C CON LA 

CORREZIONE DI SAKODA E IL φ DI PEARSON,  IL φC O V DI CRAMER,  IL DT O 

T DI TSCHUPROW 

In una tabella 2 x 2 costruita con le frequenze assolute oppure relative ma sempre conoscendo il 

numero totale di osservazioni (N), della quale viene riportato lo schema con la consueta simbologia, 

 

 + - Totale 

Gruppo A a  b n1 

Gruppo B c  d  n2  

Totale n3  n4  N  
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 la significatività dell’associazione è stimata attraverso il chi quadrato oppure il test G, con tutte le 

loro varianti di correzioni per la continuità.  

Nel caso di grandi campioni, è possibile utilizzare la distribuzione normale, eventualmente con la 

correzione per la continuità.  

Se il campione è piccolo, per stimare la probabilità si ricorre al metodo esatto di Fisher, ricavato 

dalla distribuzione ipergeometrica. Semplice nel caso di tabelle 2 x 2, in tabelle r x c la probabilità può 

essere calcolata solo con l’uso di computer. Attualmente, il metodo è riportato in molti programmi 

informatici per tabelle di qualsiasi dimensione, appunto perché permette stime esatte di probabilità a 

differenza del chi-quadrato, del G2 e della distribuzione normale. 

Questi metodi inferenziali, utili per verificare l’ipotesi nulla H0 che esista indipendenza contro 

l’ipotesi alternativa H1 che esista associazione tra le due variabili, sono illustrati nel capitolo 3.  

I metodi inferenziali presentano due limiti gravi: 

-  la significatività del test è strettamente dipendente dal numero (N) di osservazioni; di conseguenza, 

in campioni grandi possono risultare significative anche associazioni deboli, mentre in campioni 

piccoli possono risultare non significative anche associazioni forti; 

-  sono test bilaterali, anche se è possibile dimezzare la probabilità, eccetto quelli che utilizzano la Z; 

essi non indicano la direzione dell’associazione: se positiva oppure negativa. 

 

Dalla tabella precedente, per l’analisi delle relazioni tra le due variabili, possono essere ricavate anche 

misure su il tipo e l’intensità dell’associazione attraverso l’analisi delle due diagonali, in cui 

-  a-d   è la diagonale principale  

-  b-c   è la diagonale secondaria. 

Per convenzione, alla associazione è attribuito  

-  segno positivo, quando le frequenze sono più alte nelle due celle della diagonale principale (a-d); 

-  segno negativo, quando le frequenze sono più alte nelle due celle della diagonale secondaria (b-c). 

 

Definire un’associazione positiva o negativa in questo modo è puramente convenzionale, poiché è 

sufficiente invertire la posizione delle due righe oppure delle due colonne per ottenere un’associazione 

di tipo opposto. E’ quindi nella logica della disciplina che si sceglie il segno. 

 

Il concetto di indipendenza o di associazione può essere fatto derivare da quello di equilibrio o 

squilibrio tra le due modalità di una variabile categoriale. Stimato a partire dai totali marginali, 

l’equilibrio tra le modalità di una dicotomia è massimo quando ciascuna ha lo stesso numero di 

dati; in questa situazione si ha anche il massimo di varianza, poiché si ha il massimo di probabilità di 

errore quando si vuole indovinare se un dato appartiene a una categoria oppure all’altra.  



 23

Il concetto può essere compreso più facilmente partendo dalla situazione opposta. 

Se nella zona A tutti i laghi hanno un inquinamento elevato e nella zona B tutti hanno livelli 

d’inquinamento bassi, come nella tabella seguente,  

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona A 50 0 50 

Zona B 0 60 60 

Totale 50 60 110 

 

 

 è facile indovinare, sulla semplice appartenenza alla zona, se il lago ha un livello d’inquinamento alto 

o basso.  

Ovviamente, nulla cambierebbe nella capacità predittiva se si avesse una distribuzione opposta, 

-  con i valori massimi collocati sulla diagonale secondaria: 

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona A 0 50 50 

Zona B 60 0 60 

Totale 60 50 110 

 

 

L’associazione emerge con la massima chiarezza, quando le frequenze sono distribuite nelle due 

celle appartenenti alla stessa diagonale. 

 

Al contrario, quando le due dicotomie sono esattamente equilibrate, 
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Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona A 30 30 60 

Zona B 25 25 50 

Totale 55 55 110 

 

 

la probabilità di indovinare se il lago abbia un livello d’inquinamento alto o basso, sulla base della 

zona di appartenenza, è minima: quindi la varianza d’errore è massima. 

 

Come più volte ripetuto, con gruppi categoriali il grado di associazione o di relazione tra due variabili 

è fornito dal χ2 di Pearson. 

Tuttavia, il valore del χ2 calcolato dipende  

-  non solo dallo scostamento delle frequenze osservate da quelle attese (fenomeno che si vuole 

analizzare),  

-  ma pure dalle dimensioni del campione 

-  e dalle dimensioni della tabella.  

 

Il concetto dell’effetto della dimensione del campione sulla significatività del χ2, ovvio per chi 

abbia un minimo di familiarità con la statistica ma non intuitivo in un corso iniziale, è illustrato con 

semplicità da David J. Sheskin nel suo testo del 2000 intitolato Parametric and Nonparametric 

Statistical Procedures (2nd ed. Chapman  Hall/CRC, London, 982 p.). 

Disponendo di una prima distribuzione ipotetica fondata su un campione di 100 osservazioni 

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona A 15 35 50 

Zona B 30 20 50 

Totale 45 55 100 
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 si determina  

( ) 09,9
6187500

100562500
55455050

10030352015 2
2 =

⋅
=

⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅

=χ  

 

un valore χ2 = 9,09.  

In una seconda distribuzione ipotetica, che ha frequenze relative identiche alla precedente, ma in un 

campione di dimensioni doppie  

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona A 30 70 100 

Zona B 60 40 100 

Totale 90 110 200 

 

 si determina 

( ) 18,18
99000000

2009000000
11090100100

20060704030 2
2 =

⋅
=

⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅

=χ  

 

 un valore χ2  = 18,18. Esattamente il doppio. 

 

Lo stesso concetto, in molti testi, è presentato con una dimostrazione matematica.  

Il valore dell’associazione tra due variabili qualitative o nominali dipende dalla formula del chi-

quadrato:  

χ2 = Σ
( . .)

.
Oss Att

Att
− 2

  

Di conseguenza, esso aumenta quando lo scarto tra osservato ed atteso è moltiplicato per una quantità 

k, anche se le frequenze delle varie classi restano uguali sia in percentuale che nei loro rapporti. 

Infatti, moltiplicando con un fattore k sia le frequenze osservate che quelle attese 

 

( . .)
.

kOss kAtt
kAtt
− 2

  =  
k Oss Att

kAtt

2 2( . .)
.

−
  =  

k
k

2

 
( . .)

.
Oss Att

Att
− 2

  = 
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=  k 
( . .)

.
Oss Att

Att
− 2

 

 

 come dimostra l’ultimo passaggio il valore del χ2 aumenta di un identico fattore k. 

 

Nell’analisi statistica ne consegue che, per confrontare il livello di associazione misurato in campioni 

di dimensioni differenti, è necessario ricorrere a indici di associazione. Per comparazioni omogenee e 

semplici, questi indici devono teoricamente avere due caratteristiche fondamentali: 

-  non risentire delle dimensioni del campione e 

-  avere un campo di variazione tra 0 (indipendenza o assenza di associazione) e 1 (associazione 

totale). 

Quelli più frequentemente utilizzati nelle pubblicazioni di statistica applicata sono: 

-   il C di Pearson, eventualmente con l’aggiustamento di Sakoda, 

-   il φ  (phi) di Pearson, 

-   il Cφ  o V di Cramér. 

Spesso sono citati anche 

-   il DT o T di Tschuprow, 

-   il λ (lambda) di Goodman-Kruskal, (riportato in un paragrafo successivo), 

-   l’UC o U di Theil (riportato sinteticamente in un paragrafo successivo). 

 

A -  Il coefficiente di contingenza C (the contingency coefficient C) noto anche come coefficiente di 

contingenza di Pearson (Pearson’s contingency coefficient) 

 determinato dal rapporto 

C = 
χ

χ

2

2 + N
 

 

 è valido sia per tabelle 2 x 2 che in tabelle  r x c. 

Nelle due tabelle 2 x 2 precedenti, che hanno le stesse frequenze relative ma dimensioni differenti  

 

289,00833,0
20018,18

18,18
10009,9

09,9
==

+
=

+
=C  

 

 fornisce un valore identico: C = 0,289. 

La significatività del valore di C è determinata  dal χ2. Poiché in tabelle 2 x 2 ha gdl = 1 e il valore 

critico 
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-  per α = 0.005 è  χ2 = 7,879 

-  per α = 0.001 è  χ2 = 10,828 

 il risultato ottenuto di C = 0,289 

-  nel campione con 100 osservazioni (χ2 = 9,09) è significativo con P < 0.005 

-  nel campione con 200 osservazioni(χ2 = 18,18) è significativo con P < 0.001 

E’ utile ricordare che per stimare sia C sia φ, il χ2 è calcolato senza la correzione di Yates. 

 

Questo confronto dimostra in modo elementare la diversa significatività di campioni che hanno 

frequenze identiche, quindi lo stesso valore di C, ma dimensioni differenti. 

Poiché la dimensione N di un campione non può mai essere 0, il valore di C può assumere  solo valori 

0 ≤ C < +1 

 

Un limite di questo indice C è che il valore massimo che può essere raggiunto è una funzione del 

numero di righe e di colonne. Il valore massimo +1 può essere avvicinato solo in tabelle di grandi 

dimensioni; per questo, vari ricercatori raccomandano di utilizzare tabelle 5 x 5 o di dimensioni 

maggiori, poiché in tabelle di dimensioni minori il livello di associazione è sottostimato, quando tutte 

le osservazioni sono collocate sulla diagonale. 

 

Il limite superiore di C (indicato con Cmax) dipende dalle dimensioni della tabella r x c secondo la 

relazione 

k
kC 1

max
−

=  

 dove k è il valore minore tra quello di r e quello di c. 

Ad esempio, in una tabella di contingenza 2 x 2 come le precedenti,  

 il valore massimo possibile  

707,05,0
2

12
max ==

−
=C  

 è Cmax = 0,707. 

In una tabella 3 x 4, il valore massimo  

816,0667,0
3

13
max ==

−
=C  

 è Cmax = 0,816.  

E’ semplice osservare che tende a +1, senza mai raggiungerlo, all’aumentare delle dimensioni della 

tabella r x c. Il fatto che non possa mai raggiungere +1, anche quando i valori sono collocati 

totalmente sulla diagonale, indubbiamente rappresenta un limite tecnico del coefficiente; ma ancor più 
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all’interpretazione del risultato. Di conseguenza, può essere utile ricorrere ad un coefficiente di 

contingenza corretto, chiamato C aggiustato (Cadj) di Sakoda (Sakoda’s adjusted Pearson’s C), 

mediante la trasformazione 

maxC
CCadj =  

 che  

-  riporta a 1 il valore massimo e 

-  permette il confronto tra C stimati su tabelle di dimensioni differenti. 

Purtroppo quasi nessun programma informatico lo ha inserito nella stima del C di Pearson; ma il 

passaggio manuale da C a Cadj è semplice 

Il coefficiente C = 0,289 stimato in precedenza, mediante  

il rapporto con il valore massimo possibile, 

409,0
707,0
289,0

==adjC  

 diventa Cadj = 0,409. 

 

Un altro ordine di problemi, collegato al coefficiente di contingenza C di Pearson, è come valutare il 

contributo delle dimensioni N del campione alla significatività del test χ2. Una risposta è stata 

fornita da J. Cohen nelle due edizioni (1977 e 1988) del suo testo Statistical power analysis for the 

behavioral sciences con l’indice w (w index) 

2

2

1 C
Cw
−

=  

 

 poiché ogni valore C ingloba anche l’informazione di N. 

 

Fondandosi sulla sua esperienza, quindi con una indicazione puramente arbitraria come sono vari 

griglie di valutazione in statistica, Cohen ha proposto la seguente scala, per stimare l’effetto delle 

dimensioni N del campione  sulla significatività del χ2. Tale effetto è  

-  piccolo (small effect size) se  0.1 < w ≤ 0.3, 

-  medio (medium effect size) se 0.3 < w ≤ 0.5 

-  grande (large effect size) se 0.5 < w 
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Ad esempio, nelle due tabelle precedenti dove C = 0,289 

 si ottiene 

302,0
9165,0
0835,0

289,01
289,0

2

2

==
−

=w  

 

 un valore w = 0,302 uguale per entrambi, seppure con N differente.  

E’ vicino al limite inferiore di un effetto medio; ma occorre considerare che nel primo caso la 

significatività è determinata da una probabilità  P < 0.005 mentre nel secondo da una probabilità 

minore, quale P < 0.001. 

Il valore di C è stato calcolato in un tabella 2 x 2, dove il valore massimo di C non è 1.0 ma 0.707. E’ 

quindi conveniente in questa stima di w, come altri propongono, utilizzare Cadj = 0,409.  

Con esso si ottiene  

448,0
8327,0
1673,0

409,01
409,0

2

2

==
−

=w  

 

 un valore w = 0,448 che, presumibilmente, stima in modo più corretto il contributo di N alla 

significatività del χ2. 

 

 

B - In tabelle di contingenza 2 x 2 è diffuso il coefficiente φ (phi) di Pearson (Pearson’s coefficient 

of mean-square contingency). Con dati continui dicotomizzati, spesso a questo si preferisce la 

correlazione tetracorica (tetrachoric correlation), sviluppata da Karl Pearson nel 1901 e basata 

sull’assunzione che per entrambe le variabili la distribuzione sia continua e normale (vedi l’articolo 

On the correlation of characters not quantitatively measured, pubblicato su Philosophical 

Transactions of the Royal Society, Series A, Vol. 195, pp.1-47). 

Come il precedente indice C, anche il φ è utilizzato fin dalle prime applicazioni del test χ2 e attribuito 

a Pearson, per cui non esistono indicazioni bibliografiche sulla sua prima proposta. Trattazioni ampie 

possono essere trovate nel volume di J. P. Guilford del 1965 Fundamental Statistics  in Psycology 

and Education (4th ed., Mc Graw-Hill Book Company, New York) e in quello di J. L. Fleiss del 1981 

Statistical Methods for Rates and Proportions (2nd ed., John Wiley & Sons, New York).  

In tabelle 2 x 2 può essere calcolato mediante 

4321 nnnn
cbda
⋅⋅⋅
⋅−⋅

=φ  
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Eliminando il quadrato al numeratore, con questa formula il coefficiente φ offre il vantaggio, rispetto a 

C, di indicare anche il segno dell’associazione. 

Dal χ2 (calcolato senza la correzione di Yates, come già ricordato)  e da N  

 il φ può essere ricavato con 

φ  = 
χ 2

N
 

 ma solo in valore assoluto. 

Ad esempio, applicato alla tabella 2 x 2 precedente con N = 200  

 diventa  

3015,0
9950
3000

11090100100
60704030

−=
−

=
⋅⋅⋅
⋅−⋅

=φ  

 oppure 

3015,00909,0
200

18,18
===φ  

 ma perdendo il segno. 

Come sempre, la significatività dell’indice φ è data dal χ2. 

 

Concettualmente  

-  il φ è la media geometrica delle differenze tra le proporzioni del fattore riportato nelle righe e 

quello riportato nelle colonne. 

Ad esempio, riprendendo la tabella  

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

Zona X 15 35 50 

Zona Y 30 20 50 

Totale 45 55 100 

 

 (ma in quella con N = 200 non cambia nulla) 

 

 si può osservare che i laghi con un livello d’inquinamento alto (ma considerando quelli ad 

inquinamento basso si ha lo stesso risultato) 
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-  nella zona X hanno proporzione pX = 15 / 50 = 0,30 

-  nella zona Y hanno proporzione pY = 30 / 50 = 0,60 

 per cui la loro differenza in valore assoluto è d1 = pX – pY = 0,30 – 0,60 = 0,30 

 

Nello stesso tempo, se prendiamo in considerazione l’altra variabile, vediamo che nella zona X (non 

cambia nulla se la differenza è calcolata sulla zona Y)  

-  i laghi ad alto inquinamento sono pA = 30 / 90 = 0,3333 

-  i laghi a basso inquinamento sono pB = 70 / 110 = 0,6364 

 per cui la loro differenza in valore assoluto è d2 = pA – pB = 0,3333 – 0,6364 = 0,3031. 

 

Il φ è 

3015,009093,03031,030,021 ==⋅=⋅= ddφ  

 la media geometrica di queste due differenze. 

 

Un altro aspetto importante, altrettanto semplice da osservare direttamente sui valori ottenuti, è che C 

e φ non coincidono; ma tra essi esiste una stretta correlazione quando il φ è considerato in valore 

assoluto. 

A meno delle approssimazioni introdotte nel calcolo, il valore di φ è identico all’indice w. Con tale 

impostazione, φ può servire per valutare l’effetto della dimensione sulla significatività del χ2, con gli 

stessi criteri del w stimato da C. Sempre secondo la griglia di Cohen, tale effetto è 

-  piccolo (small effect size) se  0.1 < φ ≤ 0.3, 

-  medio (medium effect size) se 0.3 < φ ≤ 0.5 

-  grande (large effect size) se 0.5 < φ. 

 

 

C – In tempi successivi, nel 1946, il coefficiente φ è stato esteso da Harald Cramér a tabelle di 

contingenza di dimensioni r x c (vedi il volume del 1946 intitolato Mathematical Methods of 

Statistics, Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 575 p.). 

E’ indicato con φC; in altri testi come V e detto V di Cramér (Cramer’s V). 

E’ l’indice fondato sul χ2 che è più diffuso nella statistica applicata per le misure di associazione 

nominale, a causa della sua buona approssimazione ai limiti di 0 e +1, quando i totali di riga sono 

uguali a quelli di colonna (r = c) 

E’ calcolato con 

( )1

2

−⋅
=

kNC
χφ  
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 dove 

-  N è il numero totale di osservazioni e  

-  k è il valore minore tra quello di r e quello di c nella tabella di contingenza. 

 

La formula proposta da Cramér è derivata dall’osservazione che in una tabella di contingenza il 

valore massimo che il χ2 può raggiungere (cioè 2
maxχ ) è 

( )12
max −⋅= kNχ  

 

Di conseguenza, il φC è analogo al Cadj ed è il rapporto tra il χ2 calcolato e il suo valore massimo 

possibile in quella tabella di contingenza campionaria, 

 cioè 

2
max

2

χ
χφ =C  

 

In tabelle di contingenza 2 x 2, quindi con k = 2, il  φ di Pearson e il φC di Cramér coincidono: 

 

( )12

22

−⋅
===

NN C
χφχφ  

 

Anche il  φC può essere convertito nell’indice w attraverso 

 la relazione 

1−= kw Cφ  

 

In una tabella di contingenza quadrata (r = c), si ottiene  φC = 1 quando si ha una correlazione perfetta 

tra le due variabili, osservabile direttamente sulla tabella dal fatto che tutte le frequenze sono collocate 

sulla diagonale. 

Il  φC è l’indice di associazione attualmente più utilizzato, a motivo della sua applicabilità a situazioni 

differenti e la facilità di calcolo. Tuttavia anche esso ha dei limiti: 

-  quando non si ha associazione, non è esattamente 0 ma un valore leggermente maggiore; 

-  quando si ha  φC = 1, le due variabili sono perfettamente correlate solamente se la tabella è quadrata; 

-  per stimarne la significatività, la tabella dei dati deve rispettare le condizioni di validità del χ2, cioè 

essere un campione con N abbastanza grande (N > 100 oppure più restrittivamente N > 200) e entro 

ogni casella solo poche frequenze attese (non oltre il 20%) possono essere inferiori a 5;  
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-  non è direttamente paragonabile alle misure di correlazione, quali la r di Pearson, la ρ di Spearman 

e la τ di Kendall. 

 

 

D - Analogo come concetti e per lo stesso uso, in alcune pubblicazioni degli anni scorsi è ricorrente 

anche il coefficiente DT (a volte indicato anche con T) di Tschuprow, statistico di nazionalità russa. 

In origine, ovviamente il suo cognome è scritto in cirillico; Tschuprow è la translitterazione tedesca 

del cognome russo; in italiano alcuni autori traducono con Sciuprov.  

Anche esso è derivato dal χ2 mediante la relazione  

 

DT = 
χ 2

1 1N r c( ) ( )− ⋅ −
 

 dove 

-  c e r sono rispettivamente il numero di colonne e di righe 

-  N il numero di osservazioni. 

Caratteristica di questo indice è che può raggiungere 1 (quindi il valore massimo) qualunque sia il 

numero di righe e di colonne della tabella di contingenza, ma solo per tabelle quadrate. Per questo 

motivo, compare su pochi testi e è quasi totalmente ignorato nei programmi informatici. 

Nella tabella 2 x 2 coincide con il φ di Pearson. 

 

Per questi coefficienti non esistono valori critici, in quanto hanno solo significato descrittivo. 

Sebbene possano essere utilizzate per confrontare l’intensità dell’associazione in tabelle diverse,  tutte 

queste misure basate sul χ2 sono di facile interpretazione solo quando il valore è prossimo a 0, cioè 

esiste indipendenza  tra le due variabili e non si ha associazione tra esse. 

 

ESEMPIO (SUL φC DI CRAMER)   Nei laghi, la quantità di fosforo è il fattore di norma più 

importante nel fenomeno della eutrofizzazione. In funzione della sua concentrazione, un lago è 

classificato in una delle seguenti 5 categorie: ultraoligotrofo, oligotrofo, mesotrofo, eutrofo, 

ipereutrofo.  

La stessa definizione può essere data sulla base della quantità di clorofilla o della trasparenza 

dell'acqua (che dipendono direttamente dalla quantità di biomassa), dalla quantità di azoto, dalla 

presenza di gruppi caratteristici, dalla frequenza di fioriture algali, dalla distribuzione verticale della 

biomassa planctonica, dal numero e dal tipo di specie contemporaneamente presenti od assenti. 
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Per verificare il grado di associazione tra due variabili qualitative, per 66 laghi è stato contato il 

numero in cui i fattori A e B (che possono essere due specie o due altri qualsiasi fattori qualitativi) che 

sono presenti(+) od assenti (-) in modo congiunto. 

 

 

 FATTORE 
LAGO A B 

1 A+ B+ 
2 A+ B+ 
3 A- B- 
4 A+ B- 
5 A+ B+ 
6 A- B+ 
--- --- --- 
65 A+ B+ 
66 A- B- 

 

 

Il lungo elenco è stato riassunto in una tabella 2 x 2, differente da quella del χ2 ed analoga a quella 

di McNemar: 

 

 

A   

+ - Tot 

B + 36 5 41 

 - 9 16 25 

 Tot 45 21 66 

 

 

Essa evidenzia che in 36 laghi i due fattori sono presenti contemporaneamente, in 5 è presente il 

fattore B ma assente il fattore A, in 9 è presente il solo fattore A ed assente il B, mentre in 16 laghi 

sono assenti contemporaneamente sia A che B.  

Per valutare il grado di associazione tra le due variabili e stimare la significatività, dapprima si calcola 

il valore del  χ2 , che in questo caso ha 1 gdl. Apportando la correzione per campioni con meno di 100 

osservazioni si ottiene 
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( ) ( )
χ 2

2 236 16 5 9 33 66
41 25 45 21

531 33 66
968825

248004 66
968825

=
⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ ⋅ ⋅
=

− ⋅
=

⋅
= 16,898  

 

 un valore  del χ2 = 16,898 con 1 df. 

Successivamente, si deve valutare la significatività dell’associazione.  

Il valore del χ2 è nettamente superiore a quello tabulato anche alla probabilità α = 0.001 (uguale a 

10,83); pertanto si rifiuta l'ipotesi nulla.  

E' dimostrata una elevatissima significatività dell'associazione tra queste 2 variabili qualitative: fattore 

A e fattore B tendono ad essere presenti od assenti in modo congiunto. 

 

Al fine di permettere il confronto tra questo risultato e quello ottenuto con matrici di dimensioni 

differenti e/o con un  numero di osservazioni diverso, si può calcolare  

- l’indice  φC di Cramér 

( ) 0,51256,0
1266

898,16
==

−⋅
=Cφ  

 che risulta  φC = 0,51. 

 La sua significatività è quella del χ2  con 1 gdl, come precedentemente stimato. 

 

Ma per calcolare l’associazione, il valore dell’indice  φC e degli altri deve essere stimato senza il 

termine di correzione.  

Di conseguenza, il valore del χ2  

 sarebbe stato 

( )
χ 2

2 236 16 5 9 66
41 25 45 21

531 66
968625

281961 66
968625

=
⋅ − ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

=
⋅

=
⋅

= 19,212 

 

 uguale a 19,212  

 ed il corrispondente  φC di Cramér  

 sarebbe risultato 

( ) 0,5395291,0
1266

212,19 ==
−⋅

=φ  

  φC =  0,5395.  
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20.5.   ALTRI INDICI DI ASSOCIAZIONE PER VARIABILI DICOTOMICHE O TABELLE 2 

x 2: Q E Y DI YULE, Dsim.  E  Dxy DI SOMERS; CENNI SUL τb.DI KENDALL. 

Come già illustrato nel capitolo dedicato al chi quadrato, un metodo generalmente valido in tabelle di 

qualsiasi dimensione, per valutare il tipo di associazione in ogni casella, è il confronto tra la 

frequenza osservata e quella attesa, sulla base della nota relazione: 

generaletotale

colonnaditotalexrigaditotaleattesafreq =.  

 

Se la frequenza osservata è 

1) maggiore di quella attesa, l’associazione è positiva 

2) minore di quella attesa, l’associazione è negativa. 

La scuola francese definisce la prima  attrazione e la seconda repulsione.  

Con la formula generale del χ2 (applicata a una singola casella, quindi senza la sommatoria) 

 

( )
..

... 2
2

AttFreq
AttFreqOssFreq −

=χ  

 

 si stima poi il contributo di ogni casella al  χ2 totale della tabella. 

 

Per valutare l’associazione in tabelle 2 x 2, quindi fra due dicotomie, sono stati proposti molti 

coefficienti. Una classificazione, riportata in vari testi e limitata a  quelli di uso più comune e più 

diffusi nei programmi informatici, li distingue in  

-   coefficienti bidirezionali, 

-   coefficienti unidirezionali 

 anche se vari coefficienti, presentati come uni-direzionali e ritenuti tali da molti autori di testi di 

statistica, per altri non lo sono affatto. 

 

I coefficienti bidirezionali sono fondati sul cosiddetto prodotto incrociato (cross-product)  

prodotto incrociato = ad - bc 

-  che può avere valore positivo, negativo o nullo,  

-  in corrispondenza di una associazione positiva, negativa od inesistente.  

I vari indici proposti differiscono nel modo di normalizzare il prodotto incrociato, attraverso il 

denominatore della frazione, come sarà possibile verificare con un confronto complessivo, dopo la 

presentazione di ognuno di essi. 
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Udny Yule nel 1900 (con l’articolo On the association of the attributes in statistics: with illustrations 

from the material of the childhood society, pubblicato sulla rivista Philosophical Transactions of 

the Royal Society, Series A, 194, pp. 257-319) per tabelle 2 x 2  ha proposto il coefficiente di 

associazione Q (Yule’s Q) 

Q = 
bcad
bcad

+
−

 

 

 (chiamandolo Q, in onore dello statistico belga Quetelet) 

In passato, probabilmente è stata la misura di associazione più utilizzata. Ma, come evidenzia il 

confronto con la formula del φ, il coefficiente di associazione Q ha il limite di avvalersi di meno 

informazioni dell’indice phi, che pertanto risulta più completo e lo ha sostituito. Il Q può essere visto 

come un caso speciale del gamma di Goodman e Kruskal, benché possa essere utilizzato per tabelle 

con variabili sia qualitative sia ordinali, mentre il gamma solamente con tabelle di contingenza 

ordinali. 

 

Quando N è sufficientemente grande, la distribuzione di Q è normale,  

 con varianza 2
Qσ  data da 

2
Qσ  = ( ) 






 +++⋅−⋅

dcba
Q 11111

4
1 22  

 

Il valore di Q può variare tra 

-    –1,  che indica un’associazione completa negativa e 

-    +1  che indica un’associazione completa positiva; 

-    con  0  che indica assenza di associazione o presenza di indipendenza totale. 

 

La misura della varianza ( 2
Qσ ) permette l’inferenza sul valore di Q, ricorrendo all’intervallo di 

confidenza con la distribuzione Z, alla probabilità α prescelta.  

 Nel caso di grandi campioni: 

Intervallo fiduciale di Q = Q ± Zα σQ
2  

 

In un test bilaterale (H0: Q = 0  contro  H1: Q ≠ 0) si può rifiutare l’ipotesi nulla, se il valore di 

confronto (di norma 0 quando si intende valutare se il valore di Q è significativo) è escluso 

dall’intervallo stimato. 
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Come nei casi precedenti, l’ipotesi di indipendenza o associazione tra due variabili può essere testata 

attraverso il 2
)1(χ o il test G2.  

Utilizzando anche questo ultimo metodo, può avvenire che  

-  il test con l’intervallo fiduciale di Q e il test 2
)1(χ  diano risposte differenti, 

-  poiché la misura dell’associazione è calcolata in modi differenti.  

 

Come riportano vari testi, in caso di risposte contrastanti la teoria statistica suggerisce di dare 

maggiore credito al test  2
)1(χ . 

E’ una scelta generale, da applicare in tutti i casi di test sulla significatività per indici fondati sul 

χ2. 

 

Sempre in grandi campioni, la verifica della significatività del Q di Yule cioè la verifica dell’ipotesi 

nulla H0: Q = 0, ma in questo caso sia in test bilaterali che unilaterali può essere ottenuta con la 

distribuzione normale Z 

 

( ) 





 +++⋅−⋅

=

dcba
Q

QZ
11111

4
1 22

 

 

Come risulta dalle tabelle, 

 se il test è bilaterale, il valore critico  

- alla probabilità α = 0.05 è Z = 1,96 

- alla probabilità α = 0.01 è Z = 2,58; 

se il test è unilaterale, il valore critico  

- alla probabilità α = 0.05 è Z = 1,645 

- alla probabilità α = 0.01 è Z = 2,33. 

 

 

ESEMPIO 1. I coefficienti bidirezionali servono quando si vuole analizzare la reciproca influenza tra 

le due variabili categoriali, in modo analogo a quanto avviene nella correlazione per due variabili 

ordinali o misurate su una scala almeno ad intervalli.  

Coefficienti bidirezionali possono servire per valutare l’associazione della presenza o assenza di una 

specie animale rispetto ad un'altra, quando tra esse non esiste predazione o simbiosi, 

 come nella tabella: 
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Specie A   

Presenza Assenza Totale 

Presenza 32 48 80 Specie 

B Assenza 13 57 70 

 Totale 45 105 150 

 

 

Calcolare l’indice Q e verificare se esiste una associazione significativa mediante l’intervallo di 

confidenza. 

 

Risposta.  Per verificare se esiste una differenza significativa nella frequenza della presenza della 

specie A e della specie B si ottiene un valore del chi quadrato, con 1 gdl, uguale a 8,163.  

Poiché la tavola sinottica riporta  

-   alla probabilità α = 0.05 il valore critico χ2(1) = 3,84 

-   alla probabilità α = 0.01 il valore critico χ2(1) = 6,64 

 si rifiuta l’ipotesi nulla ed implicitamente si è accetta l’ipotesi alternativa.  

 

Il valore dell’indice Q, stima dell’associazione tra presenza della specie A e della specie B, è 

 

Q = 49,0
2448
1200

6241824
6241824

13485732
13485732

==
+
−

=
⋅+⋅
⋅−⋅

 

 uguale a 0,49. 

La sua varianza 2
Qσ  è 

2
Qσ  = ( ) 






 +++⋅−⋅

57
1

13
1

48
1

32
149,01

4
1 22  

 
2
Qσ  = ( ) 021,01457,05774,025,00175,00769,00200,00313,07599,025,0 2 =⋅⋅=+++⋅⋅  

 uguale a 0,021 

Poiché il campione può essere considerato di grandi dimensioni (anche se vari autori pongono questo 

limite per N ≥ 200), è ritenuto corretto utilizzare anche la distribuzione normale, nel quale per un test 

bilaterale 

-   alla probabilità α = 0.05 il valore critico è 1,96 
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-   alla probabilità α = 0.01 il valore critico è 2,58. 

 

Calcolando l’intervallo di confidenza  

- alla probabilità  α = 0.05 

Intervallo di confidenza di Q = 0,49 ± 1,96 284,049,0021,0 ±=  

 l’intervallo di confidenza di Q è compreso tra 0,206 e 0,774 

 

- alla probabilità α = 0.01 

Intervallo di confidenza di Q = 0,49 ± 2,58 374,049,0021,0 ±=  

 l’intervallo di confidenza di Q è compreso tra 0,116 e 0,864. 

 

 

ESEMPIO 2. Dalla tabella di contingenza; già ripetutamente utilizzata in questo capitolo, 

 

 

Inquinamento   

Alto Basso Totale 

A 30 70 100 Zona 

B 60 40 100 

 Totale 90 110 200 

 

 

 calcolare il valore di Q e testare la sua significatività. 

Risposta. Il valore di Q risulta 

556,0
5400
3000

60704030
60704030

−=
−

=
⋅+⋅
⋅−⋅

=
+
−

=
bcad
bcadQ  

 

 uguale a –0,556.  Nel paragrafo precedente il φ di Pearson risultava 0,3015, quasi la metà.  

La sua significatività, cioè la verifica dell’ipotesi H0: Q = 0, 
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( ) ( )
42,5

0105,0
556,0

40
1

60
1

70
1

30
156,01

4
1

556,0
11111

4
1 2222

−=
−

=







 +++⋅−⋅

−
=







 +++⋅−⋅

=

dcba
Q

QZ

 

 determina un valore Z = -5,42 

Poiché il valore ottenuto è molto maggiore di quello per la probabilità α = 0.01 sia per un test 

bilaterale che per un test unilaterale si rifiuta comunque l’ipotesi nulla: esiste una associazione molto 

significativa. 

 

 

Sempre Udny Yule nel 1912 (con l’articolo On the methods of measuring association for ordinal 

variables, pubblicato da Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 75, pp. 579-642) ha proposto 

un secondo indice di associazione Y, attualmente di uso meno comune,  

 ottenuto da  

bcad
bcadY

+
−

=  

Con i dati dell’esempio 1 precedente, 

 

262,0
69,67
73,17

98,2471,42
98,2471,42

13485732
13485732

==
+
−

=
⋅+⋅
⋅−⋅

=Y  

 risulta Y = 0,262. 

 

Un altro indice è il Dsim di Robert Somers indicato spesso anche con il simbolo greco ∆ (delta 

maiuscolo). Somers ha proposto anche un D asimmetrico, nettamente differente da questo. Inoltre ha 

proposto un D uni-direzionale e un D bidirezionale, questo ultimo utilizzabile per variabili ordinali 

(vedi di R. H. Somers del 1962 A new asymmetric measure of association for ordinal variables, su 

American Sociological Review, Vol. 27, pp. 799-811), ma non per variabili qualitative o 

dicotomiche.  

Il D simmetrico (Dsim)è  

Dsim = 
( ) ( )

( ) ( )
ad bc

ad bc
a d b c
−

+ +
+ ⋅ +

2

 

 

Sempre con i dati dello stesso esempio,  
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Dsim.=
( ) ( ) ( ) ( )

2
1348573213485732

13485732
+⋅+

+⋅+⋅

⋅−⋅
 

 

Dsim.= 232,0
5,5162

1200
5,27146241824

1200

2
61896241824

6241824
==

++
=

⋅
++

−
 

 

 risulta Dsim = 0,232. 

 

Un altro indice di associazione, ancora fondato sul prodotto incrociato, applicato spesso a tabelle 2 x 

2, ma non limitato a esse, è il coefficiente τb di Kendall (Kendall’s tau-b) 

In tabelle 2 x 2 è ricavato da  

( )
2

4
N

bcad
b

−⋅
=τ  

Con i dati dell’esempio ripetutamente utilizzato, 

 

( ) 213,0
22500
4800

150
134857324

2 ==
⋅−⋅⋅

=bτ  

 risulta  τb = 0,213. 

Anche τb ha una distribuzione campionaria nota, la cui varianza è stata fornita da Albert M. Liebetrau 

nel 1983, insieme con quella di diverse altre misure di associazione, nel volume Measures of 

association (Newbury Park, CA: Sage Publications. Quantitative Applications in the Social Sciences 

Series No. 32). Dalla varianza del τb con la radice quadrata è possibile ricavare il suo errore standard 

(non la deviazione standard, ricordando che tutti gli indici di associazione sono calcolati su un 

campione di dati tabellari e sono delle medie) e quindi derivare il test di significatività. 

Il τb richiede dati binari o ordinali e è un coefficiente non direzionale o bidirezionale, analogo al D 

asimmetrico di Somers. 

 

Per un confronto empirico, senza entrare nella discussione sulle caratteristiche di ogni indice, è 

semplice osservare che con 

-   Q = 0,490 

-   Y = 0,262 

-   Dsim. = 0,232 

-   τb = 0,213 

 i valori di associazione stimati sulla stessa tabella 2 x 2 sono tra loro simili, eccetto il Q di Yule. 
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I coefficienti unidirezionali servono per rilevare l’influenza di una variabile sull’altra. In questo 

caso, è importante anche la collocazione delle variabili nelle righe e nelle colonne, per non invertire la 

direzione. La tabella, per analogia alla regressione lineare, viene costruita mettendo  

-   la variabile indipendente sulle righe e quindi  

-   la variabile dipendente sulle colonne.  

 

Nella ricerca ambientale e epidemiologica, è il caso in cui si vuole analizzare l’associazione tra livello 

d’inquinamento e frequenze di malattie polmonari: l’alto inquinamento della zona può essere visto 

come la causa delle malattie polmonari (per un successivo confronto tra i risultati, sono stati utilizzati 

gli stessi dati della tabella precedente): 

 

 

 Persone  con 
malattie  

Persone senza 
malattie 

 
Totale 

Zona ad alto inq. 32    a 48    b 80    n1 

Zona a basso inq. 13    c 57    d 70    n2 

Totale 45    n3 105    n4 150    N 

 

 

 Tra i coefficienti uni-direzionali, è utile ricordare il D asimmetrico, indicato con Dxy anch’esso 

attribuito a R. H. Somers (con l’articolo del 1962, A new asymmetric measure of association for 

ordinal variables, pubblicato su American Sociological Review Vol. 27, n.6, pp.700-811), benché 

alcuni autori ritengano che la prima proposta sia da attribuire all’americano Pierce nel 1884.  

Esso normalizza per i due totali di riga n1 (a + b) e n2 (c + d) mediante  

 la formula 

Dxy = ( ) ( )dcba
bcad
+⋅+

−
 

 

Si può osservare che il D asimmetrico (Dxy) non assomiglia al D simmetrico (Dsim). 

Con i dati dell’esempio, 

Dxy = ( ) ( ) 214,0
5600
1200

7080
6241824

57134832
13485732

==
⋅
−

=
+⋅+
⋅−⋅

 

 risulta Dxy = 0,214. 
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Per scegliere tra Q, Dsim, τb il coefficiente bidirezionale che meglio si adatta a descrivere 

l’associazione tra due variabili e valutare le distorsioni Dxy nelle varie situazioni, è conveniente 

ricordare che: 

-   quando entrambe le coppie di totali marginali (n1 = n2, n3 = n4) sono equilibrate, tutti e cinque gli 

indici forniscono stime corrette; 

-   quando una variabile è equilibrata e l’altra meno, come nel caso dell’esempio (con 80 e 70 quasi 

simili, mentre 105 e 45 differiscono sensibilmente) Q fornisce una sovrastima; 

-   la Q di Yule è preferibile a tutte le altre misure, se una diagonale è semivuota; 

-   la τb fornisce le risposte più accettabili, quando tre celle sono semivuote; in termini più tecnici, in 

caso di associazione d’angolo; 

-   la Dxy è sicuramente inaffidabile, se le celle vuote o semivuote sono una oppure tre. 

Emerge con chiarezza, come già evidenziato anche nei paragrafi precedenti, che non esiste un solo 

coefficiente dicotomico affidabile in tutti i casi. 

 

 

20.6.   ASSOCIAZIONE PER VARIABILI CATEGORIALI IN TABELLE r x c: LA PRE,  IL λ 

SIMMETRICO ED ASIMMETRICO DI GOODMAN E KRUSKAL, CENNI SU LA UC 

O U DI THEIL 

Le tabelle r x c sono costruite per tre grandi tipi di variabili: nominali, ordinali e intervallari: 

-  nel primo caso, cioè con variabili nominali, si parla di associazione (gli indici sono presentati in 

questo paragrafo);   

-  nel secondo caso, cioè con variabili di tipo ordinale, si parla di cograduazione (gli indici verranno 

presentati nel paragrafo successivo);  

-  nell’ultimo caso, quando le variabili sono misurate su una scala ad intervalli o di rapporti, la 

relazione tra le due variabili è chiamata correlazione (gli indici sono già stati presentati sia nella 

forma parametrica sia in quella non parametrica). 

 

I risultati ottenuti con i metodi precedenti, tutti fondati sul χ2, restano difficili da interpretare, anche 

dopo le trasformazioni proposte, cioè mediante indici che tengono in considerazione la numerosità del 

campione e le dimensioni della tabella. In particolare quando i valori sono distanti da zero e quindi 

non si ha indipendenza tra le due variabili qualitative, non è chiaro il tipo di associazione. Per renderlo 

più evidente, nel 1954 Leo A. Goodman e E. H. Kruskal hanno introdotto il concetto di Riduzione 

Proporzionale nell’Errore, abbreviato in PRE da Proportionate Reduction in Error (vedi l’articolo 

Measures of association for cross classification pubblicato su Journal of the American Statistical 

Association Vol. 49, pp. 732 – 764). Hanno poi approfondito questi concetti e sviluppato i metodi, 



 45

presentando con altre misure anche varie forme dell’indice λ (lambda) in 3 articoli successivi, dallo 

stesso titolo e sulla stessa rivista: 

-   nel 1959 l’articolo II, su Vol. 54, pp.123-163;  

-   nel 1963 l’articolo III, su Vol. 58, pp. 310-364; 

-   nel 1972 l’articolo IV, su Vol. 67, pp. 415-421. 

 

Nella previsione delle frequenze con cui compare una variabile nominale o categoriale, è possibile 

utilizzare la sola conoscenza di quella variabile, ma anche quella delle altre: la PRE è data dal 

rapporto fra le due misure dell’errore. 

Si supponga di avere una tavola di contingenza 3 x 3 

 

 

Specie prevalente Livello 

d’inquinamento A B C 

Totale 

di riga 

 
ALTO 

26 
0,181 

8 
0,056 

0 
0,000 

34 
0,237 

 
MEDIO 

10 
0,069 

30 
0,208 

17 
0,118 

57 
0,395 

 
BASSO 

0 
0,000 

6 
0,042 

47 
0,326 

53 
0,368 

 
Totale di colonna 

36 
0,250 

44 
0,306 

64 
0,444 

144 
1,000 

 

 

 nella quale è stato riportato quante volte in 144 laghi di una regione, classificati secondo il livello 

d’inquinamento (alto in 34 laghi, medio in 57 e basso in 53), sono state trovate come prevalenti le tre 

specie: A (36 volte), B (44) e C (64). Si supponga che la classificazione delle 3 specie, tra loro molto 

simili, non sia semplice; inoltre che conoscere in quale ambiente vivono, cioè il livello di 

inquinamento del lago, possa essere una buona indicazione per una classificazione corretta della 

specie. 

(In grassetto è riportato quante volte sono state trovate come prevalenti le 3 specie in laghi a differente 

livello d’inquinamento; in corsivo, è riportata la proporzione relativa.)  

 

La specie che risulta prevalente, cioè quella con la frequenza maggiore o la categoria modale tra le 

specie, è la C con 64 presenze su 144 casi, pari ad una frequenza relativa di 0,444. 
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La stima della probabilità di una classificazione non corretta P1 delle specie prevalenti (cioè 

dell’errore che è possibile commettere), utilizzando solo le informazioni sulla loro morfologia, è 1 

meno la probabilità della categoria modale: 

P1  =  1 - 0,444  =  0,556 

 

Poiché ognuna delle tre  specie risulta prevalente in un ambiente diverso, per ridurre l’errore e 

migliorare la classificazione delle specie è possibile utilizzare anche l’informazione sul livello 

d’inquinamento. 

Per ogni gruppo di laghi, classificato sulla base del livello d’inquinamento, dai dati campionari è 

possibile ricavare quale specie abbia frequenza maggiore: 

-   in laghi con inquinamento alto è prevalente la specie A,  

-   in laghi con inquinamento medio è prevalente la specie B,  

-   in quelli con inquinamento basso è prevalente la specie C.  

La probabilità di errore nella classificazione delle specie prevalenti, quando viene usato anche il 

livello d’inquinamento del lago, è data  

-  dalla somma delle probabilità di tutte le celle sulla stessa riga e colonna della cella in 

questione, 

-  esclusa la probabilità relativa alla cella stessa: nella tabella 3 x 3 dell’esempio, è data dalla 

somma delle 4 frequenze relative 

P2  =  0,056 + 0,069 + 0,118 + 0,042  =  0,285 

 ottenendo P2 = 0,285. 

Utilizzando anche l’informazione derivante dalla classificazione del livello d’inquinamento, la 

probabilità d’errore nella classificazione della specie diminuisce da P1 = 0,556   a   P2 = 0,285. 

 

Il lambda (λ) di Goodman e Kruskal (Goodman-Kruskal lambda) è una misura PRE: valuta la 

riduzione proporzionale nell’errore, sulla base della relazione 

λ  =  
P P

P
1 2

1

−
 

Con i dati dell’esempio, 

λ  = 
0 556 0 285

0 556
, ,

,
−

 = 0,487 

 si ottiene λ = 0,487. 

Esso significa che nella classificazione della specie prevalente, quando si utilizza anche l’informazione 

derivante dal livello d’inquinamento, si ha una riduzione dell’errore pari al 48,7%. 
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Una formula abbreviata, che evita la lunga procedura per ottenere P1 e P2, ma che ovviamente 

mantiene gli stessi concetti, è 

λ = 
max

1
maxmax

CN

Cf
k

j

−

−∑
=  

 dove  

-   fmax   è la frequenza maggiore in ogni RIGA,  

-   Cmax  è il totale per COLONNA maggiore, 

-   N      è il totale generale. 

 

Con i dati dell’esempio, 

λ = 
( )26 30 47 64

144 64
39
80

+ + −
−

=  = 0,4875 

 

 si ottiene λ = 0,4875 (senza gli arrotondamenti prima necessari, con la formula estesa)- 

 

Il valore di λ varia sempre da 0 a 1.  

Il valore 0, che si ottiene quando le frequenze entro ogni casella sono distribuite a caso (calcolabili 

attraverso il prodotto dei totali di riga e di colonna diviso il totale generale), indica che la variabile 

indipendente non aggiunge informazioni nella previsione della variabile dipendente e che pertanto non 

può essere utile nella sua classificazione.  

Un valore uguale a 1 indica che esiste corrispondenza perfetta e quindi che la variabile dipendente è 

classificata correttamente anche dalla variabile indipendente (le specie A, B e C sono rispettivamente 

presenti sempre e soltanto in laghi con inquinamento alto, basso e medio). 

Come già espresso in altre occasioni, non esiste corrispondenza biunivoca tra il valore 0 del lambda e 

l’associazione tra le due variabili: quando le due variabili sono indipendenti lambda è uguale a 0; ma 

quando lambda risulta uguale a 0 non sempre si ha indipendenza statistica.  

L’indice lambda deve essere usato solo in condizioni particolari di analisi dell’associazione: 

quando i valori di una variabile qualitativa sono utilizzati per prevedere quelli dell’altra 

variabile (anche se, come nell’esempio, una variabile è qualitativa e l’altra è di rango).  

 

Come è stato proposto il livello d’inquinamento di un lago per predire la presenza della specie 

prevalente, nello stesso modo è possibile utilizzare la presenza della specie prevalente per indicare il 

livello d’inquinamento. E’ quindi possibile calcolare un altro valore di lambda, scambiando le 

righe con le colonne, cioè il previsore con la variabile predetta. Salvo casi fortuiti, di norma i 



 48

diversi approcci danno risultati differenti. Il lambda presentato è asimmetrico; è quindi importante 

scegliere la variabile dipendente adatta. 

 

In vari casi, come nell’esempio, non è possibile o semplice distinguere tra variabile dipendente ed 

indipendente. Viene quindi utilizzato un lambda simmetrico, in cui le variabili di riga e di colonna 

hanno le stesse frequenze. 

 

Per spiegare questi concetti con una serie di esempi dettagliati, vengono riportati quelli già utilizzati da 

Graham J. G. Upton nel suo testo del 1978 The Analysis of Cross-tabuled Data (John Wiley & Sons, 

Chichester – New York, 1978, reprinted April 1980, da pag. 30 a 32).  

 

Data una tabella r x c, con le variabili qualitative A e B, come quella riportata, 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8 16 5 13 42 

A3 11 7 3 4 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

- λb stima la diminuzione relativa della probabilità d’errore nell’indovinare la categoria B, 

utilizzando anche la classificazione di A invece del solo totale marginale di B. 

 

I dati che servono (indicati con l’asterisco e in grassetto nella tabella successiva) sono  

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20* 53 

A2 8 16* 5 13 42 

A3 11* 7 3 4 25 

Totale 29 28 26 37* 120* 
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-  i valori maggiori in ognuna delle 3 righe A (A1 = 20;   A2 = 16;   A3 = 11), 

-  il totale maggiore fra le 4 colonne B (37),  

-  il totale generale (120). 

 

Da essi si ricava λb 

λb = 
( ) 120,0

83
10

37120
37111620

==
−

−++
 

  e si ottiene λb = 0,120. 

 

Invertendo i concetti sulla previsione di A, i dati che servono per stimare λa (indicati con l’asterisco e 

in grassetto nella tabella successiva) sono  

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18* 20* 53* 

A2 8 16* 5 13 42 

A3 11* 7 3 4 25 

Totale 29 28 26 37 120* 

 

 

-   i valori maggiori in ognuna delle 4 colonne B (B1= 11;   B2 = 16;   B3 = 18;   B4 = 20), 

-   il totale maggiore fra le 3 righe A (53),  

-   il totale generale (120). 

 

Da essi si ricava λa 

λa = 
( ) 179,0

67
12

53120
5320181611

==
−

−+++
 

  e si ottiene λa = 0,179. 

Da λa  e   λb  mediante  

λ = 15,0
150
22

8367
1012

==
+
+

 

 si ricava λ = 0,15 un valore compreso tra λa  e   λb. 
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Goodman e Kruskal hanno proposto anche altri metodi, come il τ (tau), che per calcolare le 

probabilità d’errore utilizzano una informazione differente: i totali di riga o di colonna. Questo 

metodo richiede calcoli più lunghi, nei quali è più facile commettere errori. Di conseguenza, esso non 

è presentato in modo dettagliato, ma illustrato solamente nei suoi concetti generali. 

Quando i dati sono distribuiti in modo indipendente, anche il valore di tau è pari a 0.  

Per verificare se il valore ottenuto di λ o di τ è significativo, si deve ricorrere ad una distribuzione 

campionaria complessa, che è approssimativamente normale quando N è relativamente grande. Ma, 

appunto perché asintoticamente normale, la distribuzione campionaria può esser stimata; quindi 

diventa possibile calcolare il suo errore standard e la sua significatività del valore campionario di λ 

e di τ rispetto a quello espresso nell’ipotesi nulla. Data la complessità del calcolo, queste analisi sono 

possibili solamente attraverso programmi informatici. 

Per verificare la significatività di un valore λ e un valore τ sperimentali con calcoli semplici, 

manualmente fattibili, è  conveniente utilizzare il valore del χ2, ottenuto dalla matrice originaria di 

dimensioni r x c , che ovviamente ha gdl pari a (r-1) x (c-1). 

 

Sulla base di concetti analoghi a quelli del λ, nel 1972 H. Theil ha proposto un coefficiente di 

incertezza UC o U (Uncertainty Coefficient, UC or Theil’s U) nel volume Statistical decomposition 

analysis (Amsterdam, North Holland). E’ chiamato anche coefficiente di entropia (entropy 

coefficient) e come molti degli indici precedenti ha la proprietà di variare da 0 e 1. La sua originalità 

consiste nel fatto che  utilizza la teoria dell’informazione per interpretare la PRE, la riduzione 

proporzionale dell’errore.  

L’indice UC di Theil è la percentuale dell’errore nella varianza della variabile dipendente, dove la 

varianza è definita in termini di entropia. Quando UC = 0, la variabile indipendente o predittiva non 

fornisce alcun contributo alla stima della variabile dipendente.  

E’ una misura asimmetrica.  

Per motivi storici, contrariamente alla norma seguita nelle scienze sociali, colloca la variabile 

dipendente nelle righe. Tuttavia molti programmi informatici, per standardizzare l’input dei dati, 

seguono la prassi di collocare sulle righe la variabile indipendente e sulle colonne quella dipendente. 

E’ simile alla λ, come misura di associazione in variabili nominali; ma se ne differenzia, poiché tiene 

in considerazione tutta la distribuzione, mentre la λ utilizza solamente quella modale. 

La  UC o U di Theil ha una distribuzione di campionamento nota, per cui è possibile sia calcolare 

l’errore standard sia effettuare test sulla significatività del valore stimato su dati campionari. 
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20.7.  COGRADUAZIONE PER VARIABILI ORDINALI IN TABELLE r x c:  IL γ di 

GOODMAN E KRUSKALL, IL τc.DI KENDALL-STUART, IL dba E dab DI SOMERS. 

In una tabella r x c, in cui le due variabili siano di tipo ordinale, l’associazione viene chiamata con 

il nome specifico di cograduazione. Pure in questo caso, il punto di riferimento sono le due diagonali; 

ma in modo più complesso, poiché sono prese in considerazione anche le altre caselle. 

Quando la tabella r x c è impostata con le stesse modalità di quella successiva 

 

 

VARIABILE 1  

Valore Basso Valore  Alto 

Valore Basso a  b  VARIABILE  

2 Valore Alto c  d  

 

 

-  la diagonale dai valori bassi verso quelli alti (a – d) è chiamata diagonale della cograduazione, 

-  la diagonale opposta (c – d) è chiamata diagonale della contro-graduazione. 

 

L’indice di cograduazione più diffuso è il γ (presentato anche con il simbolo G) di Goodman e 

Kruskal presentato nell’articolo del 1954 e  nei 3 successivi, già citati.  

Ha una formula analoga al coefficiente bidirezionale Q di Yule  

 per tabelle 2 x 2  

Q =  
bcad
bcad

+
−

 

Estesa a una tabella r x c diventa 

γ  =  
DS
DS

+
−

 

 

In letteratura il γ di Goodman e Kruskal è presentato come una misura di correlazione/associazione, 

in rapporto al fatto che le variabili siano di tipo ordinale (correlazione) oppure nominale 

(associazione). 

Il significato di questo indice, che può essere compreso interpretando la formula per il calcolo, trova la 

difficoltà maggiore nel capire come sono ottenuti S e D.  
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Più della definizione  

-  S = somma delle coppie cograduate, partendo dal valore in alto a sinistra: numero totale di 

coppie di osservazioni in cui si abbiano sia i>i’ e j>j’ oppure entrambi i<i’ e j<j’ 

-  D = somma delle coppie cograduate, partendo dal valore in alto a destra: numero totale di 

coppie di osservazioni in cui si abbiano sia i>i’ e j<j’ oppure entrambi i<i’ e j>j’ 

 è utile un esempio.  

 

A partire dalla tabella 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8 16 5 13 42 

A3 11 7 3 4 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

 in cui, A e B in questo caso devono essere due variabili ordinali, ranghizzate (ordinate per rango) in 

modo crescente, il valore di S è determinato dalla somma di più prodotti Si. 

Nel caso specifico della tabella i valori Si sono sei, ottenuti come indicato di seguito 

 

1)  S1 = 10 (16 + 5 + 13 + 7 + 3 + 4 ) = 10 (48) = 480 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10* 5 18 20 53 

A2 8 16* 5* 13* 42 

A3 11 7* 3* 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 
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2)  S2 = 5 (5 + 13 + 3 + 4) = 5 (25) = 125 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5* 18 20 53 

A2 8 16 5* 13* 42 

A3 11 7 3* 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

3)  S3 = 18 (13 + 4) = 18 (17) = 306 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18* 20 53 

A2 8 16 5 13* 42 

A3 11 7 3 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

4)  S4 = 8 (7 + 3 + 4) = 8 (14) = 112 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8* 16 5 13 42 

A3 11 7* 3* 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 
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5)  S5 = 16 (3 + 4) = 16 (7) = 112 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8 16* 5 13 42 

A3 11 7 3* 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

6)  S6 = 5 (4) = 20 

 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8 16 5* 13 42 

A3 11 7 3 4* 25 

Totale 29 28 26 37 120 

 

 

S = ∑ iS  = 480 + 125 + 306 + 112 + 112 + 20 = 1155  

 

In modo esattamente simmetrico, il valore di D è ottenuto a partire dal valore in alto a destra 

 

1) D1 = 20 (8 + 16 +5 + 11 + 7 + 3) = 20 (50) = 1000 

2) D2 = 18 (8 + 16 + 11 + 7) = 18 (42) = 756 

3) D3 = 5 (8 + 11) = 5 (19) = 95 

4) D4 = 13 (11 + 7 + 3) = 13 (21) = 273 

5) D5 = 5 (11 + 7) = 5 (18) = 90 

6) D6 = 16 (11) = 176 

D = ∑ iD = 1000 + 756 + 95 + 273 + 90 + 176 = 2390  
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Da S e D si ricava γ, indicato spesso con G quando ricavato da dati campionari, 

DS
DSG

+
−

=  

 

Con l’esempio 

G  =  
1155 2390
1155 2390

1235
3545

0 348
−
+

=
−

= − ,  

 si ricava G = - 0,348.  

Il segno negativo sta ad indicare che a valori bassi di A sono associati valori alti di B, come evidenzia 

la tabella dei dati. 

 

Il valore di G dovrebbe essere calcolato su campioni con un numero totale di conteggi (N) grande. E’ 

quanto avviene normalmente, poiché G è calcolato in tabelle di grandi dimensioni. 

 

Per la significatività di G, appunto perché stimato in grandi campioni, si ricorre alla distribuzione 

normale Z: 

- per verificare l’ipotesi nulla  

H0: γ = 0 

 contro un’ipotesi alternativa che può essere bilaterale 

H1: γ ≠ 0 

 quando serve un indice nondirezionale (detto anche bidirezionale), 

 

- oppure contro un’ipotesi alternativa unilaterale che può essere 

H1: γ > 0     oppure     H1: γ < 0 

 quando si è stimato un indice direzionale, il cui segno (positivo oppure negativo) assume un 

significato preciso nella disciplina analizzata. 

 

Il test per la significatività di G è 

( )21 GN
DSGZ
−⋅
+

⋅=  

 dove  

- N è il numero totale di osservazioni utilizzate nella tabella 

 e SEG  

SEG = 

( )21

1

GN
DS
−⋅
+
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 è l’errore standard di G. 

 

Il valore G calcolato dai dati sperimentali può essere testato non solo rispetto a 0 (H0: γ = 0), ma pure  

rispetto a un valore γ atteso, specificato nell’ipotesi nulla (ad esempio,  H0: γ = 0,7). 

In questa ultima condizione, il test diventa 

( ) ( )21 GN
DSGZ
−⋅
+

⋅−= γ  

 

L’intervallo di confidenza di γ alla probabilità α prefissata 

è 

( )2

2/

1

1

GN
DS

ZG

−⋅
+

⋅±= αγ  

 

Quando il valore G è calcolato per due campioni indipendenti (1 e 2) e in condizioni sperimentali del 

tutto uguali, cioè se 

-  i campioni sono entrambi abbastanza grandi, tanto da poter giustificare per ognuno l’uso della 

normale, 

-  le due tabelle r x c hanno lo stesso numero di righe e di colonne, 

-  i livelli di ogni variabile, cioè i gruppi ordinali di ogni variabile, sono identici, 

 è possibile confrontare se i due valori G campionari (G1 e G2) sono statisticamente uguali,  

 cioè  verificare l’ipotesi nulla H0: γ1 = γ2 

con  

21

21

GG SESE
GGZ
+
−

=  

 in test sia bilaterali che unilaterali. 

 

 

ESEMPIO (tratto dal testo di David J. Sheskin del 2000, Parametric and nonparametric statistical 

procedures, 2nd ed. Chapman & Hall/CRC, London, 982 p.).  

Per valutare se esiste una relazione tra peso alla nascita di un bambino e il suo ordine di nascita, esiste 

il problema pratico che mentre il primo è misurato su una scala continua, il secondo è una misura di 

rango con molti valori identici.  

A tale scopo, i dati di 300 bambini sono stati aggregati in una tabella r x c, di dimensioni 3 x 4, 
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Ordine di nascita   

1° 2° 3° 4° e + Totale 

Sotto la media 70 15 10 5 100 

Uguale alla media 10 60 20 10 100 

 

Peso 

Sopra la media 10 15 35 40 100 

 Totale 90 90 65 55 300 

 

 

 in cui il peso è stato aggregato in tre gruppi di dimensioni uguali (100), definiti sotto, uguale e sopra 

la media. 

Calcolare γ e verificare la sua significatività.  

Inoltre stimare l’intervallo di confidenza di γ per α = 0.05 

  

Risposta. Scindendo lo sviluppo dell’esempio nei suoi passaggi logici fondamentali, 

 

1 - è necessario calcolare S e D 

Il valore di S è dato dalla somma dei seguenti 12 prodotti 

1)   Cella 11:  70 x (60 + 20 + 10 + 15 + 35 + 40)  = 12600 

2)   Cella 12:  15 x (20 + 10 +35+ 40)   =   1765 

3)   Cella 13:  10 x (10 + 40)    =     500 

4)   Cella 14:  5 x (0)     =         0 

5)   Cella 21:  10 x (15 + 35 + 40)   =     900 

6)   Cella 22:  60 x (35 + 40)    =   4500 

7)   Cella 23:  20 x (40)     =     800 

8)   Cella 24:  10 x (0)     =         0 

9)   Cella 31:  10 x (0)     =         0 

10) Cella 32:  15 x (0)     =         0 

11) Cella 33:  35 x (0)     =         0 

12) Cella 34:  40 x (0)     =         0 

 e risulta S = 20875 
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Il valore di D, iniziando dall’angolo in alto a destra, è dato dalla somma dei seguenti 12 prodotti 

1)   Cella 14:  5 x (10 + 60 + 20 + 10 + 15 + 35)  =  750 

2)   Cella 13:  10 x (10 + 60 + 10 + 5)   =  950 

3)   Cella 12:  15 x (10 + 10)    =  300 

4)   Cella 11:  70 x (0)     =      0 

5)   Cella 24:  10 x (10 + 15 + 35)   =  600 

6)   Cella 23:  20 x (10 +15)    =  500 

7)   Cella 22:  60 x (10)     =  600 

8)   Cella 21:  10 x (0)     =      0 

9)   Cella 34:  40 x (0)     =      0 

10) Cella 33:  35 x (0)     =      0 

11) Cella 32:  15 x (0)     =      0 

12) Cella 31:  10 x (0)     =      0 

 e risulta D = 3700 

 

2 – Il valore di G 

699,0
24575
17175

370020875
370020875

==
+
−

=
+
−

=
DS
DSG  

 risulta G = 0,699. 

 

3 - La significatività del valore sperimentale ottenuto  G = 0,699, cioè la verifica dell’ipotesi nulla 

H0: γ = 0 

 contro l’ipotesi alternativa bilaterale oppure unilaterale è 

 

( ) ( ) 847,8
42,153

24575699,0
699,01300

370020875699,0
1 22 =⋅=

−⋅
+

⋅=
−⋅
+

⋅=
GN

DSGZ  

 data da Z = 8,847. 

In una distribuzione normale, Z è altamente significativo sia considerando un test bilaterale che 

unilaterale. 

 

4 - L’intervallo di confidenza (con Z = 1,96 in quanto richiesto per α = 0.05 in una distribuzione 

bilaterale) 

( )2

2/

1

1

GN
DS

ZG

−⋅
+

⋅±= αγ  
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( )
155,0699,0

42,153
24575

196,1699,0

699,01300
370020875

196,1699,0

2

±=⋅±=

−⋅
+

⋅±=γ  

 è uguale a 0,699 ± 0,155 

 e quindi come  

- limite inferiore ha l1 =  0,699 – 0,155 = 0,544 

- limite superiore ha l2 = 0,699 + 0,155 = 0,854 

 

 

Il coefficiente τc di Kendall (Kendall’s tau-c), chiamato anche τc di Stuart (Stuart’s tau-c) o  τc di 

Kendall-Stuart (Kendall-Stuart tau-c) è una estensione del τb (specifico per tabelle 2 x 2 e già 

presentato) a tabelle di dimensioni maggiori, cioè r x c.  

Il τc di Kendall-Stuart è un coefficiente di cograduazione; è uguale all’eccesso di coppie 

concordanti su quelle discordanti, con aggiustamento per le dimensioni del campione.  

Con i simboli usati in precedenza per il γ 

 il τc è dato da 

( )
( ) ( )ba

C TDSTDS
DS

++⋅++
−⋅

=
2τ  

 in cui  

-   S e D sono uguali alla formula precedente ed ovviamente calcolati nello stesso modo, 

-   Ta = numero totale di coppie di osservazioni in cui i = i’: è la somma dei prodotti di ogni valore per 

la somma di quelli che sulla stessa riga stanno alla sua destra, a partire dalla prima colonna; 

-   Tb = numero totale di coppie di osservazioni in cui j = j’: è la somma dei prodotti di ogni valore per 

la somma di quelli che stanno sotto di lui, nella stessa colonna, a partire dalla prima riga. 

 

Dalla stessa tabella utilizzata in precedenza 

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 10 5 18 20 53 

A2 8 16 5 13 42 

A3 11 7 3 4 25 

Totale 29 28 26 37 120 
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 si ricava che  Ta è la somma di 9 valori, dei quali vengono riportati dettagliatamente tutti i calcoli, 

come spiegazione del metodo: 

1)  Ta1  =  10 (5 + 18 + 20) = 10 (43)  = 430 

2)  Ta2  =  5 (18 + 20) = 5 (38)   = 190 

3)  Ta3  =  18 (20)    = 360 

4)  Ta4  =  8 (16 + 5 + 13) = 8 (34)  = 272 

5)  Ta5  =  16 (5 + 13) = 16 (18)  = 288 

6)  Ta6  =  5 (13)    =   65 

7)  Ta7  =  11 (7 + 3 + 4) = 11 (14)  = 154 

8)  Ta8  =  7 (3+4) = 7 (7)   =   49 

9)  Ta9  = 3 (4)     =   12 

  Ta = ∑ aiT  = 430 + 190 + 360 + 272 + 288 + 65 + 154 + 49 + 12 = 1820 

 

 Tb ( sempre in questa tabella specifica) è la somma di 8 valori: 

1)  Tb1  =  10 (8 + 11) = 10 (19)  = 190 

2)  Tb2  =  8 (11)    =   88 

3)  Tb3  =  5 (16 + 7) = 5 (23)   = 115 

4)  Tb4  =  16 (7)    = 112 

5)  Tb5  =  18 (5+3) = 18 (8)   = 144 

6)  Tb6  =  5 (3)     =   15 

7)  Tb7  =  20 (13 + 4) = 20 (17)  = 340 

8)  Tb8  =  13 (4)    =   52 

  Tb = ∑ iTb  = 190 + 88 + 115 + 112 + 144 + 15 + 340 + 52 = 1056 

 

Applicando la formula di Kendall, si ottiene 

 

( )
( ) ( )

497,0
3,4968

2470
46015365

)1235(2
105623901155182023901155

239011552
−=

−
=

⋅
−⋅

++⋅++
−⋅

=Cτ  

 

 un valore di τC = –0,497. 

 

L'elevato numero di calcoli richiesti, anche se semplici, possono determinare errori.  

E’ quindi utile avvalersi della proposta per la verifica della correttezza di tutti i parametri considerati,  

 attraverso la relazione 
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N2 = 2⋅(S + D + Ta + Tb) + ∑∑
i j

ijx2  

 dove  

-   N2  è il quadrato della somma di tutti i dati della tabella, 

-   S, D, Ta e Tb sono i 4 valori utilizzati per la stima dell’indice, 

-   ∑∑
i j

ijx2  è la somma dei quadrati di tutti i singoli valori della tabella. 

 

Con i dati della tabella utilizzata,  ∑∑
i j

ijx2  è  

 

 B1 B2 B3 B4 Totale 

A1 100 25 324 400 --- 

A2 64 256 25 169 --- 

A3 121 49 9 16 --- 

Totale --- --- --- --- 1558 

 

 

 uguale a 1558; di conseguenza, con  

N = 120;   S = 1155;   D = 2390;   Ta = 1820;   Tb = 1056 

 si dimostra 

1202 = 2 (1155 + 2390 + 1820 + 1056) + 1558 = 14400 

 

 l’uguaglianza delle due quantità (entrambe danno lo stesso risultato di 14400): è testimoniata la 

correttezza di tutti i parametri calcolati in precedenza. 

 

Nel 1962 R. H. Somers (con lo stesso articolo citato per il D asimmetrico, A new asymmetric 

measure of association for ordinal variables, pubblicato su American Sociological Review Vol. 27, 

n. 6, pp. 700-811) ha proposto anche indici (dba e dab) di cograduazione asimmetrici o 

unidirezionali per tabelle r x c, da applicare nel caso di variabili ordinali.  

Come nel titolo dell’articolo, questo indice e i precedenti (gamma, tau-b e tau-c) sono chiamate anche 

misure di associazione ordinale (ordinal association). 
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Quando B è la variabile dipendente (e ovviamente A la variabile indipendente), si può stimare dba 

con 

b
ba TDS

DSd
++

−
=  

 

Questa statistica è distribuita in modo approssimativamente normale. La sua varianza è stata stimata da 

L. A. Goodman e E. H. Kruskal nel 1972 (con l’articolo Measures of association for cross-

classification, pubblicata dalla rivista Journal of the American Statistical Association, Vol. 67, pp. 

415-421). 

 

Quando A è la variabile dipendente, si stima dab con 

a
ab TDS

DSd
++

−
=  

con formula simmetrica. 

 

Utilizzando sempre la stessa tabella, con S = 1155;   D = 2390;   Ta = 1820;   Tb = 1056 

-  dba 

268,0
4601
1235

105623901155
23901155

−=
−

=
++

−
=bad  

 risulta uguale a –0,268 e  

 

- dab 

230,0
5365
1235

182023901155
23901155

−=
−

=
++

−
=abd  

 risulta uguale a –0,230. 

 

In un confronto tra questi diversi indici, Graham J. G. Upton nel suo volume del 1978 (The analysis 

of cross-tabuled data, pubblicato da John Wiley & Sons, Chichester, a pag. 38) consiglia, 

giustificandola come pura scelta personale, di preferire: 

-  per dati nominali, il λ di Goodman e Kruskal, 

-  per dati ordinali, il γ se le due variabili sono di importanza uguale, 

-  rispettivamente il λb di Goodman e Kruskal  o il dba di Somers, se la variabile B dipende dalla 

variabile A.  
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20.8.  IL KAPPA DI COHEN: STIMA DELL’ACCORDO (AGREEMENT) TRA DUE 

VALUTAZIONI CON SCALA NOMINALE. 

Le misure del grado di associazione, la cui significatività è ottenuta con il test χ2 e/o il test G, fanno 

riferimento a due variabili. Ad esempio, nelle tabelle 2 x 2 del χ2 si è valutato il grado di associazione 

tra livello di inquinamento (alto o basso) di un’area e la presenza di persone residenti con malattie 

polmonari (si o no); in termini diversi ma con lo stesso concetto, nelle tabelle M x N si è verificata 

l’indipendenza tra presenza di specie e tipologia del lago. 

In altre situazioni, che sono illustrate in questo paragrafo, si utilizza una sola variabile per valutare il 

grado di accordo tra due valutatori. Ad esempio, in medicina può essere interessante verificare se 

due chirurghi che decidono sulla necessità di operare forniscono risposte concordanti; nella ricerca 

ambientale, se due commissioni che agiscono in modo indipendente approvano o respingono gli stessi 

progetti; in psicologia e nelle scienze forensi, se due giurie assolvono o condannano gli stessi imputati, 

ovviamente sempre trovandosi nelle stesse condizioni di valutazione. 

Un problema identico si pone anche per lo stesso valutatore, quando opera in due momenti 

differenti. Ad esempio, se lo stesso chirurgo fornisce o meno la medesima risposta sulla necessità di 

un intervento chirurgico prima e dopo aver preso visione di una nuova analisi clinica; se un 

ricercatore, di fronte agli stessi soggetti in due momenti differenti, fornisce la stessa classificazione. 

In casi più complessi, nella ricerca applicata sovente a due o più esperti è chiesto di catalogare una 

serie di oggetti, piante, animali o persone in gruppi qualitativi o nominali. In biologia e agraria 

può essere la classificazione di specie animali o vegetali; in medicina l’individuazione della malattia o 

la sua causa in un gruppo di pazienti.  

 

In una visione più generale, il problema è importante tutte le volte in cui si confrontano due o più 

distribuzioni di frequenza, tratte da ricerche o da pubblicazioni differenti. L’appartenenza dell’esperto 

a scuole con impostazioni culturali differenti e la diversa esperienza dei ricercatori possono 

determinare classificazioni troppo discordanti, per effettuare correttamente test sulla similarità della 

distribuzione. Ad esempio, con una tabella 2 x 2 oppure a più dimensioni (M x N) spesso si vuole 

valutare se M specie hanno la stessa distribuzione nelle N aree campionate. Ma tale analisi come 

condizione di validità richiede necessariamente che la classificazione delle specie abbia seguito gli 

stessi criteri. In altri termini, che la classificazione sia riproducibile, che i criteri utilizzati siano 

affidabili (reliability studies, where on wants to quantify the reproducibility of the same variable 

measured more than once). 

Il problema non è valutare quale delle due classificazioni sia quella corretta o la migliore; è una 

domanda alla quale è possibile rispondere con una impostazione logica e con  metodi differenti.  
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Il kappa di Cohen è una misura dell’accordo (coefficient of agreement) tra le risposte qualitative o 

categoriali di due persone (inter-observer variation) oppure della medesima persona in momenti 

differenti (intra-observer variation), valutando gli stessi oggetti. Tra i testi internazionali di statistica 

non parametrica, il k di Cohen è riportato in P. Sprent e N. C. Smeeton del 2001 (Applied 

nonparametric statistical methods, 3rd ed. Chapman & Hall/CRC, London, XII + 461 p.). 

 

La metodologia è stata presentata da Jacob Cohen della New York University nel 1960 (con l’articolo 

A coefficient of agreement for nominal scales, pubblicato su Educational and Psychological 

Measurement, Vol. XX, No. 1, pp. 37-46) per il caso più semplice. Secondo l’autore, il test trova i 

presupposti nell’articolo di W. A. Scott del 1955 (Reliability of content analysis: the case of nominal 

scale coding, pubblicato da Public Opinion Quarterly, Vol. XIX, pp.321-325).  

Cohen sviluppa un esempio con un linguaggio estremamente semplice, caratteristico di quasi tutte le 

riviste di psicologia sulle quali questo test è stato in prevalenza proposto e discusso. Pertanto questa 

presentazione riporta il suo testo in modo quasi integrale. 

Riprendendo una situazione caratteristica della ricerca psicologica, si supponga che due medici 

abbiano analizzato separatamente e in modo indipendente il comportamento delle stesse 200 persone, 

classificandole in tre differenti tipologie nominali (A = disordini della personalità, B = neurosi, C = 

psicosi), con i seguenti risultati: 

 

 

Medico 1    

Categorie A B C Totale 

 A 50 26 24 100 

Medico 2 B 24 4 32 60 

 C 6 30 4 40 

 Totale 80 60 60 200 
 

 

Si tratta di valutare se i giudizi forniti dai due esperti sono riproducibili, affidabili (reproducible, 

reliable); in altri termini, si chiede di determinare il grado, la significavità e la stabilità campionaria 

del loro accordo (the degree, significance, and sampling stability of their agreement).  

 

Per il coefficiente di concordanza, devono essere realizzate le seguenti condizioni di validità: 

1 -   le unità (in questo caso i 200 soggetti analizzati) sono indipendenti; 
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2 -   le categorie della scala nominale sono indipendenti, mutuamente esclusive e esaustive; 

3 -   i giudici operano in modo indipendente. 

Queste assunzioni ne implicano altre due:  

4 -   i due giudici hanno lo stesso livello di competenza; 

5 -   non esistono restrizioni nell’attribuzione alle categorie. 

 

Per entrare nella logica del test, è importante comprendere che se la classificazione dei pazienti fosse 

effettuata su criteri indipendenti, cioè se le due serie di attribuzioni fossero realizzate in modo 

puramente casuale, si avrebbe ugualmente un certo numero di giudizi coincidenti: un paziente 

potrebbe essere attribuito alla stessa categoria, per solo effetto del caso. Per meglio illustrare il 

concetto di concordanza e evidenziare la logica che porta a ricavare l’indice k proposto da Cohen, è 

vantaggioso utilizzare le proporzioni riportate nella tabella successiva. Esse sono semplicemente la 

trasformazione in frequenze relative (con totale uguale a 1,0) delle frequenze assolute precedenti (con 

totale uguale a 200) 

 

 

Medico 1    

Categorie A B C Totale 

 A 0,25  (0,20) 0,13  (0,15) 0,12  (0,15) 0,50 

Medico 2 B 0,12  (0,12) 0,02  (0,09) 0,16  (0,09) 0,30 

 C 0,03  (0,08) 0,15  (0,06) 0,02  (0,06) 0,20 

 Totale 0,40 0,30 0,30 1,00 
 

 

Entro ogni casella, 

-   in grassetto sono riportate le proporzioni osservate (po da observed); ad esempio, nella casella 1,1 

si ha 0,25 = 50/200 (presi dalla tabella precedente con le frequenze assolute), 

-  in corsivo quelle attese (pe da expected), nella condizione che l’ipotesi nulla sia vera, cioè che 

l’attribuzione dell’individuo alla categoria sia stata casuale; ad esempio sempre nella 1,1 si ha 

0,20 = 0,4 x 0,5 (totali marginali presi da questa ultima tabella di frequenze relative).  

Come nelle tabelle del chi quadrato, le proporzioni attese entro ogni casella sono date dai prodotti 

delle proporzioni marginali. 
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Si tratta di valutare quanto differiscono le classificazioni effettuate dai due medici. 

 

Prima di Jacob Cohen, era seguita la procedura proposta nel 1950 da J. P. Guilford nel testo 

Fundamental Statistics in Psychology and Education (2nd ed., New York, McGraw-Hill). In esso si 

ricorre al χ2, per stimare la significatività, e al coefficiente di contingenza C di Pearson, per ricavare 

una misura dell’accordo che sia più facilmente valutabile, cioè indipendente dalle dimensioni del 

campione. Con i dati dell’esempio,  

-   per ottenere  il χ2 mediante la formula applicata alle proporzioni  

 si stimava 

( )∑ =⋅
−

= 59,64
2

2 N
p

pp

e

eoχ  

 con 4 gdl 

 

-  per il C di Pearson si stimava 

494,0244,0
20059,64

59,64
2

2

==
+

=
+

=
N

C
χ
χ

 

 

Jacob Cohen contesta questo metodo.  

Poiché il risultato del χ2 è altamente significativo (infatti il valore critico del χ2 con 4 gdl e α = 0.001 è 

18,467), quindi si allontana dall’ipotesi di distribuzione casuale, alcuni ricercatori potevano dichiararsi 

soddisfatti e ritenere di avere provato l’esistenza di un accordo adeguato tra i due valutatori (at this 

point some investigators would rest content that agreement is adeguate). In realtà, egli scrive, è 

semplice dimostrare che l’uso del χ2 e quindi del C fondato su di esso sono logicamente indifendibili, 

come misura dell’accordo.  

Quando è applicato a una tabella di contingenza, il test χ2 serve per  

-  verificare l’ipotesi nulla rispetto all’associazione, non alla concordanza  

(anche se la distribuzione dell’ipotesi nulla è calcolata nello stesso modo). Infatti, come nel caso 

dell’esempio, sul valore totale 2
)4(χ = 64,59 il contributo maggiore è dato dalla casella 3,2  

con 

( ) 00,27200
06,0

06,015,0 2

=⋅
−

 

 un χ2 parziale uguale a 27,00. 
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Questo valore così alto non dipende dall’accordo tra i due medici, ma dal fatto opposto: essi hanno 

fornito una classificazione differente degli stessi pazienti (cioè la malattia B per il medico 1 e la 

malattia C per il medico 2) e in misura maggiore dell’atteso, cioè delle frequenze fondate sull’ipotesi 

nulla di casualità. Quindi il valore ottenuto risulta elevato, non perché i due medici concordano, 

ma perché essi non concordano. Più in generale, il valore del χ2 misura se due distribuzioni 

qualitative sono associate (non importa se in modo positivo o negativo, trattandosi di valori elevati al 

quadrato), ma senza fornire la direzione dell’accordo, che è l’aspetto fondamentale e specifico di 

questa valutazione della concordanza. 

 

Come conclusione dei concetti precedenti, si deduce che una misura dell’accordo tra le due 

distribuzioni può essere ricavata  

-   dalla differenza tra la proporzione osservata dei giudizi che sono effettivamente coincidenti e la 

proporzione di quelli attesi nell’ipotesi di totale casualità dei giudizi (H0 vera),  

-  rapportata a quella della non associazione attesa.  

 

In altri termini, la formula proposta da Cohen standardizza la differenza tra proporzione totale 

osservata e proporzione totale attesa, dividendola per la massima differenza possibile non casuale. 

Nelle ultime due tabelle dei dati, l’informazione utile è fornita dalle frequenze collocate lungo la 

diagonale principale (nella tabella 3 x 3, le caselle 1,1; 2,2; 3,3).  

Nel caso dell’esempio, con le proporzioni la somma della diagonale principale 

-  0,25 + 0,02 + 0,02 = 0,29 è la proporzione totale osservata po = 0,29  

-  0,20 + 0,09 + 0,06 = 0,35 è la proporzione totale attesa pe = 0,35. 

 

L’indice k proposto da Cohen  

 è 

0923,0
65,0
06,0

35,01
35,029,0
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Con le frequenze assolute, sovente è possibile una stima più semplice e rapida.  

Dopo aver calcolato  

-  le frequenze osservate fo = 50 + 4 + 4 = 58  (nella prima tabella)  

-  e quelle attese fe = 40 + 18 + 12 = 70  (nella tabella sottostante) 



 68

 

Medico 1    

Categorie A B C Totale 

 A 40 30 30 100 

Medico 2 B 24 18 18 60 

 C 16 12 12 40 

 Totale 80 60 60 200 
 

 

 utilizzando appunto solo i valori collocati sulla diagonale principale,  

 il calcolo dell’indice k diventa 

0923,0
130

12
70200

7058
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−
=

−
−
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−
−

=
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Con entrambe le formule, il valore dell’accordo risulta k = -0,09. In questo caso, è un valore negativo. 

Esso indica che i due medici si trovano d’accordo su una proporzione di casi che è minore di quella 

che si sarebbe ottenuta con una attribuzione casuale dei pazienti alle varie categorie. In conclusione, i 

due medici forniscono valutazioni tendenzialmente contrapposte( anche se per una quantità minima). 

 

Il valore di k teoricamente può variare tra – 1 e + 1. In realtà l’indice k ha significato solo quando è 

positivo.  

Da questa osservazione derivano due conseguenze:  

1 - la sua significatività deve essere verificata mediante il test unilaterale:  

H0: k ≤ 0      contro      H1: k > 0 

2 - il valore massimo teorico è k = +1,0.  

 

Questa ultima affermazione è vera, cioè si può ottenere k = +1, solamente quando sono realizzate 

contemporaneamente le seguenti due condizioni: 

1 -  tutte le celle non collocate sulla diagonale, cioè quelle che indicano il disaccordo 

(disagreement) sono 0.  

2 - i totali marginali dei due valutatori (cioè i totali delle righe e quelli delle colonne) sono identici.  
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Infatti essi indicano che i due valutatori hanno trovato le stesse proporzioni delle categorie utilizzate. 

Nella tabella con le proporzioni fino ad ora utilizzata, le frequenze marginali dei due medici sono 

differenti, esattamente quelle riportate nella tabella sottostante (per il medico 1 esse sono 0,40,  0,30,  

0,30; per il medico 2 sono 0,50,  0,30,  0,20) 

 

 

Categorie  

Medico A B C 

1 0,40 0,30 0,30 

2 0,50 0,30 0,20 

Minimi 0,40 0,30 0,20 
 

 

A causa di questa differenza nei totali marginali, il k massimo (kM) ottenibile con la formula 

precedente non potrà mai essere k = +1,00 ma un valore inferiore. Tale valore massimo possibile può 

essere ricavato con alcuni passaggi: 

1) confrontare i singoli totali marginali (prime due righe della tabella) e per ogni categoria scegliere 

il valore minore (terza riga in grassetto e corsivo),  

2) calcolare poM, la proporzione osservata massima, utilizzando la somma di queste proporzioni 

minime: 

poM =  0,40 + 0,30 + 0,20 = 0,90 

3) stimare il k massimo (kM) con 

e

eoM
M p

ppk
−
−

=
1

 

Con i dati dell’esempio, dove 

-  poM = 0,90 

-  pe = 0,35 

 mediante 

846,0
65,0
55,0

35,01
35,090,0

1
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 si ricava che il valore massimo possibile di k, é kM = 0,846. 

E’ una conseguenza del fatto che i due valutatori forniscono una classificazione differente degli stessi 

soggetti, poiché per le categorie in oggetto essi “vedono” frequenze differenti nella stessa popolazione.  
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Da questa prima analisi sul kM può derivare un primo effetto.  

Per ottenere ricerche più attendibili, dove kM sia 1,  sarebbe vantaggioso fornire indicazioni più 

vincolanti ai due valutatori, con una preparazione preliminare. Dopo il corso, valutare nello stesso 

modo se il kM è migliorato. 

Una seconda conseguenza potrebbe essere quella di stimare un valore di k corretto (kC),  

 attraverso la relazione 

M
C k

kk =  

 

 in modo che il valore massimo raggiungibile sia sempre 1 e quindi sia la scala di valutazione sia i 

confronti siano omogenei. 

Ma Cohen sconsiglia tale trasformazione, che nel ragionamento precedente appariva logica e 

razionale, con la motivazione che se i totali marginali sono differenti è perché i due valutatori hanno 

fornito effettivamente risposte differenti. Quindi esiste un reale non-accordo nella valutazione, che 

giustamente è compreso nell’indice k calcolato senza la correzione. 

 

Nella presentazione di questo metodo, dopo la illustrazione  

a)  del significato di k,  

b)  del calcolo del valore k  

c)  e di quello massimo possibile (kM),  

 si pongono altri tre problemi: 

d)  stimare l’intervallo di confidenza di k,  

e)  valutare la significatività statistica e il significato disciplinare del risultato, cioè del valore di k 

ottenuto, 

f)  testare la significatività della differenza tra due valori di k. 

 

Nel caso di grandi campioni (N ≥100), per calcolare l’intervallo di confidenza di k secondo Cohen  

è possibile il ricorso alla distribuzione normale standardizzata,  

kZ σκ α ⋅± 2/  

 dove kσ  è un errore standard (pure essendo indicato come una deviazione standard) in quanto k è 

una media. 

Il valore di kσ  può esser calcolato utilizzando  

-  sia le frequenze relative o proporzioni  
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I limiti di confidenza di kappa sono compresi 

-  con probabilità del 95% tra  

kσκ ⋅± 96,1  

-  con probabilità del 99% tra  

kσκ ⋅± 58,2  

 

Utilizzando i dati dell’esempio,  

- sia mediante la tabella delle frequenze relative o proporzioni, dove po = 0,29  e  pe = 0,35  e  N = 

200, 

  

( )
( )

0494,0
5,84

2059,0
35,01200
29,0129,0
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=kσ  

 

- sia mediante la tabella delle frequenze assolute, dove fo = 58  e  fe = 70  e  N = 200, 

 

( )
( )

0494,0
000.380.3

236.8
70200200
5820058

2 ==
−⋅
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=kσ  

 si ottiene kσ  = 0,0494. 

Poiché  il valore sperimentale ricavato è k = - 0,09, alla probabilità del 95% il valore reale di k è 

compreso 

-0,09 ± 1,96 ⋅0,0494 

 tra il valore minimo  = - 0,138  (–0,09 – 0,048) 

 e il valore massimo = - 0,042 (–0,09 + 0,0489). 
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Per la significatività statistica di k, teoricamente per valutare l’ipotesi nulla H0: k = 0 che è ottenibile 

quando po = pe, la formula dell’errore standard 0kσ : 

- con le frequenze relative diventa 

( )e

e
k pN

p
−⋅

=
10σ  

 

- con le frequenze assolute diventa 
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e
k fNN

f
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Con i dati dell’esempio,  

- sia mediante la tabella delle frequenze relative o proporzioni, dove   pe = 0,35  e  N = 200, 

  

( ) 0519,0
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- sia mediante la tabella delle frequenze assolute, dove   fe = 70  e  N = 200, 

 

( ) 0519,0
000.26

70
70200200

70
0 ==

−⋅
=kσ  

 si ottiene 0kσ = 0,0519. 

 

Nella significatività di un k sperimentale, per la sua rilevanza pratica ai fini della potenza del test e un 

approccio teoricamente più corretto, è importante ricordare un concetto già evidenziato. Benché, in un 

esperimento reale, il valore di k possa variare tra –1 e +1, quasi sempre nella ricerca si vuole valutare 

se esiste un accordo significativo.  

Pertanto in realtà il test è unilaterale con ipotesi 

H0: k ≤ 0      contro      H1: k > 0  

 

Sempre Cohen, per il test di significatività con grandi campioni (N ≥100) e come quasi sempre 

avviene quando si utilizzano tabelle di dimensioni superiori a 2 x 2, propone il ricorso alla 

distribuzione normale standardizzata  
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Nel caso dell’esempio, il valore di k è risultato negativo (k = -0,09). 

Di conseguenza, non ha senso verificare se è maggiore di zero (cioè H1: k > 0), cioè se esiste un 

accordo che sia contemporaneamente positivo e significativo, tra i due medici nella classificazione da 

essi effettuata per gli stessi pazienti. 

 

Nelle due formule dell’errore standard ( kσ   e  0kσ ), utili  

- il primo ( kσ ) per l’intervallo di confidenza  

- il secondo  ( 0kσ ) per la significatività di k,  

si evidenzia che il numero totale di osservazioni (N), ha un ruolo importante. Ne deriva che, come in 

quasi tutti i test, con grandi campioni anche un valore di k piccolo può risultare significativo, mentre 

con un campione piccolo anche un valore grande di k può non essere statisticamente significativo. 

 

Per sfuggire a questi limiti e per ottenere una interpretazione univoca e adimensionale di k come 

stima di Agreeement o Reproducibility, sono state proposte griglie (benchmarks) di valutazione. 

Nella tabella successiva, sono riportate le due più frequentemente utilizzate. 

 

 

Kappa Strength of Agreement Kappa Reproducibility 

< 0.00 Poor  > 0.75 Excellent 

0.00-0.20 Sligth 0.40 ≤ k ≤ 0.75 Good 

0.21-0.40 Fair 0.00 ≤ k < 0.40 Marginal 

0.41-0.60 Moderate 

0.61-0.80 Substantial 

0.81-1.00 Almost Perfect 

 

 

 

 

La prima, a sinistra e più dettagliata, è stata proposta da J. Richard Landis e Gary G. Koch del 1977 

(The measurement of observer agreement for categorial data pubblicato da Biometrics, Vol. 33, pp. 

159-174). 

La seconda, riportata a destra, è stata proposta da Joseph L. Fleiss nel suo testo del 1981 Statistical 

Methods for Rates and Proportions (John Wiley & Sons). Più semplice, è ripresa da alcuni testi a 
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carattere divulgativo, tra cui il volume di Bernard Rosner del 2000 Fundamentals of Biostatistics (5th 

ed. Duxbury, Australia, XVII + 792 p.). 

 

 

ESEMPIO 1 (tratto dall’articolo di Cohen del 1960). Valutare il grado di accordo tra due giudici nella 

seguente tabella 3 x 3  (tra parentesi e in grassetto sono evidenziate le frequenze attese e quelle 

osservate limitatamente alla diagonale, in quanto sono le uniche informazioni utili). 

 

 

 Giudice A   

 1 2 3 Totale 

 1 88 (60) 14 18 120 

Giudice B 2 10 40 (18) 10 60 

 3 2 6 12 (4) 20 

 Totale 100 60 40 N = 200 
 

 

Risposta.   Dopo aver ricavato  

- le frequenze osservate  fo = 88 + 40 + 12 = 140 

- le frequenze attese   fe = 60 + 18 + 4 = 82 

 è semplice osservare che in questo caso esiste un accordo maggiore di quello possibile per solo effetto 

del caso. 

 

Dalle frequenze si ricava il valore di k 
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 che risulta k = 0,492. 

Per il calcolo dell’intervallo di confidenza si stima  
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 l’errore standard kσ  = 0,0549. 
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Per il test che verifica la significatività dell’accordo si stima 

 

( ) ( ) 0589,0
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82200200
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e
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 l’errore standard 0kσ  = 0,0589. 

 

Questi stessi risultati possono essere ottenuti con la tabella delle frequenze relative o proporzioni 

 

 

 Giudice A   

Categorie 1 2 3 Totale 

 1 0,44 (0,30) 0,07 0,09 0,60 

Giudice B 2 0,05 0,20 (0,09) 0,05 0,30 

 3 0,01 0,03 0,06 (0,02) 0,10 

 Totale 0,50 0,30 0,20 1,00 
 

 

 sempre ricordando che N = 200. 

Dopo aver ricavato  

- le frequenze relative osservate  po = 0,44 + 0,20 + 0,06 = 0,70 

- le frequenze relative attese   pe = 0,30 + 0,09 + 0,02 = 0,41 

 si stima il valore di k 
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 che risulta k = 0,492. 

 

Con le frequenze relative, può essere utile calcolare il valore kM  
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Per il calcolo dell’intervallo di confidenza si stima  
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 l’errore standard kσ  = 0,0549. 

Per il test che verifica la significatività dell’accordo si stima 
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 l’errore standard 0kσ  = 0,0589. 

 

Con k = 0,492 e  kσ  = 0,0549 si ottiene l’intervallo di confidenza. 

Alla probabilità del 95% esso è compreso  

kZ σκ α ⋅± 2/  = 0549,096,1492,0 ⋅±  

- tra il valore minimo = 0,384 (0,492 - 0,108)  

-  e il valore massimo = 0,600 (0,492 + 0,108). 

 

La significatività statistica del valore k = 0,492 cioè la verifica dell’ipotesi 

H0: k ≤ 0      contro      H1: k > 0 

 con 
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  determina Z = 8,35 

Nella distribuzione normale unilaterale, a Z = 8,35 corrisponde una probabilità P < 0.0001. 

L’interpretazione conclusiva è che esiste un accordo statisticamente significativo, ma oggettivamente 

non alto. Infatti ha un livello o una intensità  

-  moderate secondo una classificazione,  

-  good secondo l’altra. 

In queste condizioni, ai fini dell’interpretazione appare più utile l’intervallo di confidenza: il valore 

reale di kappa è compreso in una scala molto ampia, essendo incluso con probabilità del 95% tra 

-  un livello fair,  nel limite inferiore (k = 0,384) e 

-  un livello moderate, nel limite superiore (k = 0,600).  
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Anche utilizzando l’altra scala, con probabilità alta il valore reale di k potrebbe essere giudicato sia 

marginal sia good. 

 

Per la significatività della differenza tra due k indipendenti (k1 – k2), dove l’ipotesi alternativa 

ovviamente può essere sia unilaterale sia bilaterale, Cohen propone 
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 per ognuno dei due campioni in modo indipendente 

 

Per il calcolo dell’errore standard di k, necessario alla verifica dell’ipotesi nulla H0: k = 0, è stata 

proposta una nuova formula asintotica, quindi per grandi campioni e con l’uso della distribuzione Z, 

da J. L. Fleiss, J. C. M. Lee e J. R. Landis nel 1979 (con l’articolo The large sample variance of 

kappa in the case of different sets of raters, pubblicato su Psychological Bulletin Vol. 86, pp. 974-

977). Come riportata nel testo di Sprent e Smeeton citato, indicata con se(k)  

 essa è 
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Può essere utile il confronto con quella originaria di Cohen, dalla quale differisce per il numeratore, 

come svolto nell’esempio successivo. 

 

 

ESEMPIO 2 (tabella 2 x 2 tratta dal testo di Sprent e Smeeton, modificata a scopi didattici per 

maggiore chiarezza).  

Un dentista ha registrato sulle cartelle dei pazienti la sua opinione circa la necessità di estrarre il dente 

cariato, prima e dopo la radiografia.   

Il conteggio delle valutazioni ha dato i seguenti risultati 
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 Dopo   

Estrazione SI NO Totale 

SI 40 5 --- Prima 

NO 25 30 --- 

 Totale --- --- N = 100 
 

 

Fornire una misura quantitativa della variazione di giudizio o inversamente della riproducibilità 

del giudizio nei due diversi esami (a quantitative measure of reproducibility between the responses 

at the two surveys). 

 

Risposta.   Benché i calcoli possano essere effettuati indifferentemente con le frequenze assolute e con 

quelle relative, per una visione più chiara dei risultati è vantaggioso utilizzare quelle relative.  

Dopo trasformazione, i dati diventano 

 

 

 Dopo   

Estrazione SI NO Totale 

SI 0,40  (0,2925) 0,05  (0,1575) 0,45 Prima 

NO 0,25  (0,3575) 0,30  (0,1925) 0,55 

 Totale 0,65 0,35 1,00 
 

 

 ricordando che  

-  in grassetto sono riportate le proporzioni osservate,  

-  in corsivo e tra parentesi quelle attese e che  

-  il numero totale di osservazioni è N = 100.  

(Per i calcoli successivi, è sempre bene avere almeno 3-4 cifre decimali). 

 

Dopo aver ottenuto po = 0,40 + 0,30 = 0,70    e    pe = 0,2925 + 0,1925 = 0,485 

 si ricavano 
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- il valore di k 
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- il suo errore standard es(k) 
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La significatività di k per la verifica di 

H0: k ≤ 0      contro      H1: k > 0 

 fornisce un valore 

53,4
092,0
417,0

==Z  

 

Il risultato (Z = 4,53) è così grande che, nella tabella della distribuzione normale standardizzata 

unilaterale, corrisponde a un probabilità P < 0,0001. 

Se ne deve dedurre che il valore di k è altamente significativo, quindi statisticamente maggiore di zero. 

Tuttavia, poiché k = 0,417 non è molto alto, il grado di accordo tra le due distribuzioni è  

-  moderate secondo la scala di Landis e Koch  

-  good secondo quella di Fleiss. 

 

Con la formula di Cohen 

 

( ) ( ) 097,0
5,51

485,0
485,01100

485,0
10 ==

−⋅
=

−⋅
=

e

e
k pN

pσ  

 

 l’errore standard sarebbe risultato 0kσ  = 0,097.  

E’ un valore più grande e quindi fornisce una stima di Z più prudenziale (più bassa) ai fini del rifiuto 

dell’ipotesi nulla k = 0; ma la differenza con il risultato precedente è ridotta. 
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Con questo valore dell’errore standard,  

 il risultato del test per la significatività  

30,4
097,0
417,0

==Z  

 sarebbe stato Z = 4,30.  

Non avrebbe modificato sostanzialmente l’interpretazione del risultato ottenuto con l’errore standard 

precedente. 

Benché alcuni testi di statistica applicata propongano solo la nuova formula, altri testi evidenziano che 

per essa la condizione di normalità è più vincolante e che pertanto in esperimenti standard, con 

campioni inferiori alle 100 unità, sia preferibile utilizzare sempre quella proposta da Cohen. 

 

Anche per l’intervallo di confidenza più recentemente è stata proposta una formula asintotica 

dell’errore standard di k, che con grandi campioni appare più precisa. E’ stata presentata da J. L. 

Fleiss nel 1981, nel volume Statistical Methods for Rates and Proportions (2nd ed. New York, John 

Wilwy & Sons). Secondo altri autori di testi divulgativi, fondamentalmente non è migliore e ha gli 

stessi limiti dell’altra già proposta per il test di significatività: fornisce risultati non molto dissimili da 

quella di Cohen, è più vantaggiosa per la significatività, ma è meno valida per i campioni 

effettivamente raccolti in molte ricerche, che sono inferiori a 100 unità. 

 

SVILUPPI SUCCESSIVI 

Una breve presentazione degli sviluppi del k di Cohen è rintracciabile nell’articolo del 1990 di Posner 

e alii (Karen L. Posner, Paul D. Sampson, Robert A. Caplan, Richard J. Ward and Frederick W. 

Cheney)  intitolato Measuring interrater reliability among multiple raters: an example of methods 

for nominal data, (pubblicato su Statistics in Medicine, Vol. 9, pp. 1103-1115). Tali sviluppi hanno 

riguardato fondamentalmente tre aspetti: 

-   il tipo di scala (con il Weighted kappa), che da nominale è diventata prima ordinale e poi di 

rapporti; in queste, l’errore di classificazione può avere gravità differenti e può essere valutato; 

l’argomento era già stato discusso dallo stesso Cohen nel 1968 (con l’articolo Weighted kappa: 

nominal scale agreement with provision for scaled disagreement or partial credit, pubblicato su 

Psychological Bulletin, Vol. 70, No. 4, pp. 213-220); 

-  il numero di valutatori (Multiple kappa), esteso da due a più già da J. L. Fleiss nel 1971 

(nell’articolo Measuring nominal scale agreement among many raters, su Psycological Bulletin, 

vol. 76, pp. 378-382) e da J. Richard Landis e Gary G. Koch nel 1977 (The measurement of observer 

agreement for categorial data pubblicato da Biometrics, Vol. 33, pp. 159-174);  

-  il numero di sottopolazioni, eventualmente giudicate da più valutatori (Generalized kappa), con la 

stima del peso di ogni categoria. 
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Alcuni di questi sviluppi e una ampia discussione sul k di Cohen sono illustrati nel paragrafo 

successivo. 

 

 

20. 9.  ALCUNI SVILUPPI DELLA STATISTICA KAPPA: LA K PESATA E I PARADOSSI 

(di Sonia Cipriani dell’Istituto di Ricerche Farmacologiche “Mario Negri” di Milano.  

Mail: cipriani@marionegri.it). 

 

L’idea della statistica kappa pesata nasce, con l’estensione dell’applicazione di tale statistica a 

variabili di tipo ordinale, allo scopo di discriminare tra gradi diversi di disaccordo. Secondo questa 

logica, il disaccordo nell’attribuzione di un’unità a due categorie differenti è da ritenere, infatti, meno 

grave se le due categorie di attribuzione sono confinanti; è invece via via più grave, quanto più le 

categorie di attribuzione sono distanti nella scala ordinale. 

Sulla base di questa considerazione, Cohen (1968) propone di introdurre nel computo della statistica 

kappa dei pesi ijw  ),...,1;,...,1( JjIi ==  da assegnare alle 2m celle in modo da esprimere la gravità 

o intensità del disaccordo.  

Tali pesi possono assumere valori nell’intervallo [0-1] e devono essere tali che: 

-  alle celle di perfetto accordo, cioè quelle sulla diagonale principale, venga attribuito il massimo 

peso: 

1=iiw     

-  a tutte le celle di disaccordo venga assegnato un peso minore di quello massimo: 

10 <≤ ijw      )( ji ≠∀  

-  i pesi devono essere attribuiti in modo simmetrico rispetto ai due osservatori: 

jiij ww =  

La proporzione di accordo osservato pesato  

 diventa quindi: 

∑∑
= =

=
m

i

m

j
ijijwo pwp

1 1
)(   

 e la proporzione di accordo ponderato,  

 atteso per il solo effetto del caso, diventa: 

∑∑
= =

=
m

i

m

j
jiijwe ppwp

1 1
..)(  



 82

 

Date queste premesse, 

 la statistica kappa pesata (Kw) è: 

)(

)()(

1 we

wewo
w p

pp
K

−
−

=  

 

Notiamo che quando i pesi sono tutti uguali a 0 fuori dalla diagonale ( 0=ijw  per ogni ji ≠ ), cioè 

quando tutti i livelli di disaccordo sono considerati ugualmente gravi, la statistica kappa pesata 

diviene identica alla kappa non pesata. 

Un punto fondamentale di questa metodologia è: il valore della statistica kappa pesata ottenuto 

dipende  

-  sia dall’accordo osservato,  

-  sia dalla scelta dei pesi.  

 

A parità di accordo osservato, infatti, si otterranno valori differenti della statistica kappa a seconda 

delle ponderazioni scelte. Al fine di uniformare la scelta dei pesi e di rendere, quindi, confrontabili tra 

loro i valori della kappa pesata ottenuti da differenti studi, sono state proposte in letteratura le seguenti 

formule di ponderazione: 

-  Pesi quadratici, Fleiss e Cohen (1968): 

2

2

)1(
)(1

−
−

−=
m

jiwij  

 

-  Pesi assoluti, Cohen (1968), Cicchetti e Allison (1971): 

1
1

−

−
−=

m
ji

wij  

 

Nel caso di una variabile a quattro categorie, i pesi calcolati sarebbero 

 

Pesi quadratici Pesi assoluti 

1 0,89 0,56 0 1 0,67 0,33 0 

0,89 1 0,89 0,56 0,67 1 0,67 0,33 

0,56 0,89 1 0,89 0,33 0,67 1 0,67 

0 0,56 0,89 1 

 

0 0,33 0,67 1 
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La distribuzione di campionamento della statistica kappa pesata è stata  

-  derivata da Fleiss, Cohen e Everitt (1969) e  

-  confermata da Cicchetti e Fleiss (1977), Landis e Koch (1977a), Fleiss e Cicchetti (1978), e Hubert 

(1978).  

 

La varianza della statistica kappa pesata (VAR(Kw)), sotto l’ipotesi nulla 0:0 =kH , 

  è : 
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L’ipotesi nulla 0:0 =wkH  può essere, quindi, saggiata mediante  

 la statistica test: 

)ˆ(

ˆ

w

w

kVAR

k
Z =  

 

 rifiutando l’ipotesi nulla per valori di z  maggiori rispetto ai valori critici riportati nelle tabelle della 

distribuzione normale standardizzata. 

 

Un altro test proposto per saggiare l’ipotesi che il vero valore della kappa pesata sia uguale a un 

predefinito wk  diverso da zero,  

 cioè  per verificare l’ipotesi nulla 

00 : kkH = , 

 è fondato sulla statistica 
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la varianza è: 
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Anche in questo caso si rifiuta l’ipotesi nulla per valori di z  maggiori dei valori critici riportati nelle 

tavole della distribuzione normale standardizzata. 

 

 

I PARADOSSI DELLA STATISTICA KAPPA 

Nel 1990 Feinstein e Cicchetti hanno pubblicato due articoli sul Journal of Clinical Epidemiology 

(Feinstein and Cicchetti, 1990; Cicchetti and Feinstein, 1990) nei quali è proposta una trattazione 

relativa alla definizione e alle possibili soluzioni di due paradossi della statistica kappa per variabili 

dicotomiche. Si tratta di due casi in cui la statistica kappa fornisce valori che non sembrano ben 

interpretare il reale livello di accordo. 

Prima di introdurre la definizione dei paradossi, così come è stata proposta dai due autori, ci 

soffermiamo su alcuni concetti, relativi alle distribuzioni marginali, che stanno a fondamento dei 

paradossi stessi. 

 

-  Bilanciamento e sbilanciamento 

Sono situazioni che si verificano a carico di ciascuna delle distribuzioni marginali prese 

singolarmente. Riscontriamo una situazione di bilanciamento quando i soggetti da valutare si 

equidistribuiscono nelle due categorie, come nell’esempio in tabella 1.  

Quando, invece, vi è prevalenza di una delle due categorie allora si riscontra una situazione di 

sbilanciamento,  come nell’esempio in tabella 2. 

 

Tabella 1: situazione di bilanciamento. 

 

 

 Valutatore A  

 Sì No Tot. 

Valutatore B Sì --- --- 0.5 

 No --- --- 0.5 
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Tabella 2: situazione di sbilanciamento. 

 

 

 Valutatore A  

 Sì No Tot. 

Valutatore B Sì --- --- 0.7 

 No --- --- 0.3 

 

 

-  Sbilanciamento simmetrico e asimmetrico 

Confrontando lo sbilanciamento delle distribuzioni marginali dei due valutatori si può giudicare uno 

sbilanciamento simmetrico o asimmetrico rispetto alla diagonale principale.  

 

In tabella 3 è riportato un esempio di sbilanciamento simmetrico, caratterizzato dal fatto che lo 

sbilanciamento delle due marginali ha lo stesso verso. La distribuzione di entrambi gli osservatori è 

infatti sbilanciata sul “Sì”.  

 

In tabella 4 si verifica, invece, una situazione di sbilanciamento asimmetrico in quanto lo 

sbilanciamento ha verso opposto. 

 

 

Tabella 3: sbilanciamento simmetrico. 

 

 

 Valutatore A  
 

 Sì No Tot. 

Valutatore B Sì --- --- 0.7 

 No --- --- 0.3 

 Tot. 0.7 0.3 1.00 
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Tabella 4: sbilanciamento asimmetrico. 

 

 

 Valutatore A  

 Sì No Tot. 

Valutatore B Sì --- --- 0.7 

 No --- --- 0.3 

 Tot. 0.3 0.7 1.00 

 

 

Notiamo che la situazione di sbilanciamento simmetrico, di per sé, non fornisce alcuna informazione 

sul livello di concordanza. Tale sbilanciamento, ammesso che non siano stati commessi errori 

sistematici (di selezione o di classificazione), è semplicemente l’espressione dello sbilanciamento della 

distribuzione nella popolazione oggetto di studio.  

Lo sbilanciamento asimmetrico invece ci fornisce un’informazione di non-accordo che si esprime 

già sulle frequenze marginali.  

 

-  Definizione dei paradossi 

Vediamo ora come vengono definiti i paradossi dai due autori: 

1)  primo paradosso: “... un alto valore della proporzione di accordo osservato ( op ) può essere 

paradossalmente alterato dalla correzione per l’accordo atteso per il solo effetto del caso”; 

 

Tabella 5: esempio del primo paradosso. 

 

 

 Valutatore A   

 Sì No Tot.  8.0=op  

Valutatore B Sì 70 15 85  675.0=ep  

 No 5 10 15  38.0=k  

 Tot. 75 25 100   
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Questa è una situazione che si può verificare nel caso di sbilanciamento simmetrico delle frequenze 

marginali. In questi casi, proprio a causa dello sbilanciamento, la proporzione di accordo atteso può 

assumere valori talmente alti che, anche a fronte di una proporzione di accordo osservato alta, si 

possono ottenere valori di kappa tutt’altro che soddisfacenti. 

 

2)  secondo paradosso: “Il valore della statistica kappa sarà più alto con uno sbilanciamento 

asimmetrico piuttosto che simmetrico nelle distribuzioni marginali…..” 

 

Tabella 6:  sbilanciamento simmetrico 

 

 

 Valutatore A   

 Sì No Tot.  65.0=op  

Valutatore B Sì 45 20 65  53.0=ep  

 No 15 20 35  26.0=k  

 Tot. 60 40 100   

 

 

Tabella 7: sbilanciamento asimmetrico. 

 

 Valutatore A    

 Sì No Tot  65.0=op  

Valutatore B Sì 35 30 65  47.0=ep  

 No 5 30 35  34.0=k  

 Tot. 40 60 100   

 

 

Come possiamo notare da queste tabelle a parità di accordo osservato lo sbilanciamento asimmetrico 

fornisce un valore di kappa maggiore che nel caso di sbilanciamento simmetrico. 
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I paradossi da un punto di vista analitico 

Come abbiamo avuto modo di spiegare, la statistica kappa è una misura di accordo in cui il livello di 

accordo osservato ( )op  e il livello di accordo massimo (che nella formula classica viene posto pari a 

1) vengono aggiustati per un fattore di correzione ep .  

Il valore assunto da tale fattore, che esprime il livello di accordo atteso per il solo effetto del caso (cioè 

assumendo criteri di valutazione indipendenti), dipende dalle distribuzioni delle frequenze marginali. 

A parità di accordo osservato, quindi, il valore della statistica kappa varia in funzione del valore di 

accordo atteso e, indirettamente, in funzione delle distribuzioni marginali. 

 

Dal punto di vista formale ciò può essere spiegato esprimendo il valore dell’accordo atteso nel 

seguente modo: 

)(25.0 *
1.

*
.1 pppe +=  

 dove: 

.1
*
.1 5.0 pp −=            e           1.

*
1. 5.0 pp −= . 

 

 

Il valore dell’accordo atteso dipende, quindi, da  

-  una quantità fissa che esprime il valore assunto da ep  in caso di bilanciamento (0.5)  

-  e dalla quantità )(2 *
1.

*
.1 pp  che esprime lo scostamento dalla situazione di bilanciamento. 

In particolare la quantità )(2 *
1.

*
.1 pp  assumerà valori positivi nei casi di sbilanciamento simmetrico e 

valori negativi nei casi di sbilanciamento asimmetrico producendo rispettivamente un abbassamento e 

un innalzamento dei valori assunti dalla statistica kappa. 

 

In figura 1 presentiamo l’andamento dei valori assunti dalla proporzione di accordo atteso ( ep ) in 

funzione della quantità *
1.

*
.1 pp  nel caso di perfetto sbilanciamento asimmetrico e simmetrico.  

 

Chiariamo che per sbilanciamento perfetto si intende il caso in cui il grado di sbilanciamento sia 

uguale nelle due marginali. 
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 Figura 1 

Valori della proporzione di accordo atteso
in funzione dei valori di p1.*p.1*
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Questo grafico mostra come si modifica il valore dell’accordo atteso ( ep ) in funzione della situazione 

di bilanciamento o sbilanciamento delle marginali. Il valore minimo lo si riscontra nel caso di estremo 

sbilanciamento asimmetrico perfetto. Man mano che si procede verso una situazione di bilanciamento 

il valore aumenta fino ad arrivare alla situazione di perfetto bilanciamento in cui 5.0=ep . 

Dopodiché continua a incrementare man mano che si procede verso uno sbilanciamento simmetrico 

fino ad arrivare al valore massimo in corrispondenza della situazione di estremo sbilanciamento 

simmetrico perfetto. 

 

I paradossi da un punto di vista empirico 

Nel caso del primo paradosso, che come abbiamo detto coincide con il caso di sbilanciamento 

simmetrico, il valore della proporzione di accordo atteso assume valori elevati proprio per effetto dello 

sbilanciamento. Da un punto di vista empirico questo potrebbe essere spiegato notando che, sempre 
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per effetto dello sbilanciamento, una parte della casistica deve necessariamente collocarsi nella cella di 

concordanza della categoria di prevalenza.  

 

Riprendiamo il nostro esempio. 

 

 

 Valutatore A   

 Sì No Tot.  8.0=op  

Valutatore B Sì 70 15 85  675.0=ep  

 No 5 10 15  38.0=k  

 Tot. 75 25 100   

 

 

In questa tabella, al fine di rispettare i valori assunti dalle frequenze marginali, nella cella di 

concordanza del “Sì” devono collocarsi necessariamente almeno 60 casi. Questo implica, da una parte 

che il valore della proporzione di accordo osservato non potrebbe mai scendere al di sotto di 0.60, 

dall’altra che questi 60 casi non rappresentano l’effetto di una situazione di concordanza tra i 

valutatori, ma solo l’effetto dello sbilanciamento della variabile nella popolazione. E maggiore è lo 

sbilanciamento, maggiore è la proporzione della casistica “non utile” alla valutazione del reale livello 

di accordo. Risulta quindi corretto che il valore dell’accordo atteso, che nella statistica kappa ha 

proprio la funzione di “correggere” per tener conto di questa situazione, risulti, in casi come questo, 

elevato. Il basso valore assunto dalla statistica kappa nel nostro esempio non è quindi da considerarsi 

paradossale se non apparentemente. Se proviamo, infatti, a considerare la nostra tabella, escludendo i 

60 casi di cui sopra, vedremo che il livello reale di accordo è basso e è quindi ben rappresentato dalla 

stima. Come del resto, un valore elevato dell’accordo atteso, non impedisce alla statistica di assumere 

valori soddisfacenti nei casi di reale accordo. 

Tuttavia, in conseguenza del fatto che la casistica “utile” per la valutazione della concordanza si riduce 

a una parte della casistica, è sufficiente che anche solo pochi casi si collochino sulle celle di 

discordanza per portare a un valore di kappa basso. 

 

Alla luce di quanto detto potremmo concludere che i valori della kappa in questa situazione sono 

valori solo apparentemente paradossali, tuttavia, il primo paradosso identifica una situazione delicata 

di cui è bene tenere presente in fase di pianificazione.  
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In particolare: 

-  In fase di pianificazione di uno studio di concordanza su variabili dicotomiche, ove sia possibile, è 

utile impostare lo studio in modo tale che la variabile sia bilanciata. 

-  Ove non fosse possibile selezionare la casistica in modo tale da ottenere variabili bilanciate è 

consigliabile aumentare la numerosità della casistica stessa in modo tale che le stime siano 

maggiormente stabili. 

 

Il secondo paradosso, al contrario del primo, è da considerarsi reale.  

Infatti, non sembra corretto che, a parità di accordo osservato, uno sbilanciamento asimmetrico, che di 

per se stesso è già indice di disaccordo, produca valori di k più elevati che nel caso di sbilanciamento 

simmetrico. Come abbiamo avuto modo di spiegare (vedi figura 1), le situazioni di sbilanciamento 

asimmetrico sono caratterizzate da valori di 5.0<ep . Si potrebbe dunque proporre, per ovviare 

almeno in parte a questo paradosso, di forzare la proporzione di accordo atteso a non assumere valori 

inferiori a 0.5. Tuttavia, l’effetto di questo paradosso sul valore della statistica è di entità talmente 

contenuta da non modificare sostanzialmente il giudizio sul grado di concordanza. E’ bene, però, 

tener presente in fase di interpretazione dei risultati che nel caso di sbilanciamento asimmetrico il 

valore della statistica kappa risulta essere lievemente sovrastimato.   

 

 APPLICAZIONE 

Il presente lavoro è stato pubblicato insieme con altri autori (Corletto V et al, 1998) sull’Analitycal 

Cellular Pathology. Si tratta di un lavoro nel quale è stato indagato il livello di concordanza, nella 

valutazione del residuo tumorale su un campione di vetrini, tra l’anatomo-patologo e un analizzatore 

d’immagine. 

All’epoca della pubblicazione di questo articolo veniva proposto, come parte integrante del 

trattamento primario del tumore della mammella, l’utilizzo della chemioterapia pre-operatoria da 

effettuarsi, nel caso di tumori di piccole dimensioni, al fine di ridurre il rischio di recidiva locale, e nei 

tumori di maggiori dimensioni al fine di permettere una chirurgia più conservativa. Uno degli end-

point di efficacia era fornito dalla quantità di residuo tumorale che veniva solitamente valutato 

dall’anatomo-patologo. Successivamente si è reso disponibile un analizzatore d’immagine che poteva 

fornire tale valutazione e si è reso quindi necessario valutare la concordanza. 

La variabile esprime la classificazione in 4 categorie della presenza di residuo tumorale, in 

percentuale. 

Di seguito riportiamo le tabelle di presentazione dei dati e dell’analisi statistica. 
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Tabella 1: Concordanza entro 

osservatore (tra la prima e la 

seconda osservazione da parte 

dello  stesso anatomo-patologo).
Categoria 

I 
II 
III 
IV 

Totale 
 

I 
11 
3 
0 
0 
14 

 
II 
0 
6 
3 
0 
9 

 
III 
1 
1 
25 
0 
27 

 
IV 
0 
0 
1 
18 
19 

 
Totale 

12 
10 
29 
18 
69 

 
 

 Tabella 2: Concordanza tra 

osservatori (tra la valutazione 

dell’anatomo-patologo e quella 

dell’analizzatore d’immagine). 
Categoria 

I 
II 
III 
IV 

Totale 
 

I 
14 
0 
0 
0 
14 

 
II 
2 
7 
0 
0 
9 

 
III 
3 
16 
8 
0 
27 

 
IV 
1 
6 
3 
9 
19 

 
Totale 

20 
29 
11 
9 
69 
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Tabella 3: Valori della kappa e intervalli di confidenza al 95% per 
la kappa classica e per la kappa pesata. 
 

Kappa non pesata Kappa pesata 

 Pesi assoluti Pesi quadratici  

ck  IC(95%) 

 

wk  IC(95%) 
wk  IC(95%) 

Tabella 
1

0.82 (0.7-
0 9)

 0.87 (0.8-1) 0.92 (0.9-1) 

Tabella 
2

0.43 (0.3-
0 6)

 0.52 (0.4-0.7) 0.61 (0.5-0.8) 

 

 

ESEMPIO* 

*Realizzato utilizzando il software SAS di proprietà esclusiva, 
tutelata dalla normativa sui diritti d'autore, di SAS Institute 
Inc., Cary ,North Carolina, USA. 
 

ISTRUZIONE 
*======================================RIPRODUCIBILITA’; 
data riprod; 
input AP1 AP2 wt; 
cards; 
1 1 11  
1 2 3 
1 3 0 
1 4 0 
2 1 0 
2 2 6 
2 3 3 
2 4 0 
3 1 1 
3 2 1 
3 3 25 
3 4 0 
4 1 0 
4 2 0 
4 3 1 
4 4 18 
; 
 
proc freq order=data; 
weight wt; 
 
table AP1*AP2/agree (wt=FC) printkwt nopct norow nocol; 
      exact kappa wtkap; 
  run; 
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OUTPUT 

TABLE OF AP1 BY AP2 

AP1       AP2 
 
 Frequency|    1   |    2   |    3   |    4   |  Total 
 ---------+--------+--------+--------+--------+ 
      1   |   11   |    3   |    0   |    0   |     14 
 ---------+--------+--------+--------+--------+ 
      2   |    0   |    6   |    3   |    0   |      9 
 ---------+--------+--------+--------+--------+ 
      3   |    1   |    1   |   25   |    0   |     27 
 ---------+--------+--------+--------+--------+ 
      4   |    0   |    0   |    1   |   18   |     19 
 ---------+--------+--------+--------+--------+ 
 Total        12       10       29       18         69 
 
 Simple Kappa Coefficient 
 -------------------------------- 
 Kappa (K)                 0.8162 
 ASE                       0.0563 
 95% Lower Conf Limit      0.7059 
 95% Upper Conf Limit      0.9265 
  
 Test of H0: Kappa = 0 
 ASE under H0              0.0729 
 Z                        11.2026 
 One-sided Pr >  Z         <.0001 
 Two-sided Pr > |Z|        <.0001 
                                  
 Kappa Coefficient Weights(Fleiss-Cohen Form) 
  AP2        1           2           3           4 
 --------------------------------------------------- 
   1      1.0000      0.8889      0.5556      0.0000 
   2      0.8889      1.0000      0.8889      0.5556 
   3      0.5556      0.8889      1.0000      0.8889 
   4      0.0000      0.5556      0.8889      1.0000 
 
 Weighted Kappa Coefficient 
 -------------------------------- 
 Weighted Kappa (K)        0.9209 
 ASE                       0.0321 
 95% Lower Conf Limit      0.8579 
 95% Upper Conf Limit      0.9838 
  
 Test of H0: Weighted Kappa = 0 
 ASE under H0              0.1202 
 Z                         7.6605 
 One-sided Pr >  Z         <.0001 
 Two-sided Pr > |Z|        <.0001 
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20.10.  DIFFERENZA TRA RISCHI E RISCHIO RELATIVO, CON INTERVALLI DI 

CONFIDENZA 

Il test chi quadrato e il metodo esatto di Fisher per piccoli campioni in tabelle 2 x 2  servono per 

confrontare le frequenze tra due campioni indipendenti. L’ipotesi nulla H0 è che, nei due differenti 

gruppi (1 e 2), le frequenze relative di individui che hanno la caratteristica in esame siano uguali; in 

termini più tecnici, che siano due campioni estratti dalla medesima popolazione oppure da due 

popolazioni con la stessa frequenza relativa π. In simboli: 

H0: π1= π2 

 

In varie situazioni, sempre con dati categoriali, per verificare l’effetto di una situazione alterata o 

disturbata rispetto a quella ritenuta normale, il confronto viene fatto con una situazione di 

controllo. In Medicina e Epidemiologia, spesso il confronto è tra persone esposte al rischio e persone 

non esposte. 

Indicando  

- con a1 il numero di persone con la malattia in un campione di persone esposte al rischio, di 

dimensioni n1, 

- con a2 il numero di persone con la malattia in un campione di persone non esposte al rischio, di 

dimensioni n2, 

 si ottengono le due proporzioni o frequenze relative p1 e p2 con 

1

1
1 n

ap =      e     
2

2
2 n

ap =  

 

In questa condizione sperimentale, può essere utile confrontare la proporzione di ammalati presente 

nelle persone esposte al rischio (p1) con quella presente nella situazione di controllo (p2). 

Le misure utili sono: la differenza tra rischi e il rapporto tra rischi o rischio relativo. 

 

La differenza tra rischi (risk difference indicata con RD) è  definita come 

RD = p1 – p2 

Di essa è possibile calcolare l’intervallo di confidenza.  

La risk difference reale (δ = π1 - π2), nel caso di grandi campioni e quindi solamente (come 

illustrato nel capitolo sul χ2) quando si abbia 

-  sia 5111 ≥⋅⋅ qpn  

-  sia  5222 ≥⋅⋅ qpn , 

 con p1 - p2 positivo è 
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 mentre con p1 - p2 negativo è 
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 dove  

-  2/aZ  è il valore di Z alla probabilità α prefissata, in una distribuzione bilaterale; 

-   q = 1 - p. 

In entrambi i casi, la differenza RD = p1 - p2 è ridotta, in valore assoluto, della quantità 









+

21 2
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ESEMPIO 1. Su un campione di 4 mila persone che giornalmente assumono il farmaco X, 11 

presentano i sintomi della malattia A. Nel campione di controllo, formato da 10 mila persone, gli 

individui affetti sono 7.  

Quale è la differenza tra rischi? Quale il suo intervallo di confidenza al 95% di probabilità? 

 

Risposta. Dopo aver calcolato  

-  p1 = 11/4000 = 0,00275 

-  p2 = 7/10000 = 0,00070 

 si stima la differenza tra rischi 

RD = 0,00275 - 0,0007 = 0,00205 

 che risulta RD = 0,00205. 

Per stimare il suo intervallo di confidenza, dapprima occorre verificare che siano realizzate entrambe 

le condizioni di validità relative alle dimensioni dei campioni.  

Nel caso dell’esempio 

-  111 qpn ⋅⋅  = 99725,000275,04000 ⋅⋅  = 10,97  quindi > 5  

-  222 qpn ⋅⋅  = 9993,00007,010000 ⋅⋅  = 6,995   quindi > 5 

 in entrambi i campioni si hanno  quantità superiori a 5. Si può utilizzare la distribuzione normale.  

 

Con i dati dell’esempio 

-  α = 0.05 in una distribuzione bilaterale il valore è  Z = 1,96 

-  n1 = 4000         p1 = 0,00275       q1 = 0,99725 

-  n2 = 10000       p2 = 0,00070       q2 = 0,9993 

 si ricava che 
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 la differenza reale tra le due proporzioni è δ = 18,75 ± 17 per 10 mila.  

Espressa come proporzione, con una probabilità del 95 per cento la differenza reale tra le due 

popolazioni è compresa tra 0,000175 e  0,003575. 

 

Più spesso si utilizza il rapporto tra rischi (risk ratio) o rischio relativo (relative risk indicato con 

RR), chiamato anche in modo più rapido rapporto R,  

 definito come 

RR = p1/p2 

La sua distribuzione è di tipo binomiale.  

 

Per stimare l’intervallo di confidenza con la distribuzione Z, si deve assumere che RR sia distribuito 

in modo approssimativamente normale. Trattandosi di un rapporto, quindi con forte asimmetria 

destra, si deve ricorrere alla trasformazione logaritmica;  

 in questo caso al log naturale 

)ln(RR  

 di cui è possibile calcolare la varianza, come pure per le due proporzioni p1 e p2, cioè ln(p1) e ln(p2). 

Per ln(p1) e ln(p2), con formula euristica,  

 le varianze sono: 
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Poiché si ha che 

1

1
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 con formula abbreviata le due varianze 

 diventano 
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La varianza del ln del rapporto p1/p2, cioè di ln(RR) è la somma delle due varianze, 

 cioè 
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L’indice calcolato RR è un valore medio. Quindi la radice quadrata della sua varianza, la deviazione 

standard, in realtà è  

 un errore standard (se = standard error) 
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L’intervallo di confidenza del rischio relativo π1/π2,  

 sempre nella condizione che il campione sia grande, quindi che 

-  sia 5111 ≥⋅⋅ qpn  

-  sia 5222 ≥⋅⋅ qpn , 

 alla probabilità α prestabilita,  

 utilizzando il logaritmo è 
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Per l’uso dei logaritmi sono chiamati anche limiti logit. 

Dopo aver stimato il limite inferiore (l1) e il limite superiore (l2), si ritorna alla scala originale con 

1le    e    2le  
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ESEMPIO 2. (con gli stessi dati dell’esempio 1). Su un campione di 4 mila persone che giornalmente 

assumono il farmaco X, 11 presentano i sintomi della malattia A. Nel campione di controllo, formato 

da 10 mila persone, gli individui affetti sono 7.  

Quale è il rischio relativo? Quale il suo intervallo di confidenza al 95% di probabilità? 

 

Risposta. Dopo aver calcolato  

-  p1 = 11/4000 = 0,00275 

-  p2 = 7/10000 = 0,00070 

 si stima il rischio relativo 

RR = 929,3
00070,0
00275,0

=  

 che risulta RR = 3,929. 

Poiché le condizioni di validità sulle dimensioni del campione sono rispettate, come mostrato per 

questi dati nell’esempio 1,  si può stimare l’intervallo di confidenza. 

Con  

-  Z = 1,96 per una probabilità α = 0.05 in una distribuzione bilaterale  

-  n1 = 4000         a1 = 11       b1 = 3989 

-  n2 = 10000       a2 = 7         b2 = 9993 

 si ricava che 

947,0638,12335,096,1638,1
100007
9993

400011
398996,1)929,3ln( ±=⋅±=

⋅
+

⋅
⋅±  

 

-  il limite inferiore è l1 = 1,638 – 0,947 = 0,691 

-  il limite superiore è l2 = 1,638 + 0,947 = 2,585 

 

Per ritornare alla stessa scala del rapporto (RR = 3,929) si deve calcolare l’antilog; i due limiti 

calcolati diventano l’esponente di e   (dove e = 2,71828 approssimato alla 5 cifra decimale). Di 

conseguenza, i due limiti dell’intervallo di confidenza del rapporto tra rischi RR sono: 

- per il limite inferiore,  691,0e  = 2,718280,691 = 1,996 

- per il limite superiore,  585,2e  = 2,718282,585 = 13,263 

In conclusione, il rischio relativo calcolato con i dati sperimentali è RR = 3,929. L’intervallo di 

confidenza del valore reale è compreso tra 1,996 e 13,263 con probabilità del 95% di affermare il vero. 
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La misura di rischio relativo (RR) e l’introduzione al concetto di odds ratio è attribuita a J. 

Cornfield per uno studio su dati clinici del 1951 (vedi l’articolo A method of estimating comparative 

rates from clinical data. Applications to cancer of the lung, breast and cervix, pubblicato su Journal 

of the National Cancer Institute, Vol. 11, pp. 1229 – 1275). 

Per chiarire i concetti e meglio comprendere i metodi, è utile rivedere la presentazione del suo articolo, 

molto chiara e semplice. E’ utile soprattutto per evitare una trappola logica, in cui è facile cadere 

quando non si inizia questo tipo di ricerche. 

Nella ricerca epidemiologica, un problema frequente è determinare la probabilità di essere colpiti da 

una malattia specifica, sulla base di una precisa caratteristica comportamentale; per esempio, 

ammalarsi di cancro al polmone fumando un certo numero di sigarette al giorno. Teoricamente la 

soluzione è semplice: 

-  su un campione di fumatori abituali, si rileva la proporzione (p1) di persone ammalate, 

- su un campione di non fumatori, della stessa età del campione precedente, si rileva la proporzione 

(p2) di persone ammalate; 

- la differenza (d) tra le due proporzioni (d = p1 – p2) misura l’intensità dell’associazione (the 

strength of association) tra fumo e cancro al polmone in quella età. 

Ma avere la proporzione degli ammalati di una malattia specifica (come il cancro al polmone), in varie 

categorie comportamentali (come l’essere fumatori abituali di sigarette) e/o in classi d’età (come in 

quella da 40 a 49 anni) non è frequente. 

 

La ricerca epidemiologica spesso è fondata sulle cartelle cliniche. Delle persone colpite di cancro al 

polmone è noto se sono fumatori o no e la classe d’età. Da questi dati non si determina la proporzione 

di persone colpite dal cancro tra i fumatori e i non fumatori, ma solo la percentuale o proporzione di 

fumatori tra gli ammalati. La differenza delle frequenze relative dei fumatori e dei non fumatori tra gli 

ammalati non misura l’intensità dell’associazione tra malattia e fumo; quindi non si ha alcuna 

l’indicazione sul fatto che il fumo sia carcinogeno. Per ricavare da questi dati la proporzione di 

ammalati tra i fumatori (p1) e i non fumatori (p2) servono altre informazioni, raccolte con una 

impostazione corretta. 

 

Un breve inciso sulla terminologia: in epidemiologia si misurano incidenza e prevalenza. 

Incidenza (incidence) è la proporzione di persone sane che sviluppano la malattia in un certo periodo 

di tempo (di solito l’anno o il mese); è la proporzione di nuovi ammalati:  

-  Incidenza = numero di casi nuovi in un periodo / numero di persone a rischio nello stesso 

periodo 
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-  Prevalenza (prevalence) è una misura della proporzione di persone ammalate in un certo periodo. 

Può essere misurata in modo puntiforme (point prevalence) oppure su un periodo (period 

prevalence). 

-  Prevalenza = numero di ammalati / numero della popolazione 

 

Misura l’esistenza di una malattia. E’ legato alla incidenza in quanto  

-  Prevalenza = Incidenza x tempo medio di durata della malattia 

 

 

20.11.   ODDS RATIO E CROSS PRODUCT RATIO; INTERVALLO DI CONFIDENZA; 

TEST DI SIGNIFICATIVITA’ PER UNO E TRA DUE ODDS RATIO 

Il rischio relativo (relative risk = p1/p2), come presentato nel paragrafo precedente, è espresso dal 

rapporto della probabilità tra persone esposte (p1) al rischio e quella di persone non esposte (p2). 

E’ un metodo facile da capire; ma ha il grave svantaggio di essere costruito sul denominatore. Se la 

proporzione del rischio per i non esposti è piccola, il rapporto diventa grande ma con una misura 

approssimata. Se tale proporzione è grande, vicina a 1come quella delle persone esposte, anche il 

valore di RR tende a 1.  

 

Ad esempio:  

-  se p2 = 0,6 (ovviamente rispetto a p1), il valore del rischio relativo è 1/0,6 = 1,67 

-  se p2 = 0,9 (sempre rispetto a p1 e minore di esso perché rappresenta il rischio delle persone non 

esposte), il valore del rischio relativo è 1/0,9 = 1,11. 

Per superare questo limite, le due proporzioni sono stabilizzate attraverso la relazione 

q
p

p
p

=
−1

 

 

Quindi il rapporto tra le due proporzioni p1 e p2 diventa il rapporto di probabilità o  

 odds ratio (OR): 
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==  

Odds ratio è un termine tecnico inglese, che nei testi di statistica in italiano spesso non è tradotto; 

significa rapporto di probabilità. 
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Se p è la probabilità di un evento, l’odds è la probabilità a favore del successo, 

(If two proportions p1, p2 are considered and the odds in favor of success are computed for each 

proportions, then the ratio of odds, or odds ratio, becomes a useful measure for relating the two 

proportions). 

 

In una tabella di contingenza 2 x 2 

 

 

 Risposte  

Campioni + - Totale 

Caso a  b  ba +  

Controllo c  d  dc +  

Totale --- --- N 

 

 

 con  

p1 = 
ba

a
+

       q1 = 
ba

b
+

        p2 = 
dc

c
+

          q2 = 
dc

d
+

 

 l’odds ratio diventa 
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E’ il prodotto incrociato o Cross Product Ratio, abbreviato spesso in CPR. 

 

Quando si parla di ammalati presenti in un gruppo di persone esposte (caso) rispetto agli ammalati in 

un gruppo di non esposti (controllo) si ha il disease odds ratio (OR), definito come la probabilità di 

essere colpiti dalla malattia per il gruppo di esposti, diviso la probabilità del gruppo dei non esposti. 

 

A volte è possibile che, trattandosi di conteggi, una o più delle 4 caselle (a, b, c, d) siano uguali a 0. 

Ne deriva che il valore di OR, calcolato sul prodotto incrociato, diventa indeterminato. 
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In tal caso, se almeno una frequenza è pari a 0,  

OR è dato da 

OR = 
)5,0()5,0(
)5,0()5,0(

+⋅+
+⋅+

cb
da

 

 

ESEMPIO 1 (stessi dati del paragrafo precedente).  Su un campione di 4 mila persone che 

giornalmente assumono il farmaco X, 11 presentano i sintomi della malattia A. Nel campione di 

controllo, formato da 10 mila persone, gli individui affetti sono 7.  

Calcolare il desease odds ratio (OR). 

 

Risposta. Utilizzando la formula 

12

21

qp
qpOR
⋅
⋅

=  

 con  

-  p1 = 11/4000 = 0,00275      e     q1 = 1 – 0,00275 = 0,99725 

-  p2 = 7/10000 = 0,00070     e      q2 = 1 – 0,00070 = 0,9993 

 si ottiene 

937,3
000698,0
002748,0

99725,00007,0
9993,000275,0

==
⋅
⋅

=OR  

 

 con un risultato approssimato, in funzione del numero di decimali utilizzati nelle proporzioni. 

Impostato come una tabella 2 x 2 con le frequenze assolute 

 

 

 Malattia  

Campioni + - Totale 

Caso 11 3993 4000 

Controllo 7 9993 10000 

Totale --- --- N 

 

si ottiene 

937,3
27923

109923
39897
999311

==
⋅
⋅

=OR  

 lo stesso identico risultato. 
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Ma con una stima che è più semplice della precedente. 

Quando, come in questo caso che rappresenta la norma, il valore è maggiore di 1, l’interpretazione è 

che il gruppo degli esposti ha  una probabilità maggiore di essere colpito dalla malattia di quello dei 

non esposti al rischio. Nel caso di  OR, 

-  quando p1 ha un valore prossimo a 0, anche OR tende a 0. 

-  quando p1 ha un valore prossimo a 1, OR tende a infinito.  

 

E’  possibile valutare anche l’exposure odds ratio, definito come il rapporto (ratio) tra la probabilità 

(odds) di un ammalato di essere del gruppo degli esposti e la probabilità di essere stato tra i non 

esposti. 

 

In una tabella di contingenza 2 x 2 

 

 

 Risposte  

Campioni + - Totale 

Caso a  b  --- 

Controllo c  d  --- 

Totale ca +  db +  N 

 

 

 l’exposure odds ratio diventa 
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 uguale all’odds ratio e al disease odds ratio. 

 

Come evidenziato per il rapporto tra rischi (RR), anche l’odds ratio (OR) è un rapporto e quindi la sua 

distribuzione campionaria ha una forte asimmetria destra. Di conseguenza, la varianza è stimata 

attraverso la trasformazione logaritmica. Per il suo calcolo, sono stati proposti molti metodi.  
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Tra i più semplici e diffusi è da ricordare il metodo di Woolf, proposto appunto da B. Woolf nel 1955 

in una ricerca per confrontare il rischio di malattie nei vari gruppi sanguigni (con l’articolo On 

estimating the relation between blood group and disease, pubblicato su Annals of Human Genetics, 

Vol. 19, pp. 251-253) 

 

La varianza dell’odds ratio è 

( )[ ]
bcba

ORVar 1111ln +++=  

 

La sua radice quadrata, quindi la deviazione standard, in realtà  

è l’errore standard (se = standard error) 

( )[ ]
dcba

ORse 1111ln +++=  

 

Assumendo che la distribuzione del ln(OR) sia approssimativamente normale, alla probabilità α 

l’intervallo di confidenza è 

dcba
ZOR 1111)ln( 2/ +++⋅± α  

 

Anche per la varianza e l’errore standard dell’odds ratio è possibile che, trattandosi di conteggi, una o 

più delle 4 caselle (a, b, c, d) siano uguali a 0.  

Ne deriva che il valore di OR e il suo errore standard diventano infiniti. 

In tal caso, quando almeno una frequenza è pari a 0,  

 l’errore standard es(lnOR) è 

es(lnOR) = 
5,0

1
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1
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Secondo quanto proposto da M. Pagano e K. Gauvreau nel 1993 nel loro testo Principles of 

biostatistics (Belmont, CA, Duxbury Press), questo metodo sarebbe da utilizzare anche come 

correzione per la continuità, quando il campione è piccolo. 

 

Per stimare l’intervallo fiduciale di OR, si deve 

-  trasformare il suo valore in lnOR, 

-  calcolare l’intervallo fiduciale alla probabilità α prefissata,  

 che per (1 - α) = 0,95  e quindi Z = 1,96 è 
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lnOR ± 1,96 x es(lnOR) 

 

- riconvertire i ln dei due valori estremi l1 e l2 dell’intervallo fiduciale in OR, mediante elevamento a 

potenza di  le  cioè di  2,71828l 

 

 

ESEMPIO 1.  Si vuole verificare se in una popolazione anziana, che da vari anni risiede in una zona 

ad alto inquinamento, le malattie polmonari hanno un’incidenza maggiore rispetto a quella della 

popolazione di pari età che risiede in una zona con inquinamento basso. La raccolta dei dati ha fornito 

i seguenti risultati 

 

 

 Malattia  

Inquinamento Si No Totale 

Alto 236 524 760 

Basso 104 634 738 

Totale 340 1158 1498 

 

 

Stimare alla probabilità 1 - α = 0,95 l’intervallo di confidenza del rischio relativo di malattie 

polmonari, per la popolazione che da anni risiede nella zona ad alto inquinamento. 

 

Risposta.  Il rapporto incrociato o odds ratio (OR) 

 tra le popolazioni che vivono nelle due zone diverse  

 è 

OR = 
104524
634236
⋅
⋅

 = 
149624
54496

 = 2,75 

 uguale a 2,75. 

Esso sta ad indicare che la frequenza relativa delle persone con malattie polmonari nella zona ad alto 

inquinamento è 2,75 volte più elevato di quella presente nella zona a basso inquinamento. 

 

Di questa stima media è possibile calcolare l’intervallo di confidenza. 
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A questo scopo, si ricorre al suo logaritmo naturale  

lnOR = ln 2,75  = 1,012 

 e se ne stima l’errore standard  

es(lnOR)  = 0016,00096,00019,00042,0
634

1
104

1
524

1
236
1

+++=+++   

es(lnOR)= 0173,0   = 0,1315 

 

 che, sempre espresso in logaritmo naturale, risulta es(lnOR) = 0,1315. 

 

L’intervallo di confidenza deve dapprima essere calcolato per il ln (cioè per lnOR) e successivamente 

essere riportato al valore del rapporto reale. 

Con i dati dell’esempio,  

 alla probabilità 1- α = 0,95 il ln dell’intervallo di confidenza di OR 

ln OR  =  1,012  ±  1,96  x  0,1315  = 1,012 ± 0,258 

 risulta compreso tra 0,754 e 1,270. 

Di conseguenza, alla probabilità 1- α = 0,95 il valore reale del rapporto OR, cioè il rischio relativo o 

rapporto tra rischi per le persone che risiedono in una zona ad alto inquinamento rispetto a quelli che 

risiedono in una zona a basso inquinamento (risultato uguale a 2,75), con questi dati campionari è 

compreso tra i due limiti 

- l1 = 754,0e  =  2,718280,754  = 2,13  

- l2 = 270,1e  = 2,718281,270  = 3,56. 

E’ chiaramente una distribuzione non simmetrica, con asimmetria destra. 

 

ESEMPIO  2. (tratto, con elaborazione, dal testo di Bernard Rosner (2000) Fundamentals of 

Biostatistics, 5th ed. Duxbury). Stimare il risk ratio e il suo intervallo di confidenza alla probabilità 

del 95%, per il cancro al seno in donne che hanno avuto il primo figlio all’età di almeno trenta anni 

rispetto a donne che lo hanno avuto prima dei 30 anni, con i seguenti dati  

 

 Malattia  

Età Si No Totale 

≤ 29 anni 1498 8747 10245 

≥ 30 anni 683 2537 3220 
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Risposta.  Dalla tabella risulta che  

-  per le donne che hanno avuto il primo figlio più giovani (età ≤ 29 anni), la frequenza relativa o 

proporzione di ammalate di cancro al seno è  p = 1498 / 10245 = 0,146 

-  per le donne che hanno avuto il primo figlio in età più avanzata (età ≥ 30 anni), la frequenza relativa 

o proporzione è  p = 683 / 3220 = 0,212. 

Una prima osservazione è che non è richiesto che i due campioni abbiano lo stesso numero di 

osservazioni; anzi è meglio che il campione con la frequenza minore sia più ampio, come 

nell’esempio.  

La seconda osservazione è che, per calcolare il rischio relativo, la tabella deve essere impostata in 

modo tale che il campione con il rischio maggiore sia nella prima riga.  

La tabella precedente diventa 

 

 

 Malattia  

Età Si No Totale 

≥ 30 anni 683 2537 3220 

≤ 29 anni 1498 8747 10245 

 

 

In essa l’odds ratio o risk ratio è 

572,1
3800426
5974201

14982537
8747683

==
⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
cb
daOR  

 uguale a 1,572 

Il suo intervallo di confidenza è dato da 

dcba
ZOR 1111ln 2/ +++⋅± α  

 

Per la probabilità α = 0.05 e quindi con Z = 1,96 e con i dati dell’esempio, 

 diventa 

8747
1

1498
1

2537
1

683
196,1572,1ln +++⋅±   

 

000114,0000668,0000394,0001464,096,1452,0 +++⋅±  
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101,0452,00514,096,1452,0 ±=⋅±  

 

 e determina  

-  il limite inferiore l1 = 0,452 – 0,101 = 0,351  

-  il limite superiore l2 = 0,452 + 0,101 = 0,553 

Si ritorna alla scala del rapporto con l’antilog ( dove 71828,2=e ): 

-  il limite inferiore è l1 = 351,0e  =  351,071828,2  = 1,42  

-  il limite superiore è l2 = 553,0e  =  553,071828,2  = 1,74  

In conclusione si può affermare che il rischio relativo per le donne che hanno avuto il primo figlio ad 

età più alta è 1,57 rispetto a quelle che lo hanno avuto prima dei 30 anni. Alla probabilità del 95%, tale 

rischio è compreso tra 1,42 e 1,74. 

 

Su principi simili è fondata, con un test che può essere sia bilaterale sia unilaterale, la significatività 

dell’odds ratio, cioè  la verifica dell’ipotesi nulla che l’odds ratio sia significativamente maggiore di 

1. La procedura è basata su gli stessi concetti dell’intervallo di confidenza appena illustrati, come 

mostrano R. Christensen nel 1990 (nel volume Log-linar models, edito da Springer-Verlag, New 

York) e M. Pagano e K. Gauvreau nel loro lavoro del 1993 (vedi il testo Principles of biostatistics, 

edito da Duxbury Press, Belmont CA). 

Anche in questo caso, si ricorre alla trasformazione logaritmica (ln) sulla base di due considerazioni: 

- se è vera l’ipotesi nulla H0  

π1 = π2  

 si  ha  OR = 1; quindi il rapporto tra le due probabilità (quella dell’effetto del farmaco rispetto al 

controllo o della zona ad alto inquinamento rispetto a quella a basso inquinamento) è uguale a 1 e il ln 

di 1 è uguale a 0; 

-   tradotte per OR, le ipotesi del test unilaterale di significatività diventano 

H0: OR ≤ 1     contro    H1: OR > 1 

 

La significatività è quindi determinata attraverso  

 la distribuzione  Z 

dcba

ORZ
1111

1lnln

+++

−
=  



 110

 

ESEMPIO 3. Con gli stessi dati dell’esempio 1, valutare se l’odds ratio delle persone con malattie 

polmonari è significativamente maggiore di 1, come atteso nel confronto tra persone che vivono in una 

zona ad alto inquinamento rispetto a quelle che vivono in un’area a basso inquinamento 

 

 

 Malattia 

Inquinamento Si No 

Alto 236 524 

Basso 104 634 

 

 

Risposta. Per verificare l’ipotesi unilaterale 

H0: OR ≤ 1      contro      H1: OR > 1 

 si può utilizzare la distribuzione Z 

dcba

ORZ
1111

1lnln

+++

−
=  

Pertanto, dopo aver ricavato 

OR = 
104524
634236
⋅
⋅

 = 
149624
54496

 = 2,75 

 OR uguale a 2,75 si calcola 

70,7
1315,0
012,1

0173,0
0012,1

634
1

104
1

524
1

236
1

1ln75,2ln
==

−
=

+++

−
=Z  

 

 il valore Z = 7,70. E’ talmente alto da essere significativo con probabilità inferiore a circa 1 su un 

milione. 

Quasi sempre questo test è unilaterale, per cui il valore critico di confronto per 

-   α = 0.05  è  Z = 1,646 

-   α = 0.01  è  Z = 2,33 

Quando il test è bilaterale, per cui a priori è atteso che l’odds ratio possa risultare inferiore oppure 

superiore a 1, il valore critico di confronto per 

-   α = 0.05  è  Z = 1,96 

-   α = 0.01  è  Z = 2,58. 
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E’ possibile anche il confronto tra due odds ratio, ovviamente calcolati in modo indipendente, cioè 

mediante due differenti tabelle 2 x 2. 

Il test può essere sia bilaterale che unilaterale, utilizzando la distribuzione Z,  

dopo aver calcolato 

2
2

2
1

21 lnln

OROR

ORORZ
σσ +

−
=  

 

ESEMPIO 4. Si ritiene che l’odds ratio tra persone che vivono in zone ad alto inquinamento e persone 

che vivono in aree a basso inquinamento sia maggiore per gli anziani rispetto ai giovani. 

In una popolazione è quindi stato accertato il numero di persone risultate affette da malattie polmonari, 

separando gli anziani dai giovani. La distribuzione ottenuta nelle due tabelle di contingenza  

 

 

Malattia in anziani Malattia in giovani  

Inquinamento Si No 

 

Inquinamento Si No 

Alto 48 63 Alto 55 96 

Basso 22 78 

 

Basso 30 60 

 

 

 è in accordo con l’atteso? 

 

Risposta.  E’ un test unilaterale. Indicando con OR1 l’odds ratio degli anziani e con OR2 quello dei 

giovani, l’ipotesi da verificare è 

H0: OR1 ≤ OR2      contro      H1: OR1 > OR2 

Dopo aver stimato  

- l’odds ratio degli anziani  

70,2
1386
3744

2263
7848

1 ==
⋅
⋅

=OR  

 e la sua varianza 

0949,00128,00454,00159,00208,0
78
1

22
1

63
1

48
12

1 =+++=+++=ORσ  
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- l’odds ratio dei giovani 

15,1
2880
3300

3096
6055

2 ==
⋅
⋅

=OR  

 e la sua varianza 

0786,00167,00333,00104,00182,0
60
1

30
1

96
1

55
12

2 =+++=+++=ORσ  

 

- si calcola il valore di Z 

05,2
4165,0
8535,0

1735,0
1398,09933,0

0786,00949,0
15,1ln70,2ln

==
−

=
+
−

=Z  

 che risulta Z = 2,05.  

Nella distribuzione normale unilaterale, a Z = 2,05 corrisponde una probabilità P = 0,02 che permette 

di rifiutare l’ipotesi nulla. Con i due campioni raccolti, si conferma che l’odds ratio degli anziani è 

significativamente maggiore di quello dei giovani. 

 

 

20.12.   LETTURA DEI TABULATI DI UN PACCHETTO STATISTICO 

Gli ultimi test presentati e gli indici di associazione tra variabili di tipo diverso sono stati presentati in 

modo schematico. Per essi la spiegazione è stata limitata ai concetti fondamentali, sufficienti per 

comprendere i tabulati dei programmi informatici, non per essere effettivamente operativi con calcoli 

manuali e l’aiuto solo di una calcolatrice da tavolo, come fatto per la quasi totalità dei test presentati. 

 

Per guidare alla scelta dei test più appropriati e per la corretta interpretazione dei risultati, sono 

stati riportati i tabulati di un programma informatico ad ampia diffusione.  

 

L’esercizio è una tabella 2 x 2, impostata per valutare il grado di associazione tra due variabili.  

 

 A  

 + - Tot 

B + 36 5 41 

 - 9 16 25 

 Tot 45 21 66 
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Poiché non è fornita alcuna informazione specifica sul tipo di campionamento (2 campioni 

dipendenti o indipendenti) e sulle variabili utilizzate (qualitativa, ordinale, di intervallo e loro 

combinazioni), gli stessi dati possono essere letti in tanti modi differenti. 

Per esempio, la stessa tabella potrebbe essere il confronto tra due campioni indipendenti con risposte 

qualitative 

 

 Risposta   

+ - Tot. 

A 36 5 41 Campione 

B 9 16 25 

 Tot. 45 21 66 
 

 

 su cui sarebbe da applicare il test χ2 con la correzione di Yates o il test G oppure il metodo esatto di 

Fisher, basando la scelta in rapporto al numero di osservazioni, considerati sia in totale sia entro ogni 

casella. 

Se ottenute come risultato di un esperimento tra due campioni dipendenti con risposte qualitative,  

come 

 

 PRIMA   

 + - Tot 

DOPO + 36 5 41 

 - 9 16 25 

 Tot 45 21 66 
 

 

 in cui un gruppo di 66 individui è stato classificato in due categorie binarie, prima e dopo 

l’esperimento, è possibile applicare il test di McNemar. 

 

Quando 2 variabili a confronto forniscono risposte quantitative 
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 Variabile A   

 Alti Bassi Tot. 

Variabile B Alti 36 5 41 

 Bassi 9 16 25 

 Tot. 45 21 66 
 

 

può essere utile applicare misure di correlazione. 

 

Le risposte che vengono fornite dai tabulati sono quindi numerose, come le seguenti; tra esse 

occorre scegliere quelle esplicative del problema posto; cioè capire quali sono le risposte utili al 

problema specifico che spesso non è possibile porre al computer, poiché è stato impostato per 

rispondere a tutte le domande che è possibile porre con quella tabella di dati. 

L’elenco di test qui riportato è il tabulato di un programma informatico, applicato ai dati prima 

presentati: 

 

 

 

Test 

Value df Exact Sig. 

(2-sided) 

Exact Sig. 

(1-sided) 

χ2 di Pearson 19.212 1 .000 .000 

Continuity Correction 16.898 1  

Likelihood Ratio 19.489 1 .000 .000 

Fisher’s Exact   .000 .000 

Linear by Linear Association 18.921 1 .000 .000 

Mc Nemar   .424 .212 
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Le due tabelle seguenti sono altri due esempi di risultati di analisi che sarebbe possibile applicare agli 

stessi dati. Alcuni test, come la correlazione di Spearman, sono spiegati nel capitolo seguente. 

 

Data Test Value Std  Error Approx.  Sig.

Nominal Lambda               symmetric .391 .155 .035

By Nominal                            var. 1  dependent .440 .137 .012

                            var. 2  dependent .333 .194 .155

 Goodman-Kruskal  τ   

                            var.1  dependent .291 .115 .000(a)

                            var. 2  dependent .291 .115 .000(a)

Ordinal Somers’ d            symmetric .539 .107 .000

By Ordinal                            var. 1  dependent .562 .110 .000

                            var. 2  dependent .518 .109 .000

Nominal Eta                      var. 1  dependent .540  

By Interval                            var. 2  dependent .540  
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a)chi-square probability 

 

Data Test Value Std  Error Approx.  Sig.

Nominal       Phi .540  

By Nominal       Cramer’s  V .540  

       Contingency  Coefficient .475  

Ordinal       Kendall’s  tau-b .540 .107 .000

By Ordinal       Kendall’s  tau-c .488 .107 .000

       Gamma .855 .085 .000

       Spearman  Correlation .540 .107 .000(b)

Interval By 
Interval 

      Pearson’s  r .540 .107 .000(b)

Measure of 
Agreement 

       Kappa .535 .108 .000

 

b) based on normal approximation 

 

 

  95% Confidence 

 Interval 

Test Value Lower Upper 

Odds Ratio 12.800 3.698 44.309 

 

 


