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CALCOLO DELLA RETTA CON Y RIPETUTE, CON VERIFICA DI LINEARITA’ E
INTRODUZIONE ALLA REGRESSIONE LINEARE MULTIPLA

17.1. CONFRONTO TRA DUE RETTE DI REGRESSIONE CON IL TEST t DI STUDENT E
CALCOLO DELLA RETTA COMUNE

I coefficienti angolari delle rette di regressione possono essere posti a confronto, con concetti ¢

CAPITOLO XVII

CONFRONTI TRA RETTE,

metodi del tutto analoghi a quelli utilizzati per le medie.

Anche sotto l'aspetto concettuale, le rette sono medie, in quanto

- indicano la risposta media di Y; per un dato valore di X

Questi test, detti di parallelismo poiché le rette con lo stesso coefficiente angolare sono parallele,

Servono per

- verificare la significativita delle differenze tra due o piu coefficienti di regressione, mediante la

distribuzione t o la distribuzione F.

Gruppi
Ind. X, Y: X, | Y2 X Y; Xp | Yp
1 X11 Y11 X2 Yi2 X1 Yij Xip Yip
2 X21 Y21 X2 Yo Xoj Y2 Xap Yop
I Xil Yi Xi2 Yi Xij Y Xip Yip
M Xml Ym1 Xm2 | Ym2 Xmj Yo Xump Ymp
Medie >_( 1 ?1 XZ ?2 Y] ?j Xp ?p




Quando si dispone di dati di regressione che sono stati classificati in due o piu gruppi, all'interno di
ognuno di essi ¢ possibile ammettere I'esistenza di una regressione lineare di Y su X. Come esempio,

puo essere considerato il confronto

- della relazione tra il peso e l'altezza in un gruppo di maschi (b,)

- un altro della relazione tra il peso e I'altezza in un gruppo di femmine (b, )

oppure tra pill gruppi classificati per classe d’eta (giovani( b, ), adulti( b, ), anziani( b;)).

I dati di p gruppi, ognuno con n osservazioni sperimentali, possono essere riportati in una tabella

come la precedente, utile per la presentazione dei dati e per la comprensione delle formule. In essa per

ogni gruppo sono riportati i valori sia della variabile X sia della variabile Y.

Due o piu rette di regressione possono differire per
- la pendenza o coefficiente angolare b,
- la posizione (elevation), che rappresenta un concetto leggermente differente da quello dell’intercetta,

anche se fondamentalmente coincidente

Mentre

- per la pendenza il confronto utilizza i valori dei coefficienti angolari b,,

- per lintercetta il confronto utilizza i valori a,,

- per la posizione (elevation) il confronto verifica la stessa ipotesi dell’intercetta, ma senza utilizzare

il confronto tra i valori delle intercette a; perché per X = 0 il valore di Y potrebbe essere privo di

significato o comunque non seguire la legge lineare stimata in un campo di osservazioni lontano da
€sso0.

Ad esempio, nella stima della relazione tra altezza (X) e peso (Y) in un gruppo di persone, non esiste
una persona con altezza X = (. Se si misura la relazione tra la capacita respiratoria (Y) in persone di
varie eta (X) ma sempre adulte, non ¢ detto che la stessa relazione sia valida anche per un neonato

(con X =0).

Inoltre, 1’uso statistico dell’intercetta a nelle discipline biologiche si scontra con il grave limite che

- ha un errore standard molto grande, come mostrato nel capitolo precedente.

Di conseguenza, per valutare la significativita della differenza tra due posizioni (elevations), vari
autori ritengono piu corretto e vantaggioso ricorrere a altri metodi. Il risultato dei confronti tra rette
implica scelte successive.

Se il test sulla pendenza tra piu gruppi non rifiuta ’ipotesi nulla (;= p,= Bs), puo essere utile stimare

un coefficiente angolare comune.



Se anche il test sulla posizione non rifiuta I’ipotesi nulla (o;= a,= a3), per gli stessi gruppi si puo

calcolare una retta comune, che esprima la relazione tra le X e le Y di tutta la popolazione.

11 confronto per il parallelismo tra due rette di regressione,

- la prima con coefficiente angolare b; calcolato su un campioni di dati ny
- la seconda con coefficiente angolare b, calcolato su un campioni di dati n,
puo essere realizzato con il test t di Student, per verificare
I’ipotesi nulla
Hy: B1 =B

contro una delle ipotesi alternative (che possono essere sia bilaterali che unilaterali)

Hy: B #=P>; oppure H;: B1 < B oppure Hy: B> Bs

Questo test t di Student ha un numero di gdl = (n; —=2) + (n, —2), in quanto utilizza le varianze d’errore
delle due rette; spesso i gdl complessivi sono indicati come N - 4, dove N ¢ il numero totale di
osservazioni dei due gruppi.

I1 valore di t(n.4) € calcolato con

b, —b,

€S (p1-b2)

g =

dove

- €Sy ¢ l'errore standard della differenza tra i due coefficienti angolari b, e b,

e € ottenuto da

1 1
_ 2
€Sty = 4| Stwiosn) | T
n.n,

dove

nl

(lei_Yl)z-i-Z(YZi_YZ)z 1 1
i=1 .

n1—2+n2—2 Z(Xli_)?l)z Z(XZI'_)?Z)Z

i=1

2 _
S(bl—bz) =

Se I’ipotesi nulla
Ho: B, = p,
non viene respinta, in particolare quando la probabilita P risulta alta, maggiore di 0.10 - 0.20, ¢

accettabile assumere che i due coefficienti angolari b, ¢ b, siano uguali.



Se si rifiuta I’ipotesi nulla, a volte ¢ utile conoscere quale sia il loro punto di intersezione, che ha

coordinate X . e Y.:

- dapprima si calcola il valore di X .

_4—4q
Xe=y Th
1 — O,
- successivamente da esso si ricava la stima di Y, c
con
);C =a, +b X,
oppure con

A

Y.=a,+b,- X,

Quando non si rifiuta 1’ipotesi nulla, molto frequentemente si richiede anche di calcolare

- il coefficiente angolare medio o comune b,

che ¢ ottenuto nel modo piu rapido dal rapporto tra
- la somma delle due codevianze e

- la somma delle due devianze di X

b — _i=l i=l1
c nl n2

Yx,-X )+, - X, )

i=1 i=1

: 2 2 -
La sua varianza S, € uguale alla S »-b,) Tiportata sopra.
Come ¢ stata verificata 1’ipotesi nulla sulla pendenza, pure con i limiti evidenziati in precedenza puo

essere verificata quella sulla intercetta, con I’ipotesi nulla
Hot o1 = 0
contro ipotesi alternative che possono essere sia bilaterali che unilaterali:

H;: oy #0,; oppure Hi:oq <o, oppure Hi: o >0,

Si utilizza ancora un test t, sempre con gdl = N - 4



dove

Per stimare la significativita della differenza tra le due posizioni (elevations), con un test t che puo

essere sia unilaterale sia bilaterale, si puo applicare (con gdl =N — 3) =

iy = (Yl_)?z)_bc'(_l_)?z)
a 2 1 L (_1_)?2)2
Se(c) ["1 + " + 4, J

dove

S:(C) rappresenta la varianza d’errore comune, ricavata dai due gruppi (1 e 2) dei dati originari

con la serie di passaggi logici e i calcoli successivi.

Dapprima dalle devianze e codevianze si stimano

nl _ n2 _

- A= Z(Xu _X1)2 +Z(X2i _X2)2
i=1 i=1
nl n2

Da questi si ricavano

- il coefficiente angolare comune b,

B
b, =—¢%
AC
- la devianza d’errore comune SO, .,
BZ
S =C.——%
Qe(C) C AC



i cui gdl sono N-3
. . 2
e infine la varianza d’errore comune S,

SQ@(C)

Sl = —
O N-3

sempre con gdl N-3

si applica il test t, che ha DF = N — 3(come la devianza ¢ la varianza d'errore), con

¢ — (Yl _z)_bc (_1 _)?2)
o 11 (X,-X,)
2 L 1 2
S: 0 " + " + 4,

Se le due rette a confronto non sono significativamente differenti (con una probabilita alta, non
prossima al valore critico significativo)

- né per il coefficiente angolare

- né per la posizione (elevation)

si puo dedurre che appartengono alla stessa popolazione ¢ quindi hanno la stessa equazione di

regressione o la regressione comune:
Y, =ac+b.- X,
dove

- b, ¢ calcolato come indicato in precedenza, mentre

- a. ¢ricavato da

<<

b X,

ac =
con )713 e X » che sono le medie ponderate dei due gruppi

v o_ nY, +n,Y,

- X, +n,X
Y, e XP:nl 1 ThA,

n, +n, n +n,

ESEMPIO 1. Come dimostrazione di tutti i passaggi logici e metodologici descritti in precedenza, si
assumano due campioni (1 e 2) non bilanciati di individui adulti che svolgono una attivita fisica
diversa, per valutare se hanno un valore di pressione sanguigna differente (Y), in rapporto all'eta (X).

Sviluppando in tutti i suoi passaggi 1’esempio tratto dal testo di Zar,



1) i calcoli preliminari dedotti dalla serie di dati (due serie campionarie di X,,Y, ¢ X,.Y,)

hanno fornito i seguenti risultati:

Stime preliminari dalle distribuzioni dei dati Campione 1 Campione 2
n 2
Zn:(X _X) = in S 1.012 1.659
i=1 l i=1 l n
n 2
N (v, -7) - Uy i 2.618 3.849
i = n
n n Xi ’ Yl
(X, -X)-(v,-Y) = Yxy == 1.585 2.475
i=1 i= n
X 54,6 56,9
Y 170,2 162,9
n, 13 15

2) Da essi siricavano i due coefficienti angolari con le loro intercette e quindi le 2 rette

Rette Campione 1 Campione 2
b 1.585 1,566 2.475 1,492
1.012 1.659
a 170,2 —1,566-54,6 = 84,7 162,9-1,492-56,9 = 78,0
Y,=a+bh-X, Y, = 84,7 +1,566- X, Y, =78,0+1,492- X,

3) Per giungere al test di significativita della differenza tra i due coefficienti angolari e la posizione,




si ricavano le devianze d’errore e 1 df relativi

Campione 1 Campione 2
Devianza d’errore 2 2
2.618—- 1.585 =136 3.849 — 2475 =157
1.012 1.659
DF 13-2=11 15-2=13

e da essi si perviene alla varianza d’errore associata o comune che ¢

j(c) _ 136 +157 _ 293 _1221
11+13 24

4) Infine il test per il parallelismo, cio¢ per la verifica dell’ipotesi

Hy: f, =0, contro H;: S, #p,

(potrebbe anche essere unilaterale, ma in questo caso la domanda ¢ di tipo bilaterale),

puo essere effettuato con il test t di Student

. __ 15661492
(1 \/12,21 12,21

_l_
1.012  1.659

0,074 0,074 _
\0,0195  0,1396

24) = ’

e si ottiene (Z,4 )=0,53
E' un risultato non significativo, poiché il valore di t calcolato (0,53) ¢ nettamente inferiore a quello
critico per a = 0.05 in una distribuzione bilaterale con gdl = 24. Anzi, il valore ¢ addirittura vicino a

quello per o = 0.5; la probabilita P cosi alta che si puo affermare che le due rette sono parallele.

5) Successivamente si passa al confronto tra le due posizioni, per verificare 1’ipotesi
Ho: le due rette hanno la stessa posizione
contro

H;: le due rette non hanno la stessa posizione



Dopo aver calcolato

- A= i(}(“ -X,) +i(){2i ~X,) =1.012+1.659=2.671

i=1 i=1

- BC = 3 (Xn _Xl)'(Yli _)71)"'”22:()(2:' _yz)'(Yzi _Yz) = 1.585+2.475 = 4.060

i=1 i=1

- Co= 21, 1) 4D v, ) =2.618+3.849 = 6.467

si ricavano

- il coefficiente angolare comune b,

b =2 = 2090 _ 5200
A- 2671
- la devianza d’errore comune SO, .,
2 2
SO,y =Cc _Be _ 6.467 — 4.060 =6.467-6.171 =296
A- 2
i cui gdl sono N-3, cio¢ 27 - 3 =24
- e infine la varianza d’errore comune Sf(c)
S
Sie) = e 296 _ 12,3333
N-3 24

6) Per la verifica si applica il test t con DF = N — 3 (cio¢ 27 — 3) =24

t ~(170,2-162,9)-1,52-(54,6-56,9)  73-(-3,5) 108 _
oo _5697) 1233-0146 134
\/12’33_(1 1, (546 56,9)} v

3

7+7
13 15 2.671

ottenendo (7,4 )=8,06.



Poiché la tabella dei valori critici per o = 0.001 bilaterale (a causa della domanda sulla esistenza della

sola differenza) riporta 3,745 si rifiuta I’ipotesi nulla con probabilita P nettamente minore di 0.001.

7) Si deve quindi concludere che esistono due rette di regressione, che

- hanno lo stesso coefficiente angolare b

- ma non hanno la stessa posizione (elevation).

In altri termini, i due gruppi sono caratterizzati da due rette differenti, che hanno lo stesso coefficiente

angolare b ma due intercette a differenti.

200
190
180
170
160

7150

7140

130 | ' 1 ! _L- i i
40 45 5¢ 55 60 65 70 75

La rappresentazione grafica evidenzia il loro parallelismo:

- hanno coefficienti angolari 5 uguali, ma intercette a differenti.

Le statistiche delle due rette stimate sono
- per il gruppo 1

Y, =a, +b.X, =847+152- X,
- per il gruppo 2

A

Y, =a, +b. X, =780+152-X,=

10



8) Se I’ultimo test non fosse risultato significativo, si sarebbe dovuto concludere che esiste una sola

retta di regressione, che ha

- il coefficiente angolare comune b, = 1,52

- ¢ la posizione di Y comune (o intercetta a. comune poiché il concetto rimane valido, anche se il

metodo non le ha utilizzate per il confronto).

Questa intercetta comune puo essere calcolata a partire dalle due medie ponderate
- delle Y, , cio¢ Y,

_nY,+nY, 13-1702+15-162,9 2212,6+24435

Y, =166,3
n, +n, 13+15 28
- edelle X,,cioe X,
X, - mX, +n, X, 13-546+15-56,9 _709,8+853,5 _ 558

n, +n, 13+15

e risulta
ac = ?P - b, -)_(P =166,3-1,52-55,8 =166,3—84,8 =81,5

uguale a 81,5.

In conclusione, se nessuno dei due test (il primo sulla differenza tra b, il secondo sulla differenza fra
a) fosse risultato significativo,

la retta comune sarebbe stata

A

Y,=a.+b.-X, cioe Y, =815+1,52-X,

Altri testi limitano il confronto delle rette ai due coefficienti angolari. Infatti l'intercetta quasi
sempre non ha significato biologico. Qualunque sia il risultato statistico di b e a, ¢ sempre importante

evidenziarne I’interpretazione biologica e ambientale.
ESEMPIO 2. Si confronta la capacita respiratoria (Y, misurata in litri) di 40 soggetti esposti da anni
alle esalazioni di Cadmio (gruppo 1) con quella di 44 lavoratori non esposti (gruppo 2), considerando

I’effetto dell’eta (X, misurata in anni).

1) Dalla distribuzione dei dati si ricavano le stime preliminari per il test,

ottenendo

11



Stime preliminari dalle distribuzioni dei dati Campione 1 Campione 2

2
,, . (B«
Z(Xi—)_()z _ ZXf— P 4.397 6.197
i=1 i=1 n
n 2
Y
Z(Y,-—_)z _ ZYiz— P 26,58 20,61
i=1 i=1 n
n X, n Y,
(X, -X)-(v,-7) =Y xy - =L -236,39 -189,71
i=1 i=1 n
X 41,38 39,80
Y 3,92 4,46
n 40 44

2) Da essi si ricavano i due coefficienti angolari, con le loro intercette e quindi le due rette

Rette Campione 1 Campione 2
b _236’39:—0,0538 —-189,71 — _0,0306
4.397 6.197
a 3,92 —(-0,0538-41,38) = 6,15 | 4,46—(-0,0306-39,80) = 5,68
Y =a+b-X, Y. = 6,15+(-0,0538- X,) Y, = 5,68+ (—0,0306- X,)

3) Per giungere al test di significativita della differenza tra i due coefficienti angolari, si devono

ricavare le loro devianze d’errore (di solito con la formula abbreviata come per i calcoli riportati) e i df

relativi come nella tabella seguente

12



Campione 1 Campione 2
n 2 2
Devianza d’errore = z (Yl - Y,)Z 26,58 — —236,39° =13,87 | 20,61 — —189.71° =14,80
=1 397 6.197
DF 40-2=38 44 -2 =42
e da essi pervenire alla loro varianza associata o comune Sez(c) che ¢
»  13,87+14,80 _ 28,76 03584

e(C) —

38+42 80

4) Infine il test per il parallelismo, cio¢ la verifica dell’ipotesi

Ho: S, =5, Hi: S, # p,

(potrebbe anche essere unilaterale, ma in questo caso la domanda era di tipo bilaterale),

contro

puo essere effettuato con il test t di Student

t _ —0,0538—(—0,0306)
(35+42) \/ 03584 0,3584
4397  6.197

. -0,0232

t, =222 1966
- J0,00014

Poiché in valore assoluto il risultato (1,966) ¢ minore del valore critico (1,990) riportato nella tabella
del test t di Student con gdl = 80 per la probabilita oo = 0.05 bilaterale,

- non ¢ possibile rifiutare I’ipotesi nulla.

Tuttavia, dato il numero non molto alto di osservazioni e la vicinanza al valore critico, si pud parlare
di significativita tendenziale.

Ancora una volta ¢ utile sottolineare 1’importanza dell’ipotesi che si vuole verificare e quindi della
esatta conoscenza del problema disciplinare, che non deve mai essere disgiunta dalla conoscenza
della tecnica statistica: se la domanda fosse stata di tipo unilaterale, la probabilita stimata sarebbe
stata leggermente maggiore di 0.025 e quindi si sarebbe evidenziata una differenza significativa tra i

due coefficienti angolari.

13



17.2. CONFRONTO TRA PUNTI SU DUE RETTE DI REGRESSIONE

Quando nel confronto tra due rette si ¢ rifiutata ’ipotesi nulla per uno solo dei parametri (, ) o per

entrambi, quindi si hanno due rette significativamente differenti, puo essere utile

- verificare se sono tra loro significativamente differenti due punti Y . collocati sulle due rette

differenti, ma aventi lo stesso valore di X, .

Ad esempio, nella ricerca applicata puo essere chiesto di verificare

- in medicina se la capacita respiratoria (Y ) di due persone della stessa eta (X, ), il primo

appartenente al gruppo degli ammalati ();lk) e il secondo al gruppo di controllo ( )’}Zk ), sono
statisticamente differenti nei loro valori medi;

- in chimica se il volume (); . ) di due sostanze differenti (1 e 2), per le quali esiste una crescita lineare
differente al variare della temperatura, ¢ significativamente diverso alla stessa temperatura ( X, );
- in farmacologia se I’effetto di due farmaci ();lk e sz) con una relazione dose - effetto differente,

ma sempre di tipo lineare, ¢ significativamente differente alla stessa dose (X, ).

In termini piu formali, si vuole verificare
Ho: g5 =y, contro  Hy:p, # p;,

con un test 7 che puo essere sia bilaterale che unilaterale.

Il valore del £ condf=N-4¢

dove

con la stessa simbologia utilizzata nel paragrafo precedente.

14



ESEMPIO. Rielaborando i dati di Jerrold H. Zar nel testo del 1999 Biostatistical Analysis (4™ ed.
Prentice Hall, Upper Saddle River, Ney Jersey XII + 663 + App. 212 pp.), si supponga di aver stimato

la relazione dose - effetto di due farmaci (1 ¢ 2)

Y, =10,57+2,97X,

Y, =2491+217X,

con due campioni (1 e 2) i cui valori hanno dato

Stime preliminari dalle distribuzioni dei dati Campione 1 Campione 2
n —v 1.471 2272
z (X =X )
i=1
" —\ 13.300 10.964
2% -7)
i=1
l — _ 4.363 4929
(x,-X)-(v,-7)
i=1
X 22,93 18,95
n; 26 30

Si vuole sapere se per la dose X, = 13, I’effetto dei due farmaci ¢ significativamente differente.

Risposta.
1) Con i valori gia calcolati nei due gruppi per stimare le due rette, si ricavano le due devianze

d’errore e 1 df relativi

Campione 1 Campione 2
Devianza d’errore 2 2
(SO.) 13.300 — 4.363 =359,3 10.964 — 4.929 =270,8
e 1.471 2.272
DF 26-2=24 30-2=28

15




e da essi si perviene alla loro varianza associata o comune che ¢

2 = 359,3+270,8 630,

- =12,12
(O 24 +28 52

2) Successivamente, per la dose ipotizzata (X, =13), si calcola

- ’effetto sulle diverse rette ();1 e?. , ) che si vogliono confrontare

Y, =10,57+2,97-13 =49,18

A

Y, =24,91+2,17-13 =53,12

ottenendo );1 =49,18 ¢ );2 =53,12

3 ) Infine con il test ¢

49,18 - 53,12

Lo = - 2
12,12 1.1 (13-22,93) N (13-18,95)
30 1.471 2272
-394 -394

=-2.87

tS2

S J12,12.0,1544 1,37

si ottiene ¢ =-2,87 con gdl = 52.

La tabella dei valori critici con df = 52 riporta

- 2,674 per a = 0.01 in un test bilaterale e per a = 0.005 in un test unilaterale.

Di conseguenza,

- si rifiuta I’ipotesi nulla alle due probabilita indicate.

Ovviamente tra esse deve essere utilizzata quella collegata al tipo di ipotesi alternativa che ¢ stata
formulata al momento dell’enunciazione del problema.

Ancora una volta ritorna il problema di non effettuare e un test per una significativita generica, ma in

rapporto stretto con I’ipotesi che si intende verificare.

16



17.3. CONFRONTO TRA PIU’ RETTE DI REGRESSIONE CON IL TEST F, CALCOLO
DELLA RETTA COMUNE E INTERVALLI DI CONFIDENZA

Tutti i test attuati nei due paragrafi precedenti su due campioni indipendenti possono essere estesi al

caso di piu campioni. Come nel confronto tra medie, si passa dall’uso del t di Student al test F di

Fisher.

La significativita delle differenze tra piu coefficienti di regressione puo essere verificata mediante

I’analisi della varianza,

con ipotesi nulla
H,:pB =5 =...=ﬂj =...=ﬁp
ed ipotesi alternativa

H,:p, py..s B;..s B, mon sono tutti uguali

nella condizione che
- le varianze d’errore dei vari gruppi siano omogenee.

I passaggi logici sono:

1) Se si assume come vera l'ipotesi nulla che sono tra loro tutti uguali, i vari coefficienti angolari

calcolati ( b,) rappresentano variazioni casuali dell'unico vero coefficiente angolare ( 3. ), la cui stima

migliore ¢ fornita dal coefficiente di regressione comune (b.), calcolato come rapporto tra la

sommatoria delle codevianze e quella delle devianze totali di X:

2) A questo coefficiente angolare comune ¢ associata una quota di devianza della Y (Dev.. = devianza

comune) pari a

_EXlr, - x)y -1
> Y, -x)

Dev, . =

3) Per ogni j-esimo gruppo la retta di regressione ¢ data da

A J—

§,=7+b,(X,- X))

q J
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Se le varie rette a confronto possono essere considerate tra loro parallele, nello stesso modo la stima

del valore medio comune della Y (I?l.jc) per Xi ¢ data da

ch :Yj—'—bC'(Xij_)?j)

4) Come riportato nel grafico precedente,

lo scostamento di ogni singola osservazione Yij dalla media del proprio gruppo ?J

puo essere diviso in tre quote:

- del punto dalla retta del suo gruppo (¥ — )7ij),
- della retta del gruppo da quella comune ();l..

- 2'@))

J

=

A

- della retta comune dalla media generale (¥, — )_’l )

ijc

Y;j—Yj :(I@—ZJ)-"(%_%C)_'—(}}IJC_Z)
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5) Le rispettive devianze, ossia la somma dei quadrati di questi scarti, con k gruppi o rette a confronto
e con un numero totale di osservazioni pari a N possono essere ripartite in modo del tutto simile a

quanto gia fatto nell’ ANOVA a un criterio:

I - devianza totale entro gruppi con gdl N-k

corrispondente alla somma delle devianze totali di ogni gruppo,

II - devianza residua intorno alle rette separate con gdl N-2k

corrispondente alla somma delle devianze d’errore di ogni retta,

III - devianza della regressione di ogni retta con gdl k

ottenuta sottraendo la 2 alla 1,

IV - devianza dovuta alla retta comune, con gdl 1

o di parallelismo, data dal rapporto tra il quadrato della somma delle codevianze e le devianze di X,

V - devianza dovuta alle differenze tra rette, con gdl k-1

o di scostamento dal parallelismo, ottenuta sottraendo la 4 alla 3.

6) Indicando

- la somma dei quadrati degli scarti di Xj; rispetto alla sua media X ; nel gruppo j-esimo con

(sz)j =Y, -x,J

1

- la somma dei quadrati degli scarti di Yj; rispetto alla sua media ¥, con

(), = 2(y,-7)

1

- la somma dei prodotti degli scarti di X e Y rispetto alle loro medie con

(zxy)j = Z(Xij _)_(J) (YU _Y/)

il calcolo delle devianze ¢ mostrato con semplicita.

Utilizzando, per semplicita di calcolo, le formule abbreviate si ottiene

- la devianza entro gruppi con

Z (Sy ’ )j

J
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con gdl N-k (dove k ¢ il numero di gruppi o rette)

- la devianza dovuta alla retta comune o al coefficiente angolare comune con

Sisw) |

1

s,

con gdl =1

- la devianza dovuta alle differenze tra coefficienti o alle differenze tra rette:

(Sxy); (Z(Sxy ) T

1

25, S

i

congdl k — 1.

Dal loro rapporto si ricava la varianza dovuta alle differenze tra i coefficienti angolari (S 5 )

- la devianza residua intorno alle rette separate:

S, - Tk

i (sz)l,

con gdl N — 2k.

Dal loro rapporto si ottiene la varianza d’errore intorno alle rette separate (Sez)

7) L'analisi della varianza per verificare la significativita delle differenze tra i coefficienti di

regressione ¢ un test F con gdl k-1 e N-2k.
2
F, k-1, N2k — %
e
E’ ottenuto mediante il rapporto tra
- lavarianza delle differenze tra coefficienti di regressione lineare S 5 detta anche varianza di
scostamento dalla regressione

. . . 2 .
- la varianza del residuo intorno alle rette separate S, o varianza d’errore.

ESEMPIO. Sviluppando un esempio riportato in un testo a grande diffusione internazionale (Armitage
e Berry ripetutamente citato come testo di riferimento), si supponga di voler verificare se esiste una

differenza significativa tra i coefficienti angolari di tre rette differenti, stimate nella relazione tra
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capacita respiratoria (in litri) e eta (in anni in tre gruppi (non bilanciati) di persone diversamente

esposte a fattori di rischio.

Risposta. 1) Per verificare I’ipotesi nulla

contro I’ipotesi alternativa

dalla distribuzione dei dati

Hy:p=p,=p

H,: B, B,, B; non sono tutti uguali

Gruppi
1 2 3
Ind. X1 Y] Xz Yz X3 Y3
X | yn Xip | Y2 || X3 | YB3
Xa1 Y21 X2 | Y» X23 y23
Xml Ymi Xm 2 y m?2 Xm3 Ym3
Medie | X, | Y, | X, | V5 | Xo | Vs
sono stati ricavati i seguenti valori
Stime preliminari dai dati Campione 1 Campione 2 Campione 3
< =\
Z(Xi—X) 912 2.282 6.197
i=1
c =\
Z(Yi -7) 11,74 12,55 20,61
i=l1
(x, - X)-(v,-7) 77,64 106,22 189,71
i=1
b — 4 -106,22 -1 1
77,6 =-0,0851 —106,22 =-0,0465 —189,71 =-0,0306
912 2.282 6.197
n, 12 28 44
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2) Da essi, per semplice somma delle devianze e delle codevianze dei vari gruppi, si ottengono i

valori totali e il coefficiente angolare comune b

Somme di Devianze e Codevianze dei k gruppi

Valori e Totali

“(x - X 912 +2.282+6.197 =9.391
JZ_;;( Ji 1)2
ko n
Yy —Y YV 11,74 + 12,55 + 21,61 = 44,90
;izl ( g l)

(-77,64)+ (-106,22) + (-189.71) = -373,57

ﬂ =.0,0398
9.391

84

evidenziando che

la devianza d’errore totale ¢ SO, ;o) =44,90 e ha gdl =N -k cio¢ 84 -3 =81

4) Da questi Totali dei k gruppi si ricavano:

I - La devianza dovuta alla retta comune o al coefficiente angolare comune (SO, );

con

(,Z(Sxy )fzjz _-3ST

Z (Sx ’ )j

1

¢ SO, =14,86 eha gdl=1

II - La devianza d’errore per le rette separate (SO, )

con

22

= 14,86

9.391

b




Campione CALCOLI S0,
! 11742704 1104661 5,13
2 1255710622 _ 1) 55 4 o4 7.61
3 2061- 18978 061581 14,80

TOTALE | e 2754

¢ SO,; =27,54 eha gdl= N—-2k cio¢ 84-6=78

III - La devianza dovuta alla differenza tra i coefficienti angolari SO, D) puo essere ottenuta in

due modi differenti:
a) per sottrazione da quella d’errore totale delle due dovuta alla regressione comune e alle singole rette

di regressione
SQe(TOT) - 8Oy - 8O, = SQbi(D)

44,90 — 14,86 — 27,54 =2,50
con gdl uguali a
N-k-1-(N-2k) = k-1
81-1-78=2 cio¢ 3-1=2

b) dai singoli valori delle codevianze dei k coefficienti angolari e quello comune

—77,64° | —10622° —189,71° —37357’

+ =6,61+4,95+5,81-14,87 = 2,50
912 2.282 6.197 9.381

5) Allo scopo di avere una visione generale e per meglio comprendere i successivi test F, & sempre

utile costruire la tabella del’ANOVA
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Fonte di variazione Devianze DF S? F P
Entro gruppi 44,90 81 - - -
Coeff. Ang. Comune 14,86 1 14,86 42,09 <0.001
Fra Coeff. Ang. 2,50 2 1,25 3,54 > 0.05
Errore per Coefficiente 27,54 78 0,353 - -

Si verifica
- la significativita del coefficiente angolare comune b,

mediante il test F

14,86

=220 = 42,09
Y78 0,353

Poiché il valore critico con df 1 e 70 (78 ¢ riportato in poche tabelle) alla probabilita o = 0.001
bilaterale ¢ 13,3 si rifiuta I’ipotesi nulla: esiste una tendenza comune altamente significativa, nella

relazione tra eta e capacita respiratoria.

- lasignificativita della differenza tra i k coefficienti angolari b,

mediante il test F
1,25

=27 =354
>7 0,353

Poiché il valore critico con df 2 e 70 (78 ¢ riportato in poche tabelle)

- alla probabilita o = 0.10 bilaterale ¢ 3,13

- alla probabilita oo = 0.05 bilaterale ¢ 3,89

non si puo rifiutare Pipotesi nulla, anche se la probabilita abbastanza vicina al 5%. Si pud
affermare, appunto perché ¢ collocato tra il 55% e il 10%, che

- non ¢ dimostrata ma potrebbe esistere una tendenziale differenza tra i coefficienti angolari a

confronto.

E’ sempre importante osservare attentamente il grafico: la non significativita della retta potrebbe
suggerire che esista una relazione di tipo curvilineo.
Se questo metodo fosse stato applicato al caso precedente di due soli campioni, si sarebbe ottenuto un

valore di F uguale a t’.
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11 confronto tra i tre coefficienti angolari ¢ avvenuto senza calcolarli e senza stimare né rappresentare

graficamente le tre rette. In varie situazioni, puo essere utile pervenire anche alla stima delle rette. Per

questo dalla distribuzione dei dati e dalle stime precedenti si ricavano

Stime preliminari dai dati | Campione 1 | Campione 2 | Campione 3 Totale
Y 3,95 4,47 4,46 4,39
X 49,75 37,79 39,80 40,55
b -0,0851 - 0,0465 - 0,0306 -0,0398
n, 12 28 44 84
e con la formula generale
a=Y-b-X
si stimano prima
Campione CALCOLI a
1 3,95 —(-0,0851)-49,75 8,18
2 4,47 — (-0,0465)-37,79 6,23
3 4,46 — (-0,0306)-39,80 5,68
Comune 4,39- (-0,0398)-40,55 6,00
e infine le rette
Campione Retta
1 Y, =8,18+(-0,0851)- X,
2 Y,, = 6,23 +(—0,0465) - X,
3 Y, =5,68+(~0,0306)- X,
Comune Y. =6,00+(—0,0398)- X,
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Un ulteriore aspetto importante per meglio comprendere e interpretare i risultati ¢ il calcolo

dell’intervallo di confidenza dei coefficienti angolari stimati.

A questo scopo si utilizza

- la varianza d’errore 0,353 con i suoi 78 gdl

- il valore di t che, scelto dalla tabella con gdl = 78 e per a = 0.05 bilaterale, ¢ uguale a 1,991
- la devianza della X del gruppo in oggetto

ottenendo per ogni gruppo € in comune

Campione | Limiti di confidenza di b, per o = 0.05 L, b, L,
1 —-0,0851+1,991- 0,353 -0,1242 - 0,0851 - 0,0460
912
2 —-0,0465+1,991- 0,353 -0,713 - 0,0465 -0,0217
2.282
3 —-0,0306£1,991- 0,353 - 0,0456 - 0,0306 -0,0156
6.197
0,353
Comune -0,0398+£1,991- 9391 - 0,0437 - 0,0398 - 0,0359

il limite inferiore L, e quello superiore L, dei rispettivi coefficiente angolare b,.

Una lettura attenta degli intervalli di confidenza mostra che il coefficiente angolare del campione 3 ¢
fuori dell’intervallo di confidenza di quello del campione 1. Ma trattandosi di confronti tra k valori,

non ¢ corretto dedurne una differenza significativa, peraltro non dimostrata con 1’analisi della

varianza.

Per valutare tra quali coefficienti angolari la differenza campionaria sia significativa, ¢ necessario
- prima rifiutare I’ipotesi nulla con il test F tra tutti i k campioni,

- successivamente ricorre ai confronti multipli, illustrati nel paragrafo successivo.

La lettura delle eta medie (A_’ , =49,75; X , =37,79; X ; = 39.,80) evidenzia un forte effetto della

diversa eta media nei tre gruppi sulla capacita respiratoria. Per confrontare le medie delle Y
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eliminando I’effetto delle eta, si deve ricorrere all’analisi della covarianza, riporta nella parte finale del
capitolo dedicato alla regressione. E’ la parte conclusiva dei test parametrici: abbina 1’analisi della

regressione a quella del’ANOVA.

Come mostrato nel caso di due campioni, anche in quello con k campioni 1’analisi statistica puo essere
estesa a altre caratteristiche della retta. E’ possibile confrontare
- oltre ai coefficienti angolari,

- le intercette o posizioni (elevations),

- il valore medio atteso su rette diverse, per la stesso valore della X, ,

- e valutare se sono complessivamente uguali (fest for coincidental regressions) oppure no.

Per questi approfondimenti si rinvia a altri testi, tra i quali

- Zar Jerrold H., 1999, Biostatistical Analysis, (fourth ed., Prentice Hall, Englewood Cliffs, New
Jersey, USA, pp.663 + 203app)

17.4. CONFRONTI MULTIPLI TRA PIU’ COEFFICIENTI ANGOLARI
Rifiutata 1’ipotesi nulla
Hp: Bi=B.=...=Bp
si tratta di verificare tra quali coppie dei p coefficienti angolari b la differenza sia significativa.
La risposta puo venire dai confronti multipli a posteriori, con metodi del tutto analoghi a quelli
descritti per il confronto tra p medie, quali:
- il metodo di Tukey, per confronti semplici;
- il metodo di Scheffé, per confronti complessi;

- il metodo di Dunnett, per il confronto di un controllo con p trattamenti.

Tra p coefficienti angolari (by, b, ..., b,) € possibile verificare la significativita della differenza tra

due qualsiasi by e b, con ipotesi nulla

Ho: B1 =B:
¢ ipotesi alternativa bilaterale
Hy: B # B
con il metodo di Tukey
Guy =20
Spi-b2

dove
- q ¢ il valore critico riportato nella tabella del q studentizzato o una sua evoluzione, che considera

anche i passi di distanza tra i ranghi dei valori a confronto,
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- o ¢ la probabilita prefissata per la significativita,
- vsonoigdldi s, ,,

- p ¢ il numero di gruppi a confronto.

Il valore di s,,_,, €

con gdl corrispondenti a quelli della varianza d’errore, nell’analisi della varianza tra i p coefficienti
angolari a confronto.

Nel test di Scheffé e nel test di Dunnett, varia solo la stima della probabilita a di ogni confronto.

17.5. ANALISI DELLA RELAZIONE DOSE-EFFETTO CON Y RIPETUTE: CALCOLO
DELLA RETTA DI REGRESSIONE E TEST PER LA LINEARITA'.

Nella ricerca di laboratorio e nella verifica di un prodotto farmacologico, spesso si richiede di saggiare

la risposta biologica a dosi variabili di un principio attivo, sia esso un farmaco o un tossico. Si

impostano esperimenti nei quali vengono somministrate quantita progressivamente crescenti, per

verificare come varia la risposta media in gruppi di cavie o pazienti.

In altri casi, si analizza come

- gli effetti di una dose variano nel tempo o come una sostanza attiva si degrada.

Con valori di Y ripetuti per la stessa dose X, I’analisi della regressione prevede che, per attuare la
scelta piu adeguata fra i vari tipi di curve, si risponda a 4 domande:

1 — Il farmaco ha un’azione che varia con la dose?

2 — La risposta ¢ proporzionale alla dose? In termini piu tecnici, esiste regressione della risposta
sulla dose?

3 — La regressione ¢ di tipo lineare oppure pud essere meglio espressa da una curva di grado
superiore?

4 — Se non ¢ lineare, quale ¢ il tipo di curva pit adeguato?

Queste quattro domande richiedono I’applicazione di quattro test.
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A - Il primo ¢ un'analisi della varianza ad 1 criterio di classificazione. Affinché I’analisi della
regressione sia giustificata, deve esistere variabilita nelle risposte medie: il test sulla differenza tra le

medie deve risultare significativo.

B - Il secondo ¢ il test per la linearita, che ha lo scopo di valutare se una retta di regressione si

avvicina ai punti medi delle risposte (Z), fornite per la stessa dose (X,), in modo significativo

rispetto alla media generale (Y ) delle Y. Anche in questo caso, sempre per giustificare il calcolo della

retta, il test deve risultare significativo.

C - 1l terzo ¢ il test per la non-linearita, allo scopo di verificare se curve di grado superiore passino
piu vicino ai punti medi delle risposte (Z ) per la stessa dose (X, ) in modo significativo rispetto alla

retta. Si parla di verifica dei “termini non lineari” o degli “scarti dalla regressione”. Per poter
concludere che la retta ¢ la stima migliore della relazione dose - risposta, questo test deve risultare

non-significativo.

D - Se invece risulta significativo, mediante 1’uso dei coefficienti polinomiali per I’analisi delle
regressioni, con un quarto test si deve valutare quale sia il tipo di curva piu adeguata, anche se quasi

sempre si sceglie quella di secondo grado.

A causa della semplicita di interpretazione e al fatto che solo esse sono generalmente valide in quasi
tutte le situazioni sperimentali, le preferenze dei ricercatori vanno alla retta e alla curva di secondo
ordine. Quelle piu complesse, di ordine superiore, sono regressioni troppo specifiche, sono troppo

legate ai dati campionari per esprime una legge universalmente valida.

In questo paragrafo, sono presentati i concetti e i metodi che rispondono alle prime tre domande. Per la
quarta, su come valutare quale sia la curva piu adeguata, ¢ possibile utilizzare i coefficienti
polinomiali, che rappresentano il metodo piu semplice e rapido. I concetti e i metodi sono esposti nel

paragrafo successivo.

Nella impostazione di un esperimento in cui si richieda 1’analisi della regressione con Y ripetute, il
primo problema ¢ quanti gruppi formare. Se, oltre al calcolo della retta di regressione lineare
semplice, si intende effettuare anche le analisi successive sui termini non lineari, ¢ vantaggioso che i
gruppi siano almeno 4. Spesso come massimo sono 6, in quanto le informazioni aggiuntive sono

ridotte e non giustificano i tempi e i costi dell’esperimento.
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Per la scelta del numero di gruppi, € necessario decidere anticipatamente quale sia il tipo di curva
desiderato e il livello della verifica. Infatti
- tra due soli punti passa una retta, rappresentata da un’equazione di primo grado:

Y=a+bX

- fra tre punti si puo fare passare una linea, rappresentata da un’equazione di secondo grado:

Y=a+bX +cX?

- tra quattro punti si puo fare passare una linea, rappresentata da un’equazione di terzo grado:

Y=a+bX +cX*+dX°®

- e cosi di seguito, fino ai 5-6 punti medi programmati.
Nell’analisi della regressione lineare semplice, 1’operazione richiesta consiste nell’isolare il termine

lineare.

Tra le applicazioni della regressione, lo studio delle risposte a dosi progressive di una sostanza attiva ¢

la piu frequente e forse la piu importante. Ottenere, come desiderato, una retta non sempre ¢ facile. La
linea che esprime la relazione tra gli effetti medi (Z ) di dosi crescenti di una sostanza attiva (.X;)

raramente ¢ perfettamente lineare, anche su in intervallo breve, se la scelta dei dosaggi non ¢
predisposta in modo accurato e centrata.

Spesso se ne discosta in modo rilevante, poiché

- dosi molto piccole producono effetti nulli o difficilmente rilevabili, in quanto collocati sotto il
livello di soglia;

- solo dosi medie producono effetti crescenti;

- dosi elevate forniscono spesso la risposta massima, avendo raggiunto la saturazione.

Per ottenere la linearita, ¢ vantaggioso che

- le dosi somministrate seguano una progressione pertinente al problema duisciplinare che si
affronta.

Essa puo essere scelta entro una varieta ampia.

Nel paragrafo successivo, dedicato all’uso dei coefficienti polinomiali, sara richiesto necessariamente.
Ad esempio, puo essere di tipo

lineare 2, 4, 6, 8,10 (2,+2..); 3, 6, 9,12,15(3,+3...);

esponenziale o logaritmica 2, 4, 8, 16, 32 (21, 22 2% 24 25)

oancora 1, 4, 9, 16, 25 (1%, 2%, 3% 4% 5%,

ma anche 1,41; 2,00; 2,45; 2.83; 3,16 (72, ¥4, V6, /8, +10)
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oppure qualsiasi altra progressione.

Tra queste, per ottenere un arco sufficientemente ampio di risposte con poche dosi, spesso ¢ preferito
il logaritmo della dose (2, 4, 8, 16, 32). Infatti ¢ dimostrato che, nella maggior parte delle attivita
biologiche, I’effetto aumenta con progressione aritmetica, quindi lineare, quando la sostanza attiva ¢
somministrata in proporzione geometrica.

Ma non sempre questa legge ¢ vera; non per tutti i principi attivi, non per tutti i dosaggi somministrati,
né per tutti i fenomeni biologici.

Da qui I'importanza di testare sempre la linearita della regressione dell’effetto sulla dose o su una

trasformazione qualsiasi della dose.

In molte discipline,

- il calcolo e I’analisi della regressione non include necessariamente il concetto di una relazione
di causalita tra la X e la Y, né che essa sia nella direzione segnalata implicitamente dalla indicazione
di variabile X (la causa) ¢ variabile Y (I’effetto).

Spesso, si vuole semplicemente

- utilizzare la capacita predittiva della regressione per stimare Y conoscendo X, allo scopo di
ottenere la descrizione di una relazione empirica in un campione; successivamente si effettua il test,

come controllo della sua esistenza anche nella popolazione.

Nel caso in cui si abbiano piu osservazioni YU. per lo stesso valore di X, lo scarto di ogni punto YU.

dalla retta 2 (quindi Y,, - );l ) puo essere separata in due parti:

1 - lo scostamento dell'osservazione Y, dalla media del suo gruppo 17, (quindi Y; — 171 ),

2 - lo scostamento della media )_’l del gruppo dal valore stimato sulla retta fl per la stessa X, (quindi
Y-7).

Tra essi esiste la relazione

Da questa relazione deriva che la devianza residua o di errore della retta di regressione,

che nel caso di singole Y, per ogni X, ¢ Z(Yy - ?’)Z ,

nel caso di Y, ripetute € scomponibile in

- una prima devianza, dovuta alla dispersione dei singoli valori intorno alla media del loro

—\2
gruppo, cio¢ Z( Y,, -Y ) e che rappresenta I’errore
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- ¢ una seconda devianza, dovuta alla dispersione delle medie dalla retta di regressione ¢ che

rappresenta i termini non lineari,

cio¢ 2(2_2)2 .

Con Y, ripetute per lo stesso X,

tra queste devianze esiste la relazione

Z(YU_Y:)Z =Z( ii—Z)2+Z(}_’i—ﬁ)2

Quando l'analisi della varianza porta alla conclusione che esiste una differenza altamente significativa
tra le medie Y, dei gruppi, sussiste la condizione logica per verificare, mediante una ulteriore specifica

analisi della varianza, se sia di tipo lineare.

Per questi test sulla linearita, si richiedono le seguenti stime:

1 - la devianza tra gruppi (df = k-1) ottenuta con I'analisi della varianza;

2 - la devianza dovuta alla regressione (df = 1), chiamata anche della regressione lineare,
mediante

(Cod. XY)*
Dev. X

3 - la devianza delle medie dalla regressione (df = k-2), chiamata anche della regressione non-
lineare, ¢ ricavabile dalla relazione

Devianza delle medie dalla regressione = Devianza tra gruppi - Devianza della regressione;

4 - la devianza residua entro gruppi o errore (df = n-k) ricavabile da
Devianza d’errore o residuo = Devianza totale - Devianza tra gruppi
ricordando che,
con la consueta simbologia,
- k =numero di gruppi
- n; =numero di repliche del gruppo i ;

- n =numero totale di osservazioni

Le devianze sono calcolate piu facilmente e rapidamente con le formule abbreviate.

Una presentazione sintetica e chiara di questi metodi ¢ fornita dalla tabella
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DEVIANZA FORMULA ABBREVIATA DF
2
k"
Y.
Totale ko (;Z_:‘ ”]
2 =
DIPN n-1
i=1 j=1 n
n; 2 kon; 2
: |2 22
Tra gruppi Z =1 By
< ", p k-1
- 12
ko ko
L& (21: 1XU][Z 1Yljj
i=l j= i=1 j=
z X gty
i=l j=1 n
Della regressione = 5 = 1
k nj
k1 (Zl - IXU]
2 =l j=
Z Xy -
i=l j=1 n
Delle medie dalla regressione Tra gruppi — Della regressione k-2
Residuo (entro gruppi) Totale - Tra gruppi n-k

Dopo il calcolo delle varianze relative, con le ultime tre (della regressione, delle medie dalla
regressione e residuo entro gruppi) si effettuano 2 test F.

Il primo F con df1 e n-k

Varianza della regressione

E,n-k = . . .
Varianza residua o entro grupp1

per verificare l'ipotesi nulla 3 =0 ovvero se la regressione lineare sia significativa (rispetto alla

media).

Il secondo F con df k-2 e n-k

Varianza delle medie dalla regressione

Fippr = . . .
’ Varianza residua entro gruppi
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per verificare l'ipotesi se esistano curve di ordine superiore che siano in grado di rappresentare in

modo significativamente migliore della retta la relazione esistente tra dose e risposte medie.

Per gli intervalli di confidenza della retta, cio¢ per il calcolo

- dell’intervallo di confidenza del coefficiente angolare [

S2
p=b% t(a/Z,IhZ) ) 2

Z(Xi _/?)2

- dell’intervallo di confidenza della intercetta o

- dell’intervallo di confidenza di un valore medio di Yl per la specifica dose X,

>

I+

-\
oy |52 La K=K

S Z(Xi _)_()2

- dell’intervallo di confidenza di un singolo valore di Y,

—\2
A X, - X
Y, £l S2- 1+l+—( k )

" Z(Xi _)_()2

si utilizza la varianza d’errore o residuo S’ e la devianza delle X Z (X =X )2 .

Nell’esempio successivo S” =0,3783 e la devianza delle X & Z (X =X )2 =1.000.

ESEMPIO E’ dimostrato che l'inquinamento da cromo in dosi subletali agisce in modo negativo
sull'accrescimento somatico di molte specie acquatiche.
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Con un esperimento di laboratorio, si vuole stabilire la relazione che intercorre tra la concentrazione
della sostanza e la risposta biologica in alcuni gruppi di crostacei della stessa specie, dei quali vengono
fornite le dimensioni dopo una settimana dalla schiusa delle uova.

Le dosi sono crescenti in modo lineare: 5, 10, 15, 20, 25.

Le repliche (da I a IV) considerano 4 casi per gruppo

Dose (X)
Repliche 5 10 15 20 25
I 10,5 8,4 7,7 53 4,6
I 11,3 8,6 6,9 4,3 5,6
111 12,1 9,2 5,8 4,8 3,9
v 11,4 9,1 7,2 5,0 4,8

Verificare se I’effetto risente della somministrazione di dosi diverse; in caso positivo, stimare se la

retta ¢ adeguata a descrivere la relazione dose-effetto.

Risposta. Per rispondere ai quesiti proposti, la prima verifica ¢ 1'analisi della varianza ad un criterio di

classificazione.

Dopo aver calcolato le somme delle Y per ogni gruppo e la somma totale dei quadrati delle Y (le

medie servono per il grafico)

Dose (X)
5 10 15 20 25 TOTALI
z Y, 453 35,3 27,6 19,4 18,9 146,5
?i 11,325 8,825 6,900 4,850 4,725 7,325
Z( X)Z 51431 | 311,97 | 192,38 94,62 90,77 1204,05

si ricavano

- la devianza totale con df =19
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2
SQ,,, =1204,05- (1465)

- la devianza tra gruppi con df = 4

=130,94

453) Po(27,6) (194 (189 (146,5)
50, - (453) , (353) | (27.6)  (194)  (189) (1465 125.265
4 4 4 4 4 20
- la devianza entro gruppi o errore con df =15
SOz,0re =130,940 —125,265 =
I risultati sono riportati nel solito schema dell’analisi della varianza
DEVIANZA DF | VARIANZA F P
Totale 130,940 19 --- -—- -
Tra gruppi 125,265 4 31,316 82,7 <0.001
Errore 5,675 15 0,3783 --- ---

Per valutare se esiste un effetto differente alle varie dosi,
si calcola un test F

31,315

==~ -8278
10,3783

che risulta uguale a 82,78 con df 4 ¢ 15.

Se il test F non risultasse significativo e pertanto non permettesse di rifiutare l'ipotesi nulla, si deve
giungere alla conclusione logica che, al variare della dose, le risposte medie dei gruppi a confronto
non manifestano differenze significative. Di conseguenza, la media generale rappresenta la stima

lineare migliore dell'effetto medio delle varie dosi ed & inutile procedere al calcolo della retta di

regressione.

In questo caso, poiché il valore tabulato di F4s) per o= 0.01 ¢ uguale a 4,89 si deve concludere che le

risposte differiscono in modo significativo al variare della dose. In modo piu preciso, la probabilita ¢

inferiore a 0.001.
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Le due domande successive sono:

- La retta rappresenta una stima accettabile dell’effetto biologico al crescere della dose?

- Oppure ¢é piu adeguata una curva di grado superiore?

Alla prima si risponde mediante il test per la linearita, per il quale ¢ necessario calcolare la devianza

dovuta alla regressione lineare

SQ dovuta alla regressione lineare = =

Con i dati dell’esempio

k
DN XY, =(5x453) +10x 35,3)+ (15 x 27,6)+ (20 x 194)+ (5 x 18,9) = 1.854

k7
DX, =4(5+10+15+20 +25) =300

i=l j=1

k1

2

J
i=l =1

X, =4(5+10°+15" + 20" +25%) = 5500

si ottiene

2
(1854_146,5-300j ( s 5)2
SQ dovuta alla regressione lineare = 5 = =~ =117,992
300 1000
5500 - ——
20

Riportando questo risultato nella tabella precedente, si ottiene una nuova tabella che evidenzia:
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Fonte di variazione DEVIANZA DF S? F

Totale 130,940 19 --- ---
Tra gruppi 125,265 4 31,316 -
Dovuta alla regressione lineare 117,992 1 117,992 | 311,90

Dovuta alla regressione non-lineare 125,265 -117,992 = 7,273 3 2,424 6,41

Residuo o entro gruppi 130,940 - 125,265 = 5,675 15 0,3783 ---

- la scomposizione della devianza tra gruppi (125,265) con df =4
- in devianza dovuta alla regressione lineare (117,992) con df = 1

- ¢, per differenza, in devianza dovuta alla regressione non-lineare (7,273) con df =3

Per valutare se la retta di regressione rappresenta un miglioramento significativo rispetto alla media
generale delle Y,
si effettua un test F

117,992
M0,3783

=311,90

Con i dati dell’esempio, si ottiene F =311,9 con df 1 e 15.

Esso dimostra che la regressione lineare semplice ¢ altamente significativa: la retta passa molto piu
vicino alle medie dei 5 gruppi di quanto faccia la media generale. Di conseguenza, ¢ molto

vantaggioso calcolare la retta, per evidenziare la relazione tra dose e risposta media.

Per valutare se una curva di grado superiore rappresenta una stima statisticamente migliore si effettua
un secondo test F

2424

M0,3783

3

Con i dati dell’esempio, si ottiene F = 6,41 con df 3 e 15 che risulta significativo.
E’ statisticamente dimostrato che una curva di grado superiore si avvicina alle medie delle 5 dosi in

modo significativamente migliore della retta.

38



Riassumendo i concetti illustrati nel paragrafo, all’inizio ¢ stato evidenziato che con Y ripetute
I’analisi della varianza permette di rispondere a 4 domande

1 — Il farmaco ha un’azione che varia con la dose?

2 — La risposta ¢ proporzionale alla dose? In termini piu tecnici, esiste regressione della risposta
sulla dose?

3 — La regressione ¢ di tipo lineare oppure pud essere meglio espressa da una curva di grado
superiore?

4 — Se di grado superiore quale ¢ il tipo di curva piu adeguato?

Con le analisi fino a ora condotte si ¢ risposto alle prime tre, arrivando alle conclusioni seguenti:

1 - Le risposte biologiche alle varie dosi sono significativamente differenti.

2 — Le risposte sono proporzionali alle dosi e una retta descrive in modo significativamente piu
accurato della media la relazione tra dose e risposta.

3 — Ma una curva di grado superiore la descrive in modo significativamente migliore della retta.

14
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La rappresentazione grafica delle singole risposte alle varie dosi e delle loro medie evidenzia
visivamente come la retta passi effettivamente molto piu vicino ai punti medi, di quanto faccia la
media generale delle Y.

(I cerchi vuoti rappresentano le singole osservazioni. Sono quattro per gruppo, ma appaiono in
numero minore poiché in alcuni casi risultano sovrapposti.

I cerchi neri sono le medie dei singoli gruppi)

I valori medi non sono collocati esattamente sulla retta. Questa non esatta linearita lascia inoltre intuire
come

- una curva di grado superiore possa effettivamente passare piu vicino a essi di quanto faccia la retta.

Ma per rispondere in modo dettagliato alla quarta domanda (Se ¢ di grado superiore, quale ¢ il tipo di
curva piu adeguato?)

- € necessario valutare il contributo che ognuna delle 3 curve di ordine superiore fornisce alla
devianza dovuta ai termini non lineari:

Questa risposta richiede calcoli lunghi e complessi, molto piu di quanto sia stato fatto per la

regressione lineare.

Nel paragrafo successivo, sono presentati i coefficienti polinomiali, che sono il metodo piu semplice
e rapido
- sia per calcolare la devianza dovuta alla regressione lineare, fornendo lo stesso risultato gia
ottenuto,

- sia per calcolare la devianza dovuta a ogni curva di grado superiore.

17.6. CALCOLO DEI TERMINI DELLA REGRESSIONE, MEDIANTE I COEFFICIENTI
POLINOMIALI

I coefficienti polinomiali facilitano la scomposizione ortogonale dei trattamenti,

- per confronti tra le medie.

I concetti e i metodi sono gia stati illustrati nella scomposizione della devianza tra gruppi per i

confronti multipli a priori.

Nel caso della regressione,

- i gradi di liberta della devianza tra gruppi sono scomposti in altrettanti termini, passando

progressivamente dalla retta a curve di ordine superiore.
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COEFFICIENTI POLINOMIALI PER IL CALCOLO DELLA REGRESSIONE

COEFFICIENTI C

Gruppi 3
A B C
Grado 1 -1 0 +1
Grado 2 +1 -2 +1

Gruppi 4

Grado 1 -3 -1 +1 +3
Grado 2 +1 -1 -1 +1
Grado 3 -1 +3 -3 +1

Grado 1 -2 -1 0 +1 +2
Grado 2 +2 -1 -2 -1 +2
Grado 3 -1 +2 0 -2 +1
Grado 4 +1 -4 +6 -4 +1

Gruppi 6

Grado 1 -5 -3 -1 +1 +3 +5
Grado2 | +5 -1 -4 -4 -1 +5
Grado 3 -5 +7 +4 -4 -7 +5
Grado 4 +1 -3 +2 +2 -3 +1

Grado 1 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3
Grado 2 +5 0 -3 -4 -3 0 +5
Grado 3 -1 +1 +1 0 -1 -1 +1
Grado 4 +3 -7 +1 +6 +1 -7 +3

Gruppi 8

Gradol | -7 | -5 | -3 | -1 | +1 | +3 | 45 | +7
Grado 2 +7 +1 -3 -5 -5 -3 +1 +7
Grado 3 -7 +5 +7 +3 -3 -7 -5 +7
Grado 4 +7 | -13 -3 +9 +9 -3 -13 | +7

41



Nella pagina precedente sono riportati i coefficienti polinomiali dal caso di 3 gruppi fino a 8
gruppi, per le prime 4 regressioni (lineare, quadratica, cubica e di quarto ordine). Gia oltre
quella di secondo ordine I’uso & raro e non sempre giustificato, nella ricerca della curva piu

adeguata.

I principi basilari del metodo dei coefficienti polinomiali, soprattutto di come sono stati ottenuti,
richiedono una illustrazione lunga e complessa. Ma all’utente della statistica serve soprattutto
capire il loro uso, che é semplice.

Essi godono delle due proprieta gia citate:

- la somma dei coefficienti della stessa riga ¢ uguale a 0;

- due righe qualsiasi forniscono risultati tra loro ortogonali, poiché la somma dei prodotti dei

coefficienti ¢ uguale a 0.

Ad esempio, con 5 gruppi per i quali i coefficienti sono

>
s}
Slle!
w)
tr

Grado 1 -2 -1 +1 +2
Grado 2 +2 -1 -2 -1 +2
Grado 3 -1 +2 0 -2 +1
Grado 4 +1 -4 +6 -4 +1

¢ semplice osservare che la retta o curva di grado 1 ¢ ortogonale a quella di grado 2, poiché
(2x2)+(-1x-1)+O0x-2)+(H+1x-1)+(+2x +2)
D+ ED+0)+(-1)+(+4) =0

Lo stesso risultato ¢ ottenuto tra due serie di coefficienti qualsiasi.

Per I’analisi delle regressioni, non sempre ¢ possibile 1’uso dei coefficienti polinomiali. Infatti devono
essere soddisfatte due condizioni:

1 - il numero di repliche deve essere identico in tutti i gruppi,

2 — i valori della X devono avere una progressione regolare (come quelle gia illustrate nel

paragrafo precedente).

Mediante i totali delle Y di ogni gruppo (7;) e i coefficienti C, di ogni regressione, si calcola

- la devianza di ogni termine:
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k
>c

i=1

2

- k
2
e

i=1

dove r ¢ il numero di dati o repliche di ogni gruppo e & ¢ il numero di gruppi.

ESEMPIO. Riprendendo lo stesso esempio del paragrafo precedente

Dose (X)
Repliche 5 10 15 20 25
I 10,5 8,4 7,7 53 4,6
I 11,3 8,6 6,9 4,3 5,6
111 12,1 9,2 5,8 4,8 3,9
v 11,4 9,1 7,2 5,0 4,8

calcolare le devianze dovute alla regressione lineare e alle curve di ordine superiore.

Risposta. Poiché i gruppi sono k = 5, & possibile calcolare 4 devianze, dal termine lineare a

quello di quarto grado.

Dopo aver calcolato i totali (7} ) e considerando che le repliche per gruppo sono » =4

Dose (X)
5 10 15 20 25 TOTALI
T, 453 35,3 27,6 19,4 18,9 146,5
con i coefficienti polinomiali
Gruppi 5

A B C D E
Grado 1 -2 -1 0 +1 +2
Grado 2 +2 -1 -2 -1 +2
Grado 3 -1 +2 0 -2 +1
Grado 4 +1 -4 +6 4 +1
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- per il termine lineare si ottiene

iqTi =(—2-453)+(-1-353)+(0-27,6)+ (+1-19,4)+ (+2-18,9) = —68,7
riCZ =4-[(—2)2 + (1P +(0F +(+1) +(+ 2)2]=4-(1o)=40

=117,992

-t

- per il termine quadratico si ottiene
k
DCT =(+2-453)+(-1-353)+(-2-27,6)+(-1-19,4) + (+2-18,9) = +18,5
i=1

r,Z::C"Z — 4| 2f + (1P + (2F + (- 1) + (+2F |=4-(14) =56

_(18,5y
S0 = 56

=6,112

- per il termine cubico si ottiene
k
> CT =(-1-453)+(+2-353)+(0-27,6)+ (-2-19,4)+ (+1:189) = +5,4
i=1
P 2 =4 (<1F + (+2) +(0) +(=2F +(+1)]=4-(10)=40

S0 =>"1-0,729
40

- per il termine alla quarta si ottiene
k
DCT =(+1-453)+(-4-353)+(+6-27,6)+(-4-19,4)+ (+1-18,9)=+11,0
i=1
ry. Cl =4 [(+ 1V +(=4) +(+6) +(—4) +(+1)2]= 4-(70)=280

(11,0)
280

SO = = 0,432

E’ semplice osservare che
- la devianza dovuta al termine lineare o di I grado (117,992) ¢ identica a quella calcolata con la

formula classica, molto piu lunga;
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- la somma delle 4 devianze coincide esattamente con quella tra gruppi:
117,992 + 6,112 + 0,729 + 0,432 = 125,265
Sulla base di questi risultati, si puo riscrivere la tabella delle devianze, con la scomposizione completa

della devianza tra gruppi:

Fonte di variazione DEVIANZA DF s? F
Totale 130,940 19 -—- —
Tra gruppi 125,265 4 - _—
Dovuta al termine lineare 117,992 1 117,992 311,9
Dovuta al termine quadratico 6,112 1 6,112 16,2
Dovuta al termine cubico 0,729 1 0,729 1,93
Dovuta al termine alla quarta 0,432 1 0,432 1,14
Residuo o entro gruppi 130,940 - 125,265 = 5,675 15 0,3783 -

Nel test F che valuta la significativita

- per la devianza dovuta al termine lineare rispetto alla media

117,992

019 = 93783 o1

si ottiene una risposta altamente significativa;

- per la devianza dovuta al termine quadratico rispetto a quello lineare

6112
19703783

9

si ottiene una risposta significativa;

- per la devianza dovuta al termine cubico rispetto a quello quadratico

0729

b

si ottiene una risposta non significativa;

- per la devianza dovuta al termine alla quarta rispetto a quello alla terza
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0,432

=114
si ottiene una risposta non significativa.
Con questi risultati, per la regressione (cioé per predire Y sulla base di X) ¢ corretto calcolare una

curva di secondo grado.

Tuttavia pud essere accettata anche una conclusione differente, quale la scelta della retta, se
motivata entro la disciplina sulla base di altre ricerche o di una differente interpretazione del
fenomeno biologico. La retta ¢ piu semplice da interpretare; in questo caso, passa molto vicino

punti, anche se la curva fornisce un miglioramento statisticamente significativo.

La procedura presentata ¢ illustrata nel testo di L. Lison, dal titolo Statistica Applicata alla Biologia
Sperimentale (Casa Editrice Ambrosiana, 1991, Milano), nella parte scritta da G. A. Maccacaro. Ad
essa si rimanda per approfondimenti.

Il metodo, discusso negli anni 50, non ha riscosso il successo atteso. In quel periodo e negli anni
successivi, era diffusa la convinzione che 1’analisi dei termini della regressione per individuare la
curva piu adatta fosse un problema di estrema importanza e che nella pratica sperimentale dovesse
essere sempre applicata. Uno degli articoli piu importanti sul metodo dei coefficienti polinomiali ¢ del
1953, dovuto a Wishart e Metakides, dal titolo Orthogonal Polynomial Fitting (pubblicato su
Biometrika , Vol. 40, pp. 361 — 369).

La condizione di uguaglianza degli intervalli e sull’uso corretto dei coefficienti polinomiali € discusso
anche nell’articolo Orthogonal Coefficient for Unequal Intervals pubblicato sulla rivista Biometrics
dell’anno 1958, (Vol. 14, n° 1-4, pp. 287 — 289), della quale era editore George Waddel Snedecor,
statistico matematico americano, nato nell’anno 1881 e morto 1974. I suoi contributi piu importanti
sono relativi al disegno sperimentale, al campionamento e all’analisi della varianza, per la quale ha
modificato la proposta di Fisher nella forma attuale. Nel 1937 ha pubblicato la prima versione del
volume Statistical Methods, uno dei testi internazionali piu diffusi, fino alla settima edizione del 1980.
In modo polemico, non credibile per la sua alta competenza statistica, afferma di non conoscere il
metodo dei coefficienti ortogonali per intervalli ineguali e di spiegarglielo: “In an experiment
performed here, I used four levels of a nutrient: 0, 5, 10, 20 mg. I cannot find a method for
calculating the three sets of orthogonal coefficients for these unequal intervals. If it can be done,
please advise me”.

Nella risposta, A. Grandage rimanda all’articolo di Wishart ¢ Metakides, valido non solo per
intervalli ineguali ma anche per pesi differenti ai vari livelli. Grandage afferma che il metodo ¢

semplice quando il numero di livelli ¢ piccolo, come i 4 livelli utilizzati da Snedecor, oppure quando
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sono richieste regressioni fino al terzo grado; ma gia regressioni di terzo grado sono necessarie
raramente: “In pratice, the coefficients for the third degree regression are rarely needed”.

Su come costruire i coefficienti ortogonali in generale e nel caso di intervalli ineguali e su come
stimare 1 coefficienti per la regressione lineare, quella quadratica e quella cubica, si rinvia
pubblicazioni specifiche. I programmi informatici hanno reso obsolete queste tecniche manuali; hanno

imposto un approccio fondato piu sui concetti e meno sulle modalita di calcolo.

17.7. TEST DI LINEARITA’ CON Y RIPETUTE, IN CAMPIONI NON BILANCIATI

Non sempre i campioni sono bilanciati. In vari esperimenti di laboratorio e in farmacologia, pud
sempre succedere che almeno una cavia o un paziente non permettano di misurare 1’effetto della dose
somministrata. Le cause possono essere numerose, dal decesso alla mancata risposta biologica, per
motivi fisiologici o genetici.

L’analisi diventa meno semplice e non permette di calcolare tutti i termini della regressione, che non ¢
piu centrata sulla dose e sulla risposta medie.

Nell’industria farmaceutica, la regressione lineare semplice con Y ripetute € spesso utilizzata per la
convalida di metodi analitici, atti alla determinazione quantitativa di principi attivi e dei possibili
degradati in forme farmaceutiche. Uno degli passaggi importanti della convalida consiste nel
verificare la linearita della risposta al variare della concentrazione. Per tali test, si preparano
concentrazioni scalari (almeno 5) della sostanza da quantificare, replicando un certo numero di volte
(da tre a sei) la determinazione per ogni concentrazione.

Nell’esempio successivo ¢ illustrata in modo dettagliato questa metodologia, applicata al caso piu

generale di campioni non bilanciati.

ESEMPIO. Si assuma che per 5 concentrazioni crescenti (X) siano state effettuate misure sul tempo di
efficacia (Y) di un farmaco. Per ogni dose sono state prese 5 cavie, ma per alcune non ¢ stato possibile

ottenere la risposta biologica.

Concentrazioni Risposte
30 106, 108, 110
40 118, 120, 125,119
50 137,134,132
60 144, 147, 151, 148, 146
70 159, 162, 156, 164, 158
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La lettura delle risposte su un grafico, come in un’analisi della varianza a un criterio, avvantaggia la

comprensione delle metodologie statistiche e dei risultati delle analisi.
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Si riportano tutti i valori (i punti) e le medie (asterisco) per ogni dose X.
E’ utile riportare anche la media generale delle Y e delle X (le due rette tratteggiate, perpendicolari tra

loro)

=137,2

7o 227, 2744
on 20

7o 22Xy _3:(30)+4-(40)+3-(50)+5-(60)+5-(70) _ 1050 525

20

(Per il calcolo della somma, cioé della quantita totale del principio attivo somministrato, ¢ della media
delle X occorre considerare non solo i 5 valori riportati, ma anche quante volte le singole dosi sono

state somministrate.)

Si pud immediatamente osservare che le due medie generali XeY (in particolare quella della X che
¢ importante per la dose) sono spostate verso le medie dei gruppi con dose 60 e 70, perché i campioni
non sono bilanciati. Il punto di incrocio, come gia evidenziato nella trattazione generale della
regressione per singoli valori di Y, rappresenta il baricentro della distribuzione ¢ ¢ attraversato dalla

retta di regressione.
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L’analisi della varianza a un criterio di classificazione ¢ fondata sul rapporto tra le varianze derivate da

- gli scarti delle medie )71 dei vari gruppi dalla media generale Y (devianza tra),
- gli scarti di ogni osservazione Y;; dalla media del gruppo }71 (devianza entro)

Utilizzando solamente i 20 valori delle Y, dopo aver calcolato

ko 0o
- DY) =383.346; DY, =274

i=1 j=1 i=1 j=I

- le sommatorie delle Y per le 5 dosi: (30) = 324; (40)=482; (50)=403; (60)=736; (70)=799;

kM 2

i=1 j=1

si stimano

- la devianza totale = Z Z Yij2 - congdl=n-1
i=l j=1 n
(2744)
ottenendo: 383.346 — T =383.346-376.476,8 = 6.869,2 con gdl =19
n; 2 kon 2
(5] (£2)
- la devianza tra trattamenti = Z S _AE A congdl= k-1

= n, n

ottenendo:

2 2 2 2 2 2
(324) | (482)° (403)  (736)  (799) (2744)
3 4 3 5 5 20

136,33 + 108.339,2 + 127.680,2 - 376.476,8 = 6.751,93 con gdl=4

- la devianza d’errore
ricavata per sottrazione

6.869,2 — 6.751,93 =117,27 con gdl =15 (19 —4)
0 come devianza entro ogni gruppo.

La tabella che riporta questi risultati

Fonte di variazione S.Q. DF s? F P
Totale 6.869,20 19 -—- — —

Tra gruppi 6.751,93 4 1.687,98 | 21591 0,000
Errore 117,27 15 7,818 - _—
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e quello del test F mostra una differenza altamente significativa tra le medie dei 5 gruppi.

Per calcolare la retta di regressione semplice che consideri le medie dei 5 dosaggi

ricordando che
on K on
K on (A_ __le:fj'( : YijJ
ZZXUY!‘/_ =r ==

-
-

p =i k ” .
225,
e
a=Y-b-X

con i dati dell’esempio dopo aver ricavato

k 2
- )XY, = 30x106+30x 108+ ... +70 x 164 +70 x 158 = 149.240

i=l j=1

k I’l/
- Y X] =3x (30 + 4% (40) +3 x (50)° +5 x (60) + 5 x (70)* = 59.100

i=1 j=1

- f“z;{j =1.050; iZY, =2744; X =525, Y =137.2;

i=l j=1 i=l j=l

si stimano
149 240 — 1.050-2.744 5 150
b= SoF " 3975~ 0
59.100 —M '
20
e

a=137,2-1,303-52,5=68,79
Pertanto, la retta di regressione lineare semplice che rende minimi gli scarti al quadrato tra i punti

collocati sulla retta e le medie dei gruppi €

Y. =68,79+1,303- X,
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A

Per disegnare la retta sul grafico precedente, ¢ sufficiente stimare il valore di Y, peruna X, qualsiasi.
Ad esempio, per X, =30 si ha

Y, = 68,79 +1,303-30 = 107,88

A partire dal punto individuato, si traccia la retta che passa attraverso il baricentro della distribuzione

dei dati.

170 -
160 -
190 -
140 -
130 -
120 -
110 - :
100 | | | | | |

Se i calcoli sono stati effettuati manualmente, puo sorgere il dubbio di aver commesso qualche errore.
E’ possibile una verifica empirica e rapida: scelto un X, qualsiasi, il punto stimato (X Y ) deve

i

essere situato sulla retta.

Dalla rappresentazione grafica, ¢ semplice osservare che la retta si avvicina ai punti medi molto piu

della media generale delle Y. E’ la devianza dovuta alla regressione lineare (S0, ).

Tale quantita, che ha gdl = 1 ¢ calcolata con
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i=1 j=1 n
Con i dati dell’esempio,
2
(149'240_1.050-2.7441) 2
S0, - 20 _(5180) _ (e 50
2 * ’
59,100 (1.050) 3.975

si ottiene SO, = 6.750,29

La quota di devianza dovuta alla non linearita (SO y,, jneare) = 1,64 con gdl = 3) ¢ ricavata per

differenza.

Con queste due informazioni si puo completare 1’analisi della varianza condotta in precedenza,

ottenendo
Fonte di variazione Concetti S.Q. DF S? F P
Totale (Y.. _ 7)2 6.869,20 19 --- --- ---
7]
Tra gruppi (}7 _ 7)2 6.751,93 4 1.687,98 | 215,91 | 0,000

Della regressione lineare (A 7)2 6.750,29 | 1 6.750,29 | 863,4 0,000

Regressione non-lineare ( 1,64 3 0,547 <1 -

]
|
Ny

Errore (Entro gruppi) 117,27 15 7,818 —-- —

=
|

N

—

Ricordare: Y; =Y osservato; Z = media del gruppo; };l =Y stimato sulla retta; ¥ = media generale
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Dalla semplice lettura delle devianze si evidenzia che la devianza tra gruppi € quasi tutta imputabile

alla regressione lineare. Ma ¢ necessario verificare statisticamente questa impressione.

11 test per la linearita, cio¢ dell’esistenza di una relazione reale di tipo lineare tra dose e risposta
richiede che siano realizzate contemporaneamente due condizioni:
A) che risulti significativo il test per la linearita.

B) che risulti non significativo il test per la regressione non-lineare;

Il primo ¢ attuato dividendo la varianza dovuta la regressione lineare per la varianza d’errore; con i
dati dell’esempio
6.750,29

F. .. =——""7 _ 8634
G 7818

I1 risultato con F(; ;5) = 863,4 dimostra che la retta si avvicina ai punti individuati dalle medie molto

piu della media generale Y.

Il secondo dividendo la varianza dovuta alla regressione non-lineare per la varianza d’errore; con i
dati dell’esempio
0,547
(3.15) ==
7,818
Il risultato con F3;5) = < 1 dimostra che le curve di grado superiore non si avvicinano ai punti
individuati dalle medie in modo significativo rispetto alla retta.

In conclusione, la risposta ¢ di tipo lineare

In questa verifica, puo essere conveniente iniziare dal secondo test, quello per la non-linearita. Infatti,
quando esso non risulta significativo, ¢ possibile sommare alla devianza d’errore e ai gdl la quota

dovuta alla non linearita, ottenendo

Fonte di variazione S.Q. DF s? F P
Totale 6.869,20 19 -—- — -

Della Regressione 6.750,29 1 6.750,29 1021,8 0,000
Errore 118,91 18 6,606 - -

L’ipotesi sulla linearita
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Ho:p=0 ~contro H;:p=0
puo essere verificata anche mediante

6.750,29

i =~ =10218

In questo caso, il risultato ¢ ancor piu significativo. Il test ha una efficienza relativa maggiore. In esso
aumentano sempre i gdl della varianza d’errore, aspetto importante soprattutto quando essi sono pochi.

Inoltre, in questo caso, si determina il vantaggio aggiuntivo di una varianza d’errore minore.

La capacita predittiva della retta

2 6750,29 — 0,983
6869,20
¢ superiore al 98%.
Per il calcolo
- dell’intervallo di confidenza di
S.

- dell’intervallo di confidenza della intercetta

A

- dell’intervallo di confidenza di un valore medio di Y, per la specifica dose X,

—=\2
okt |2 1, -X)

e n Z(Xi_y)Z

- dell’intervallo di confidenza di un singolo valore di )}l

N : oy
Y £ Karrn-2)" Se2 . 1+_+M

" Z(Xi _)?)2
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. N 2
la varianza d’errore ¢ S, = 6,606

¢ la devianza delle X come stimata in precedenza ¢ Z (X =X )2 =3.975.

17.8. CENNI SULLA REGRESSIONE PESATA E DELLA SUA CALIBRAZIONE

Una delle condizioni piu importanti, per la validita della regressione lineare least-squares, ¢ che

- ogni punto deve fornire la stessa quantita d’informazione nella stima della varianza.

E’ un altro modo per ripetete I’enunciazione classica che

- la deviazione standard dell’errore deve essere costante, per tutti i valori della variabile
esplicativa o indipendente.

Tale assunzione non sempre ¢ vera ¢ non sempre ¢ possibile realizzarla, anche mediante la
trasformazione dei dati. Ad esempio, come nella figura sottostante,

- all’aumentare delle linee del micrometro (asse delle ascisse),

- cresce la variabilita quando le misure sono ripetute (asse delle ordinate).

0.3
L]

¢ i ‘ .
2 » '
[:1] [ . [ .
E e
S 02 ' . .
4]
E L] o ' .

- * »
E! . i ]
S \

E_ ] ]

& B -

g 0.1 ’ ] ' ! *

4 ) '

d L

z i ' ) *

-

th

$ :

0.1 7

I ' I ' I ' I ' I ' I ' I
0 2 4 6 8 10 12

True Line Spacing, micrometers
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In queste condizioni, la metodologia piu appropriata ¢ la regressione pesata (wighted least-squares
regression), che rende massima [’efficienza nella stima dei parametri della retta. Rappresenta il
tentativo di

- assegnare, ad ogni coppia di dati, la quantita appropriata di influenza che essa esercita nella

determinazione del coefficiente angolare b e dell’intercetta a della retta.

Nella figura, si evidenzia con chiarezza che i valori X, hanno misure Y, ripetute, caratterizzate da

una precisione dell’informazione che non ¢ costante. Nelle scienze analitiche, da quelle chimiche a
quelle cliniche,

- il livello di precisione della misura rilevata cambia al variare della sua concentrazione.

In questi casi, ¢ utile ricorrere alla regressione pesata, che richiede calcoli pitt complessi di quelli fino
ad ora presentati. Normalmente, essi sono effettuati con programmi informatici, per cui in questo

paragrafo la presentazione ¢ limitata alle nozioni generali.

Il concetto di base della weighted regression ¢

- assegnare un peso w, maggiore ai punti che hanno una precisione —- maggiore.

i

Un modo per giungere a una soluzione ¢ partire dalla relazione

dove

2 . . .
- s; ¢lavarianza delle risposte Y, per la stessa dose o concentrazione X .

Questi pesi iniziali possono essere standardizzati, in modo da ottenere un peso finale WV, ,

- moltiplicandoli per il numero n di valori X

- e dividendo per la somma di tutti i pesi

Per una regressione pesata che passa per 1’origine,

quindi definita dalla retta
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la predizione inversa pesata ¢ data da

. Y
X, =—
(w) b
(w)
con
n
Z ixlyl
_ =l
b(W) - n
W
i=1
dove

- Y ¢il valore medio della risposta di m repliche

- x, e y, sono le coppie di dati per il punto 7 -esimo.

Assumendo che la retta di regressione passi per 1’origine, la stima migliore del coefficiente angolare b
¢ ottenuta nell’assunzione che I’ipotesi a = 0 sia corretta.
E’ ragionevole per molti dei casi nei quali si ricorre alla calibrazione, ma non sempre.

L’incertezza associata alla predizione inversa pesata, espressa come intervallo di confidenza, ¢ stimata

con
5 t-s 1 Y’
(w)
X(W) + b . mW " 2 < 2
o) ' b(w) ’ ZVVi‘xi
i=1
dove

¢t ¢ il valore critico alla probabilita « (abitualmente = 0.05) bilaterale, con gdl ugualia n —2
- W, ¢ la deviazione standard pesata per il dato x per il punto i nella calibrazione,
- m ¢ il numero di repliche e dei residui pesati,

= St ¢ I’errore standard della calibrazione,

calcolato come

n n

2 2 2
ZVVtyt _b(w) 'ZVV[X[
i=1 i=1

n-—1

Sy =

Il vantaggio della regressione pesata ¢ che

- 1 pesi sono inversamente proporzionali alla varianza di ogni livello della variabile esplicativa.
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E’ un concetto semplice, ma che ne rappresenta anche il limite maggiore. Infatti la teoria di questo
metodo ¢ fondata sull’assunzione che

- i pesi sono conosciuti con precisione.

E’ una condizione che ¢ realizzata solo raramente ¢ pertanto vengono utilizzati i pesi del campione.
Ma essi possono essere anche sensibilmente differenti da quelli reali, per cui sia 1’analisi della
regressione sia la sua interpretazione ne possono risultare fortemente influenzate.

Inoltre, come avviene per la varianza, i pesi calcolati sono fortemente influenzati dagli outlier. Ne
deriva che il risultato di una regressione pesata puo essere molto inferiore a quella di una regressione

non pesata.

17.9. LA REGRESSIONE NELL’ANALISI DELLA VARIANZA A PIU’ CRITERI

L’analisi della regressione puo essere effettuata con dati organizzati per 1’analisi della varianza per
qualsiasi disegno sperimentale, piu complesso di quello completamente randomizzato fin qui
utilizzato, quali i blocchi randomizzati, le analisi a piu fattori, i quadrati latini, gli esperimenti
fattoriali.

Un uso frequente ¢ quello a blocchi randomizzati, che viene illustrato sviluppando un esempio in tutti i
suoi passaggi logici. Dopo aver effettuato I’analisi della varianza a piu fattori, per quel fattore che ha
livelli adeguati ¢ possibile calcolare la regressione. Nello stessa analisi della varianza, i fattori
implicanti una regressione possono essere pit di uno. L’esempio seguente ¢ applicato solo su un
fattore; ma puo essere facilmente esteso a piu, non diversamente dai confronti multipli che possono

essere applicati a ogni fattore a piu livelli o modalita qualitativi.

ESEMPIO. Per testare I’effetto di un farmaco nel tempo, in 6 cavie ¢ stato misurato la quantita di un
ormone nel sangue al momento dell’iniezione e in altri 4 tempi successivi, presi a distanza

costante

Tempo (X)
Cavie 0 1 2 3 4

I 17,0 19,2 20,8 20,4 18,5
11 23,4 24,6 27,3 27,2 24,8
m 18,6 20,4 23,8 22,5 21,4
v 14,7 18,6 19,3 19,5 18,3
A% 20,4 24,6 249 22,6 20,3
VI 20,2 22,8 24,5 24,2 22,1

Valutare come varia nel tempo la quantita media dell’ormone

Risposta. Dopo aver calcolato i totali
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Tempo (X)
Cavie 0 1 2 3 4 Totali
I 17,0 19,2 20,8 20,4 18,5 95,9
11 23,4 24,6 27,3 27,2 24.8 127,3
11 18,6 20,4 23,8 22,5 21,4 106,7
v 14,7 18,6 19,3 19,5 18,3 90,4
A% 20,4 24,6 249 22,6 20,3 112,8
VI 20,2 22,8 24,5 242 22,1 113,8
Totali 114,3 130,2 140,6 136,4 125.4 646,9

kN

ela ZZYUZ =14.210,39 si stimano

i=1 j=1

la devianza totale = 14.210,39 —

la devianza tra cavie

(646,9)

= 261,07 con gdl=29

2 2 2 2 2 2 2
(95,9) +(127,3) +(106,7) +(9o,4) +(118,8) +(113,8) _(6436(,)9)

5 5 5

la devianza tra tempi

2 2 2 2 2 2
(114,3) +(130,2) +(140,6) +(136,4) +(125,4) _(646,9)

5

5

5

6 6 6

6

la devianza d’errore ricavata per sottrazione

6

30

=177,37 con gdl =5

=69,85 con gdl =4

261,07 — (177,37 + 69,85) = 13,85 con gdl =29 - (5 +4) =20

La tabella che riporta questi risultati e i due test F

Fonte di variazione S.Q. DF s? F P
Totale 261,07 29 - --- ---

Tra cavie 177,37 5 35,47 51,18 <0.001

Tra tempi 69,85 4 17,46 25,19 <0,001
Errore 13,85 20 0,693 - -
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evidenzia una differenza altamente significativa tra le medie delle cavie etra le medie dei tempi.
La devianza tra cavie ¢ utile per ridurre quella d’errore e quindi rendere il test piu significativo.
La devianza tra tempi, con 4 gradi di liberta, pud essere scomposta utilmente nei quattro termini della

regressione tra cinque medie.

Utilizzando i coefficienti polinomiali

Grado 1 =2 -1 0 +1 +2
Grado 2 +2 -1 -2 -1 +2
Grado 3 -1 +2 0 -2 +1
Grado 4 +1 -4 +6 -4 +1

- per il termine lineare si ottiene

k
Y CT =(-2-1143)+(-1:130,2)+ (0-140,6)+ (+1-136,4)+ (+ 2-125,4) = +28,4
i=l1

Py C’ =6-[(—2)2 +(=17 +(0) +(+1) +(+2)2]=6-(10)=60

(28,4)

SO = =13,44

- per il termine quadratico si ottiene
k
> CT =(+2-1143)+(-1:130,2)+ (- 2-140,6)+ (- 1-136,4) + (+ 2-125,4) = —68 4
i=1

rzk“cf =6-[(+2)2 + (=1 + (=2 +(-1) +(+2)2]=6-(14)=84

i=1

= 55,70

-t

- per il termine cubico si ottiene

k
> CT =(-1-114,3)+(+2-130,2)+(0-140,6)+ (- 2-136,4) + (+1-125,4) = 1,3
i=1

i
k

Y2 =6 (1] + (+2) + (0F + (-2 +(+1F]=6-(10)= 60

i=1
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)

~13)
S0 =~>"2-0,03
0="%

- per il termine alla quarta si ottiene

CT =(+1-114,3)+(=4-130,2)+ (+ 6-140,6)+ (- 4-136,4) + (+1-125,4) = +16,9

k
i=1

F,Z:‘C"z =6 (+1F + (= 4F +(+6) + (= 4F +(+1)|=6-(70)= 420
16,9)

_(
S0 = 420

=0,68

Sulla base di questi risultati, si puo riscrivere la tabella delle devianze, con la scomposizione completa

della devianza tra tempi e il risultato dei 4 test F per 1’individuazione dei termini significativi

FONTE DI VARIAZIONE DEVIANZA DF s? F P
Totale 261,07 29 - - -
Tra cavie 177,37 5 - - -—-
Tra tempi 69,85 4 --- - -
Dovuta al termine lineare 13,44 1 13,44 19,39 <0.001
Dovuta al termine quadratico 55,70 1 55,70 80,37 <0.001
Dovuta al termine cubico 0,03 1 0,03 <1 NS
Dovuta al termine alla quarta 0,68 1 0,68 <1 NS
Residuo o entro gruppi 13,85 20 0,693 -

(NS = Non significativo)

Il metodo ¢ applicabile a qualsiasi analisi della varianza, da quella piu semplice a due a quelle piu
complesse che prendono in considerazione piu fattori.

La scomposizione della devianza tra puo essere fatta

- per ogni fattore che permetta ’analisi della regressione, non diversamente da quanto puo

essere fatto con i confronti multipli a priori.
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17.10. CONDIZIONI DI VALIDITA’ DELLA REGRESSIONE CON PANALISI DEI
RESIDUI; TEST PER LA COSTANZA DELLA VARIANZA D’ERRORE
(LEVENE MODIFICATO E BREUSCH-PAGAN O COOK-WEISBERG),
TRASFORMAZIONI PER LA RETTA
Le condizioni di validita dell'analisi della regressione sono analoghe a quelle gia evidenziate per il test
t di Student e il test F nel confronto tra due e pit medie: normalita, omoschedasticita, indipendenza
dell'errore.
La condizione di normalita richiede che il valore di Y sia normalmente distribuito per ogni valore
di X.
E' un’ipotesi gia illustrata quando si & discusso della variabilita delle Y e che ¢ facilmente
comprensibile nel caso delle Y ripetute per lo stesso valore di X. Come il test t, al quale ¢ molto
simile, anche 1'analisi della regressione ¢ robusta, nel caso di deviazione dalla normalita: fino a
quando la distribuzione dei valori di Y per lo stesso valore di X non si differenzia in modo estremo
dalla normale, le probabilita calcolate non sono eccessivamente distorte e le inferenze sono ritenute
valide. Tale ipotesi di distribuzione normale dei dati coincide con quella di normalita degli errori, cioe

degli scarti dal valore medio.

P(Y/X)

Rappresentazione grafica delle condizioni di validita dell'analisi della regressione
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La rappresentazione grafica precedente illustra il concetto di omoschedasticita, mostrando la stessa

forma di distribuzione delle Y per le 3 serie di valori di X.

La condizione di omoschedasticita richiede che la varianza sia costante per tutti i valori di X, da
quelli minori a quelli maggiori raccolti con il campione. Sovente succede che all'aumentare delle X si
abbia un aumento della varianza delle Y; come gia esposto ampiamente in precedenza, le
trasformazioni dei dati possono ricostruire la condizione di validita per ’inferenza. Alla fine del

paragrafo saranno proposte quelle che sono piu utili in questo caso.

L’analisi grafica dei residui permette di evidenziare in modo semplice se il modello di regressione ¢
adeguato ai dati sperimentali e se esistono violazioni delle ipotesi di validita. Sono tecniche
elementari, che richiedono un numero di dati non troppo limitato. Di conseguenza, comportano molto
tempo per il calcolo e hanno potuto diventare di ampia applicazione con la diffusione dei computer e
I’uso di programmi informatici.

I valori residui e;
e=Y,-7,
dati dalla differenza tra valori osservati ( Y, ) e valori previsti sulla retta ( }}l ) sono posti su un asse

orizzontale, da non confondere con la media anche se coincidente, che rappresenta la retta di
regressione per 3 = 0.

Dopo standardizzazione, ma ¢ possibile anche utilizzare il valore calcolato, i residui ( ¢ ) sono
collocati in un diagramma cartesiano in cui 1’ordinata riporta gli scarti rispetto alla retta e 1’ascissa

indica il valore corrispondente della variabile indipendente X.

L'ipotesi di omoschedasticita ¢ realizzata quando i punti che li rappresentano occupano un'area
omogenea lungo tutta la retta; al contrario, si parla di varianze eterogenee quando i punti si
allontanano dalla retta in modo non costante. Di norma, si parla di effetto a ventaglio: la variabilita dei

residui cresce all'aumentare della X.

Nella pagina successiva,

- la figura A rappresenta la situazione corretta, attesa quando le condizioni di validita sono
pienamente rispettate;

- la figura D evidenzia un progressivo aumento della varianza: per ottenere una inferenza attendibile,
occorre trasformare le Y con formule che riducano i valori elevati (logaritmica, in radice quadrata,

reciproco, ...).
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L'ipotesi di normalita ¢ realizzata quando i residui hanno una distribuzione che puo essere
approssimata alla distribuzione normale: gli scarti grandi e piccoli, quelli positivi e i negativi

dovrebbero essere

all'incirca uguali come numero,

simmetrici per posizione e

in successione casuale,

senza la presenza di valori anomali (outliers).

A B c
Ce ¢ . .
E
D .
.o. * '. v .:..
* LI °

11 grafico rappresenta alcune delle situazioni piu diffuse di distribuzione dei residui.

- La figura E rappresenta un caso di mancato rispetto della condizione di normalita degli errori.
Purtroppo nel caso delle Y ripetute, un numero limitato di repliche (di solito si raccolgono 4-6 dati)
per lo stesso valore di X non permette di verificare compiutamente I'ipotesi. A parere di vari studiosi,
si pud presumere che l'analisi della regressione sia corretta, quando non si evidenzia una rilevante
violazione dell'ipotesi di normalita.

L'indipendenza delle osservazioni dipende dal tipo di campionamento, ma ¢ sovente messa in

discussione quando i dati sono rilevati in successione cronologica: si pud avere un fenomeno di
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autocorrelazione temporale, a causa dell'inerzia o stabilita dei valori osservati, per cui ogni valore ¢
influenzato da quello precedente e determina in parte rilevante quello successivo. Ad esempio, se
nell'arco di una giornata si rileva la temperatura ad intervalli costanti di alcuni minuti, si ottiene una
successione di valori crescenti fino al momento in cui viene raggiunta la temperatura massima del
giorno e poi una successione di valori decrescenti: ogni valore non ¢ casuale, nell’ambito della
variabilita dei valori giornalieri, ma risente del valore precedente.

- Le figure B e C indicano che la retta calcolata non descrive adeguatamente la dispersione dei dati.

- Nel caso B, il coefficiente angolare ¢ stimato in modo non corretto per I’influenza di un altro fattore
sistematico e lineare.

- Nel caso C, si evidenzia che una curva di secondo grado sarebbe piu adeguata della retta.

Riassumendo gli stessi concetti con altri termini, 1’analisi dei residui permette di evidenziare sei
diversi tipi importanti di allontanamento dal modello di regressione lineare: se

- la funzione di regressione piu adatta ai dati non ¢ lineare;

- gli errori non hanno varianza costante,

- gli errori non sono indipendenti,

- il modello ¢ soddisfacente, ma esistono uno o piu valori anomali (outliers),

- gli errori non sono distribuiti in modo normale,

- la variabile predittiva non ¢ stata scelta in modo adeguato.

- La normalita della distribuzione puo essere verificata con 1’'uso della

- distribuzione Z quando il campione ¢ grande.

- distribuzione t quando il campione ¢ piccolo,

Con un campione grande, ¢ utile verificare se

il 68% degli errori ¢ compreso entro 1’intervallo
+4/S?
e 11 90% entro I'intervallo

+1,645,/S>

Con un campione piccolo, al posto di Z si usa il valore di t alla stessa probabilita o e con gdl n-2.

11 test della regressione lineare ¢ sensibile soprattutto a diversita nella varianza. Per la sua verifica, nei

programmi informatici spesso sono indicati

65



- il test proposto da H. Levene nel 1960 (vedi I’articolo Robust Test for Equality of Variances,
pubblicato sul volume Contributions to Probability and Statistics, ed.I. Olkin. Palo Alto, Calif..:
Stanford University Press, pp. 278-292), preferibile nel caso di campioni piccoli,

- il test di T. S. Breusch ¢ A. R. Pagan del 1979 (A4 Simple Test for Heteroscedasticity and Random
Coefficient Variation, pubblicato sulla rivista Econometrica, vol. 47, pp. 1287-1294), da utilizzare
solamente con campioni grandi. Esso ¢ stato sviluppato in modo indipendente anche da R. D. Cook ¢
S. Weisberg nel 1983 (con I’articolo Diagnostics for Heteroscedasticity in Regression, pubblicato su

Biometrika vol. 70, pp.1-10), per cui ¢ chiamato anche test di Cook-Weisberg

Il test di Levene modificato applica ai residui gli stessi concetti gia illustrati per ’omoschedasticita

nel test t di Student. E’ fondato sulla variabilita dei residui (e;), considerati in valore assoluto.

Sulla base del valore della variabile indipendente X (alti e bassi rispetto al valore mediano), gli scarti
sono suddivisi in due gruppi, con un numero di dati possibilmente uguale poiché in tale situazione il
test € piu potente.

Se la varianza tende a essere costante al variare di X, i due gruppi di residui dovrebbero avere valori
uguali

Se la varianza tende a crescere (o semplicemente variare) all’aumentare di X, i residui del gruppo con
X maggiore dovrebbero essere significativamente maggiori (o diversi).

E’ quindi possibile effettuare sia un test bilaterale che un test unilaterale, con il vantaggio per il

secondo di essere il caso piu frequente e con la potenza maggiore.

La procedura richiede che,

- dopo aver calcolato gli scarti dei due gruppi (e;; , ep) ¢ la mediana dei residui sia del gruppo 1 (me))
che del gruppo 2 (me,),

- si modifichino i valori calcolando le differenze relative d;; e dj; in valore assoluto di ogni scarto
dalla sua mediana,

cioe

d, = |eil - m€1| e d,= |ei2 - mez|

A queste due serie di valori modificati (d;, e d,,), dopo aver calcolato la media, si applica

L —timy-1y) = | |
S; B T
nn

il test t

X
|
&

con varianza pooled uguale a
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S2 = Z(dn _671)2 +Z(di2 _‘72)

- n —1l+n, -1

Se il test t risulta significativo, le due varianze sono significativamente differenti e quindi non ¢

realizzata la condizione di omoschedasticita lungo la retta.

Il test di Breusch-Pagan o test di Cook-Weisberg applica ai residui gli stessi concetti della

regressione lineare. Valido per grandi campioni, assume che gli errori (indicati con g; perché teorici
od attesi) siano indipendenti e normalmente distribuiti e che la loro varianza ( o ) sia funzione lineare

del valore di X,

secondo

ln0'l.2 =% +71Xi

In altri termini, implica che la varianza (O'i2 ) aumenti o diminuisca secondo il livello di X, dipendendo

dal segno di y,.

Se si ha omoschedaticita, si realizza I’ipotesi nulla
Hy: = 0
contro I’ipotesi alternativa bilaterale

H1: ]/1750

Per la sua verifica, si calcola una nuova regressione lineare, a partire da un diagramma di dispersione

che

- sull’asse delle ascisse riporta il valore X, originale,

- sull’asse delle ordinate il valore ] corrispondente.

Si ottiene una nuova retta di regressione, la cui devianza totale (SQR) ¢ in rapporto alla devianza
d’errore precedente (SQE) calcolata con i dati X; e Y; originari,

secondo la relazione quadratica

SOR

2

(ng—E)z

2
Aoy =
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che ¢ distribuita come un chi-quadrato con 1 gdl.
Se, come nel chi- quadrato, n ¢ abbastanza grande

ed ¢ vera I’ipotesi nulla
HO: ]/1 =0
il valore ;((21) ottenuto deve essere inferiore a quello critico, per la probabilita o prefissata.

Se risulta maggiore, si deduce che nella retta originale (X;,Y;) la varianza d’errore non & costante.

Le trasformazionidi Y

Quando le distribuzioni dei dati non rispettano le condizioni di validita, ¢ possibile ricorrere alle

trasformazioni.

Sono gia state ampiamente discusse in precedenza con una presentazione generale delle finalita e dei

metodi.

Nel caso della regressione, di solito interessano la variabile Y. Quelle piu frequenti nella ricerca

ambientale sono:

1) laradice quadrata,

Y =AY

quando i dati hanno una distribuzione poissoniana, sono cio¢ conteggis;

con frequenze molto basse, a essa, da parte di molti ricercatori, viene preferita

Y =4Y+0,5

cio¢ I’aggiunta di una costante 0,5 soprattutto, ma non necessariamente, quando si ha la presenza di
osservazioni nulle;
per stabilizzare la varianza, nel caso di crescita moderata all’aumentare di X,

viene usata anche

Y =Y +—
8

oppure

Y’ = \/7+«/Y+1

nel casoincui Y <2
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2) I’arcoseno

Y’ = arcsin \/7

quando i valori hanno una distribuzione binomiale, come proporzioni e percentuali (Y ¢ la
percentuale);
con percentuali molto basse o alte (vicine a 0% oppure a 100%) ¢ stata proposta

la trasformazione

Y+g

Y'=arcsin
n+-=
4

dove
-Y ¢ la frequenza assoluta

- n sono le dimensioni del campione (p = Y/n)

1 . / Y 1Y +1
Y'=—| arcsin + arcsin
2 n+1 n+1

quando le percentuali sono lontane dai valori estremi;

mentre € stata indicata

3) la trasformazione logaritmica (con qualsiasi base)

Y'=logY

soprattutto quando si devono omogeneizzare le varianze, che aumentano molto al crescere di X;

con presenza di valori nulli si ricorre a

Y'=log(Y +1)

17.11. SCELTA DEI VALORI DI X, PER UNA REGRESSIONE SIGNIFICATIVA
Come scegliere i dati per effettuare un test statistico ¢ parte del campionamento, discusso nei capitoli

finali del corso. Infatti, benché debba essere programmato prima dell’esperimento, un campionamento
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corretto richiede la esatta conoscenza sia del tipo di scala per la misure che verranno effettuate sia
della metodologia dei test che sono programmati. Tuttavia, gia

- nella presentazione del test t di Student per il confronto tra la media di un campione e una media
attesa oppure per il confronto tra due medie,

- nell’analisi della varianza per il confronto tra due o piu medie,

- nei test per il confronto tra le varianze di due o piu campioni,

il concetto implicito nella raccolta dei dati campionari ¢ sempre che essi siano rappresentativi di quelli
della popolazione.

Un modo, il piu semplice, ¢ 1’estrazione casuale o random dalla popolazione, che ha valori ignoti.
Per effettuare un campionamento corretto, non ¢ necessario conoscere i valori della popolazione e

spesso esso € condotto nella totale ignoranza dei parametri della distribuzione.

Nel caso della regressione, il campionamento deve essere effettuato dopo una attenta analisi dei
valori della variabile X, che quindi devono essere noti. Diversi testi, tra i quali il volume di Neter
John, Michael H. Kutner, Christofer J. Nachtsheim, William Wasserman del 1996 Applied Linear
Statistical Models (fourth ed., WBC/McGraw-Hill, Boston, 1400 pp.), ne illustrano i principi e le
modalita.

11 valore o livello di X deve essere scelto dallo sperimentatore, sulla base dell’uso della regressione.
Ad esempio, per la regressione tra dose del farmaco (X) e effetto (Y), puo essere necessario rispondere
a quattro domande:

1 - Quali livelli di X devono essere analizzati?

2 - Quali sono i due valori estremi, entro il cui intervallo interessa la regressione?
3 - Con quali intervalli scegliere le singole dosi X?

4 - Quante osservazioni effettuare per ogni dose X?

Le risposte dipendono dal tipo di regressione che si vuole effettuare e dal parametro che si vuole prima
misurare e poi testare. Ad esempio, se interessa solamente il coefficiente angolare b, oppure solamente
la intercetta a, oppure entrambi; inoltre, se la regressione cercata ¢ lineare oppure curvilinea e di quale
ordine.

Comunque esistono indicazioni generali, che sono meglio comprese attraverso una lettura delle
formule che permettono per calcolare le 4 varianze che possono essere utilizzate, sia nei test, sia per la
stima degli intervalli di confidenza. Con la simbologia consueta, esse sono

- la varianza dell’intercetta a

1 X’
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- la varianza del coefficiente angolare b

- la varianza del valore medio di Y stimato (fh )

per la singola dose X},

- la varianza del singolo valore di Y stimato o predetto (Y red)

per la singola dose X},

In tutte le formule, al denominatore compare la devianza della variabile X,
cio¢
Z (X i X )2

che deve essere massima, affinché la varianza sia minima.

Di conseguenza, per ottenere la precisione massima per una stima e la potenza massima per un test, €
vantaggioso che la variabilita dei valori della X sia massima. Quindi, la scelta dei valori della X
non deve essere casuale, ma

- prima si devono analizzare i valori presenti nella popolazione

2

fore ,) sia minima.

. . . . . 2 2 2
- e successivamente scegliere quelli che determinano la varianza (s,, s, ,S;, S

\

Ne deriva che ¢ errato scegliere valori di X tutti concentrati intorno alla loro media X, con la
motivazione che essi indicano la dimensione normale del fenomeno, quindi quella che riveste
maggior interesse, poiché i valori estremi di X sono riscontrati piu raramente e spesso indicano valori
atipici.

Se ¢ gia certo che la regressione sia di tipo lineare e si tratta solo di calcolare il coefficiente angolare e
la sua significativita o il suo intervallo di confidenza, ¢ vantaggioso che meta delle osservazioni siano

collocate intorno al valore minimo della X e 1’altra meta intorno al valore massimo.
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Per valutare invece se esista linearita o sia piu adatta una curva di ordine superiore, ¢ bene che i
valori di X siano collocati a intervalli regolari, usando 4 livelli se il tipo di curva cercato ¢ di secondo
ordine con forma a parabola. Usare 5 o 6 livelli, quando la curva puo essere di tipo asintotico oppure
essa non ¢ adeguatamente descritta da una curva di secondo ordine, ma di terzo ordine. In questi casi,

¢ vantaggioso che il campionamento per Y ripetute che sia bilanciato, poiché 1’errore standard, dato

dallo scarto di ogni Y dalla sua media Y per la stessa X, ¢ minimo quando il numero di osservazioni &

sempre uguale.

Se la regressione ¢ effettuata per stimare il valore e verificare la significativita I’intercetta a, nel
. . 2 4 o\ . TP .
calcolo della sua varianza (sj) il valore X* diventa piu importante della devianza z (X =X ) , in

quanto spesso puo essere molto grande. Ne consegue che ¢ vantaggioso che la media delle X sia

vicina a 0, con un valore ideale di X =0.

Se invece si desidera stimare

- il valore medio di Y per una singola dose h di X (I} , ) oppure

- una singola risposta di Y sempre per la dose h di X (I; ored)

¢ vantaggioso che, oltre a tenere in considerazione la devianza, la dose scelta di X sia a distanza

minima dalla media, con un valore ideale di X, = X .

17.12. LA REGRESSIONE LINEARE MULTIPLA E IL MODELLO GENERALE DI
REGRESSIONE LINEARE.

Negli schemi accademici, un corso di Statistica I di solito termina con la regressione e la correlazione

lineare semplice. La regressione multipla e quella curvilenea rappresentano gli argomenti introduttivi

in un corso di Statistica II, di norma dedicato alla statistica multivariata. Purtroppo nella preparazione

culturale degli operatori e dei ricercatori nel campo ambientale e nelle discipline biologiche non si

trattano mai questi argomenti, neppure in corsi di master. Come conclusione degli argomenti trattati, si

introducono i concetti fondamentali dei metodi che dovrebbero essere sviluppati.

Il modello di base della regressione lineare multipla ¢ simile a quello della regressione lineare
semplice; se ne differenzia per ’aumento del numero di variabili predittive. Al posto di una variabile
predetta o dipendente (Y) e una variabile predittiva o indipendente (X), esso ha

- sempre una sola variabile predetta o dipendente, indicata con Y;

- ma due o piu variabili predittive o indipendenti, indicate con X;;, Xp, ..., X,
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In termini matematici, analogamente all’analisi della varianza questo modello é additivo e puo essere

rappresentato
come

Yi=oa+BiXut B X+ + BaXin t+ &
oppure

Y = Bo+ BiXut P Xip + + BoXin + &
dove

- o, oppure By indicano I’intercetta,
- B1, B2y ..., Pn indicano il coefficiente angolare di ognuna delle n variabili predittive X;,
- I’indice i segnala che la variabile dipendente e quelle predittive sono riferite allo stesso caso o

individuo.
L’analisi statistica serve per valutare,
- se e quanto le variabili predittive X,, insieme riescono a stimare il valore della Y,

- quale é il contributo di ogni variabile X,,. indipendentemente dalle altre.

Questo modello generale di regressione lineare assume forme differenti, in rapporto al numero e al

tipo di variabili predittive prese in considerazione. Tra i testi internazionali, per completezza degli
argomenti e chiarezza di trattazione una sua presentazione puo essere trovata in quello di John Neter,
Michael H. Kutner, Chistopher J. Nachtsheim, William Wasserman del 1990 Applied Linear
Regression Models (3™ ed. 1990, IRWIN Chicago, X + 720 pp.) e nella sua versione piti recente, del
1996, notevolmente ampliata negli argomenti che riguardano PANOVA (4 ed. 1996, WBC
McGraw-Hill, XV + 1408 pp.).

L’elenco dei modelli matematici ¢ utile per comprendere la varieta delle applicazioni che si rifanno
allo stesso schema di regressione multipla. Tra quelli maggiormente utilizzati, possono essere

segnalati i seguenti 8 modelli di regressione.

A) Con due variabili predittive misurate con una scala di rapporti o di intervalli, si ha la forma

piu semplice, chiamata modello di primo ordine con due variabili predittive quantitive.
Il modello matematico ¢

Yi=a+ BiXut B X + &

Sotto 1’aspetto grafico, assume genericamente la figura di un piano che attraversa la nuvola di punti

sperimentali, riportati in uno spazio tridimensionale.
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E{Y} =10+ 2X, +5X,
Y

fo=10~

CemEm e e e .-

— (Xin, Xi2)

In modo piu specifico, la funzione di regressione della figura riportata é

Y, =10-2X, +5X,

Nella rappresentazione grafica sono evidenziati:
- lintercetta 3, =10, (I’altezza di Y per X, ¢ X, uguali a 0),

- il piano individuato da X; e X, (che attraversa la nuvola di punti sperimentali lungo I’asse
maggiore),

- la pendenza del piano (che lungo 1’asse X; ¢ dato da B, e lungo ’asse X, ¢ dato da 3,),
- Derrore ¢&;, calcolato sull’asse delle Y (€ lo scarto tra il valore osservato (Y;) e quello atteso (Y; ),

indicato in alcuni testi come Y expected E (K )).

Questo modello con due variabili predittive ¢ chiamato a effetti additivi.
I parametri B; e B, sono chiamati coefficienti di regressione parziale perché ognuno dei due
- riflette I’effetto parziale di una variabile predittiva sulla variabile dipendente,

- quando D’altra predittiva ¢ inclusa nel modello ed ¢ mantenuta costante.

Un esempio semplice di regressione di questo tipo ¢ il peso(Y;) di una persona (i), considerando come

variabili predittive ’altezza (X)) e I'eta (Xj2).
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B) Con n variabili predittive, che utilizzino sempre valori misurati in una scala di rapporti o di

intervalli, si ha il modello di primo ordine con piu variabili predittive quantitative:

Yi=o+ BiXit oXi +ooot BuXin t &

La sua rappresentazione grafica sarebbe un iperpiano, di dimensioni n, cio¢ quante sono le variabili
predittive considerate, in un iperspazio (poiché considera anche la Y), che non ¢ possibile

rappresentare graficamente.

C) Una variabile predittiva puo essere di tipo qualitativo.

Nel modello piu semplice a due variabili prima presentato
Yi=o+ BiXut B X + &

una variabile puo essere qualitativa, come il sesso.

Ad esempio, ¢ possibile stimare il peso (Y;) di una persona (i), considerando 1’altezza (Xj;) ed il sesso
(Xi). Allora la Xj; rimane invariata rispetto al modello precedente, mentre ¢ possibile definire che X,
sia

- uguale a 1 se I’individuo ¢ femmina,

- uguale a 0 se I’individuo ¢ maschio.

Ne deriva che la relazione per stimare i valori dipendenti (Y )

cio¢ la funzione
Y:a+ﬂ1X1 + 5 X,
- per un maschio ¢
Y=a+ BX,
- per una femmina ¢
Y=a+ BX, +p,
Questa ultima relazione puo anche essere scritta come

};:(0‘++ﬂ2)+ﬂ1X1

In modo generico, le due funzioni rappresentano due linee parallele, con intercette differenti.
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/—E{Y}:(ﬂo+5z)+ﬁxxx

Bo+ Ba<

o/

X

D) Mantenendo lo stesso schema, piu di una variabile predittiva puo essere qualitativa e/o_di

rango. Nel modello generale
prima presentato

Y=o+ B1Xi1+ ﬁinz +...t+ BnXin +§;

una variabile predittiva puo essere una informazione di rango, come il livello di gravita di una
malattia.

Ad esempio, ¢ possibile stimare il peso (Y;) di una persona (i), considerando insieme con 1’altezza
(Xi1) e il sesso (Xj) se l’individuo ¢ gravemente ammalato, lievemente ammalato oppure sano,
ovviamente per una patologia che influisca sul peso.

Allora, in aggiunta ai valori attribuiti alle variabili X; e X,, ¢ possibile utilizzare congiuntamente
anche le variabili X5 e X, attribuendo

- X3=1, se I’individuo € sano,

- X3=0, se I’individuo non & sano,

e

- X4=1, se’individuo ¢ gravemente ammalato,
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- X4=0, se I’individuo non ¢ gravemente ammalato.

In questo caso, si ottiene la funzione

Yi=a+ BiXi + B2 Xix + BsXiz + BuXis + &

che richiede attenzione nella interpretazione del significato di ogni coefficiente angolare.

Questa procedura di uso di piu variabili ¢é giustificata dal fatto che le informazioni di rango

possono essere elaborate con maggiore facilita, quando sono scomposte in risposte binarie.

E) Pure i modelli di regressione polinomiale possono essere interpretati come casi speciali del

modello generale di regressione lineare, anche se contengono
- termini al quadrato (X l_z ) o elevati a potenze di ordine superiore ( X lk ),

- sia per una sola che per piu variabili predittive.
Il caso piu semplice pud essere la quantita di steroidi (Y;) di una persona (i) in funzione dell’eta,

sapendo che la variabile dipendente prima tende ad aumentare ¢ poi a diminuire.

Steroid Level
Y

30
25
20
15

10

Age (years)
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La sua rappresentano grafica ¢ una funzione curvilinea, che puo essere rappresentata come una curva
di secondo grado su un piano cartesiano, con le stesse modalita utilizzate per la retta di regressione
semplice. In questo caso specifico, il modello ¢

Yi =0+ BIXi + B2X2i+ &

Anche la funzione curvilinea non si allontana dal modello generale di regressione lineare. Infatti
ponendo

Xi = Xit € Xzi = X2
si ritorna al modello generale

Yi=o + BiXut B X + &

F) 1 modelli con variabili trasformate sono utilizzati nel caso di funzioni complesse ¢ di risposte

curvilinee di ordine superiore.
Ad esempio, quando la risposta (Y;) ¢ di tipo esponenziale, il modello matematico additivo puo essere
scritto come

logY;=o + B:Xii + B2Xiz + B3Xiz + BaXis + &

E’ sufficiente la trasformazione

per riscrivere la funzione precedente nella formula generale
Y¥i= o+ BiXi + BaXiz + BaXis + BaXia + &

Sulla base degli stessi principi e nello stesso modo, un’altra funzione complessa
come

Y = 1
i a+pX,+pB,X,+e

puo essere riscritta nella formula generale

come

Y*=a+ X, +5,X,+¢

dopo aver effettuato la trasformazione
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G) 1 modelli con Pinterazione tra due o piu variabili predittive, come nell’analisi della varianza,

presentano fattori che non sono additivi, ma moltiplicativi.
Nel caso piu semplice di due variabili predittive (X; e X;) che siano quantitative e presentino

interazione (X;X5), il modello ¢
Yi=a+ B Xt B Xi + B3 XuXiz + &

In questo caso, ¢ sufficiente inserire una terza variabile predittiva (X3),

tale che
X=X, X,
per ritornare al modello generale a tre variabili predittive

Yi=a+ BiXi + B:Xiz + B3 X3 + &

La rappresentazione grafica di questo ultimo modello ¢ una coppia di rette che non sono parallele,

come gia presentato nell’analisi della varianza a due fattori.

/E{Y}=(Bo+ﬁz) TABL T Ba) Xy

E{(Y}=Bo+ 81X,

/]

‘30'*‘.32{
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Number of
Months Elapsed
Y

/——Stock Firms

/—Mutual Firms

0 Size of Firm X,

H) Un modello di regressione puo essere molto piu complesso di quelli fino ad ora presentati, in

quanto costruito come combinazioni di casi.

esempio, in un modello ancora relativamente semplice con due variabili (X; e X,) quantitative, €
Ad dell lat t 1 d bili (X; e X titat
possibile prendere in considerazione sia il termine lineare sia quello quadratico, valutando anche
I’interazione (X;X5) tra i due termini lineari.

Tale modello scritto come

Yi=a+ B X+ BZXZil + BsXipt+ B4X2i2 +BsXiuXiz + &

dopo le trasformazioni

Zi =Xq Z,= X2i1 Zi3=X; Zy= Xziz Zis = XuXi

puo ancora essere scritto nella forma generale del modello lineare

Yi=a + BiZit B2Zip + B3Zist BsZis +BsZis + &;
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Le due figure successive illustrano due differenti risposte complesse, che utilizzano due variabili
predittive.

Da questo semplice elenco dei vari modelli di riferimento, risulta evidente che il modello generale di
regressione lineare non prende in considerazione solamente risposte lineari. Il termine lineare ¢

riferito al fatto che i parametri sono considerati additivi, mentre la risposta puo essere di tipo

curvilineo.

ta)

(b)
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