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CAPITOLO   XIV 

 

L’ANALISI GERARCHICA E 

LE COMPONENTI DELLA VARIANZA 

 

 

14.1.   ANALISI GERARCHICA O NESTED IN ANOVA I, II E III. 

Come presentata nei capitoli precedenti, l'analisi della varianza a due o a più criteri di classificazione 

richiede esperimenti nei quali  

-  tutti i livelli di ogni fattore incontrano tutti i livelli degli altri fattori (crossed experiment).  

Ma non sempre è possibile programmare un esperimento "incrociato", cosi poco flessibile alle 

mutevoli situazioni della ricerca sperimentale.  

Un secondo concetto importante è che, soprattutto nella ricerca ambientale ed aziendale, in varie 

situazioni  

-  i fattori presi in considerazione non sono tra loro indipendenti.  

Non possono essere considerati come la località (spazio) e l'ora (tempo), che influiscono con modalità 

totalmente differenti sui livelli d'inquinamento; né come il tipo di farmaco somministrato e l'età del 

paziente, quando si intenda confrontare l'effetto di due o più principi attivi. 

Un terzo concetto, che sarà sviluppato nei paragrafi successivi, è che la verifica di differenze tra le 

medie (o le varianze) non sempre è indirizzata ad un confronto specifico tra due o più livelli dello 

stesso fattore, identificati in modo preciso; con la ricerca si intende verificare  

- l'esistenza di variabilità tra tutti i possibili livelli,  

- dei quali quelli prescelti sono solamente un campione random.  

Ad esempio, è possibile  

- non solo, come nelle analisi precedenti e con esperimenti “crossed”, essere interessati al confronto 

tra la quantità media di principio attivo inserita nel prodotto da due o più aziende specifiche;  

-  ma anche chiedersi semplicemente se tutte le aziende che mettono sul mercato quel prodotto 

inseriscono la stessa quantità di principio attivo oppure se tra esse esiste una variabilità significativa.  

 

Per accertare questa ultima ipotesi, si scelgono alcune aziende a caso e l’elenco delle aziende 

esaminate potrebbe essere differente; si vuole giungere non ad un confronto specifico ma ad una 

affermazione generale del tipo: le aziende di questo settore non mettono (oppure mettono) la stessa 

quantità di principio attivo nel loro prodotto. 

 

Il disegno sperimentale gerarchico è utile quando si confrontano i livelli d'inquinamento atmosferico 

in un'area ampia come una regione: 

-  dopo aver scelto alcune città (gruppi o primo livello), 
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-  si scelgono almeno due quartieri per ogni città (sottogruppi entro gruppi o secondo livello), 

-  almeno due vie per ogni quartiere (sotto-sottogruppi entro sottogruppi o terzo livello) 

-  almeno due stazioni di rilevazione per via (sotto-sotto-sottogruppi o quarto livello),  

-  almeno due repliche per ogni stazione (repliche entro il quarto livello). 

Quando si confrontano le quantità di principio attivo presente in farmaci prodotti da aziende diverse, 

-  dopo aver scelto le aziende (gruppi o primo livello), 

-  con campionamento casuale si prendono due o più campioni del prodotto (esempio fiale o pillole) 

per ogni azienda (sottogruppi entro gruppi o secondo livello) e 

-  si effettuano almeno due analisi chimiche per ogni unità del prodotto, allo scopo di misurare la 

quantità di principio attivo in essa presente (repliche entro sottogruppi o repliche entro II livello), 

considerando la loro variabilità e l'errore di ogni misura. 

 

Per l’analisi, si deve ricorrere ad una classificazione gerarchica o annidata dei fattori (hierarchic 

analysis , hierarchial design, nested classification).  

In questa programmazione degli esperimenti, sono impliciti due concetti importanti:  

-  il livello maggiore influisce su quello minore, 

-  il secondo ha significato se analizzato entro il primo.  

Ad esempio, i livelli d'inquinamento di un quartiere e delle vie entro esso sono strettamente dipendenti 

dalla collocazione della città (se in riva al mare, in pianura o ai piedi di una catena montuosa), dalla 

sua dimensione (quindi dalla distanza dei quartieri dalle aree rurali), dal tipo di sviluppo in essa 

prevalente (se presenti tante fabbriche con emissioni inquinanti), dall'intensità e dalla direzione dei 

venti. 

 

Nella sua forma più semplice, per l’analisi e l’interpretazione, il disegno sperimentale gerarchico  è 

bilanciato e quindi prevede  

- un numero di sottogruppi uguale per ogni gruppo,  

- un numero di repliche uguale per ogni sottogruppo. 

 

Per evidenziare graficamente in modo adeguato i concetti precedenti, la presentazione dei dati in una 

tabella è differente da quella illustrata nei capitoli precedenti, dedicati agli esperimenti crossed.  

 

Ad esempio, si supponga di considerare  

-  due aziende farmaceutiche (A e B, con k = 2), 

-  che per ognuna siano stati scelti a caso tre confezioni, per un totale di sei (p = 6), 

-  che per ogni confezione siano state fatte quattro misurazioni (r = 4) della quantità di principio 

attivo presente: 
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Azienda A B 

Confezione 1 2 3 1 2 3 

Misura 1 X111 X121 X131 --- X221 X231 

Misura 2 X112 --- --- --- --- X232 

Misura 3 --- --- --- --- --- --- 

Misura 4 X11r X12r --- --- X22r Xijr 

Media della fiala x11 --- --- --- --- x ij 

Medie della azienda  x1 x i 

Media generale x  

 

 

E' una tabella che, oltre alle repliche, evidenzia soprattutto l’annidamento (nested) del fattore di II 

livello (la confezione) entro quello di I livello (l'azienda) e in cui 

- Xijr   è una generica osservazione o misura, 

- x ij   è la media del sottogruppo j-esimo entro il gruppo i-esimo (con nij dati), 

- x i   è la media del gruppo i-esimo (con ni dati), 

- x    è la media generale (con n dati). 

 

L'analisi nested o hierarchial è stato applicata inizialmente in agraria, in disegni sperimentali 

chiamati split-plot (dalla suddivisione dell’appezzamento) o disegni split-unit (dalla suddivisione 

dell’unità principale di analisi). Per verificare l’effetto di 2 fattori a vari livelli, in essi si deve  

-  scegliere tanti appezzamenti di terreno quanti sono i livelli del fattore più importante e procedere ad 

una attribuzione casuale di ogni appezzamento ad una specifica modalità del fattore; 

-  successivamente, ogni appezzamento deve essere suddiviso in tanti lotti, tra loro uguali, quante sono 

le modalità del secondo fattore, procedendo alla loro attribuzione casuale. 

 

Oltre a rispondere alle differenti esigenze del ricercatore nell'impostazione dell'esperimento, la nested 

ANOVA offre l'opportunità di analizzare e confrontare le varianze ai differenti livelli. In altri 

termini, ha favorito lo sviluppo di tecniche, chiamate componenti della varianza, che permettono 

appunto di stimare quanto della variabilità presente tra le varie misure derivi dalle caratteristiche di 

ogni livello. Queste tecniche successivamente sono state estese anche agli altri disegni sperimentali 

incrociati. Combinate con i metodi per verificare le ipotesi sulle medie, hanno dato origine a tre gruppi 

di ANOVA, chiamate  
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-   ANOVA I o a effetti fissi (fixed effects): è l'analisi classica, nella quale l'ipotesi da verificare è 

riferita alle medie di ogni livello ed eventualmente alle loro interazioni; 

-   ANOVA II o a effetti casuali (random effects): verifica ipotesi sulla varianza, per valutare se essa 

differisce ai diversi livelli;  

-   ANOVA III o a modello misto (mixed model): è utilizzata quando per un livello il confronto 

riguarda le medie e per un altro livello l'analisi è riferita alle varianze. 

 

 

14.2.   NESTED ANOVA I  O  A EFFETTI FISSI 

Il modello, le ipotesi e la metodologia dell'ANOVA nested per il confronto tra le medie, detta analisi 

ad effetti fissi o ANOVA I, possono essere presentati in modo semplice con un esempio a due fattori 

(samples within samples).  

Facilmente estensibile al confronto tra prodotti industriali, l'esempio sottostante è tratto dal volume di 

George W. Snedecor (al quale si deve la impostazione metodologica attuale dell'analisi della varianza, 

proposta da Fisher) e William G. Cochran (già citato come autore di vari test) del 1974 e intitolato 

Statistical Methods (The Iowa State University Press, Ames Iowa, U.S.A., sixth edition, seventh 

printing, pp. 593). A partire dalla prima edizione del 1937 e per quasi 50 anni, il volume di Snedecor, 

al quale dopo le prime edizioni si aggiunse Cochran come coautore, è stato uno dei testi internazionali 

fondamentali, per coloro che hanno affrontato i temi della statistica applicata alla ricerca in biologia e 

in agricoltura.  

 

Nell’esempio citato, allo scopo di verificare eventuali differenze tra le quantità medie di calcio 

presente nelle foglie di piante differenti,  

-  sono state scelte a caso quattro piante (A, B, C, D), 

-   per ogni pianta sono state scelte a caso tre foglie (1, 2, 3)  

-  per ogni foglia sono state effettuate due misure, con lo stesso metodo chimico. 

L’esperimento è analogo al confronto nell’industria tra 4 aziende, con 3 prodotti per ognuna e 2 

misure per campione. 

 

Il modello di analisi della varianza utilizzata è a due fattori e può essere rappresentato come 

ijrijiijrX εβαµ +++=  

 dove 

-  µ è la media generale, 

-  iα  è l'effetto della quantità media presente nella pianta (rispetto alla media generale), 

-  ijβ  è l'effetto della quantità media presente nella foglia rispetto a  quella della pianta, 



 5 
 

 

 

-  ijrε  è l'errore di misura della quantità di calcio per ogni foglia entro ogni pianta. 

Vari testi preferiscono la simbologia 

)()( ijrijiijrX εβαµ +++=  

 per indicare con 

-  j(i) che sono presenti diversi valori di j "nidificati" in i, 

-  r(ij) che l'indice r è "nidificato" in gruppi identificati dalla combinazione degli indici i e j. 

 

 

PIANTA A B C D 

FOGLIA I II III I II III I II III I II III 

Campione 1 3,28 3,52 2,88 2,46 1,87 2,19 2,77 3,74 2,55 3,78 4,07 3,31

Campione 2 3,09 3,48 2,80 2,44 1,92 2,19 2,66 3,44 2,55 3,87 4,12 3,31

Media Foglia 3,185 3,500 2,840 2,450 1,895 2,190 2,715 3,590 2,550 3,825 4,095 3,310

Media Pianta 3,175 2,178 2,952 3,743 

Media Totale 3,012 

 

 

E' una prima differenza importante rispetto all'analisi incrociata dove α e β erano indipendenti. 

Secondo la formule utilizzate per il calcolo delle devianze, i dati possono essere riportati con calcoli 

differenti, in funzione delle formule utilizzate: 

-  le medie di ogni livello (tabella precedente), 

-  i totali di ogni livello (tabella successiva) 

 

PIANTA A B C D 

FOGLIA I II III I II III I II III I II III 

Campione 1 3,28 3,52 2,88 2,46 1,87 2,19 2,77 3,74 2,55 3,78 4,07 3,31

Campione 2 3,09 3,48 2,80 2,44 1,92 2,19 2,66 3,44 2,55 3,87 4,12 3,31

Totale Foglia 6,37 7,00 5,68 4,90 3,79 4,38 5,43 7,18 5,10 7,65 8,19 6,62

Totale Pianta 19,05 13,07 17,71 22,46 

TOTALE 72,29 
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L'ANOVA I permette di verificare due ipotesi sulle quantità medie presenti nei due livelli. Esse 

possono essere scritte con le solite modalità: 

-   nel primo livello 

H0: non vi è differenza tra piante nel determinare la quantità di calcio; in simboli 

H0: µA = µB = µC = µD 

H1: esiste differenza tra piante nel determinare la quantità di calcio; cioè 

H1: le µ presenti nelle piante non sono tutte uguali 

 

-   nel secondo livello 

H0: non vi è differenza tra le foglie della stessa pianta nella quantità di calcio; in simboli 

H0: µI = µII = µIII  

H1: esiste differenza tra le foglie della stessa pianta nella quantità di calcio; cioè 

H1: le µ presenti nelle foglie non sono tutte uguali 

 

Per rispondere a queste due domande è necessario calcolare 

1 - la devianza totale, 

2 -  la devianza tra piante (o di primo livello), 

3 - la devianza tra foglie entro piante (o di secondo livello), 

4 - la devianza tra repliche entro foglie (o d'errore). 

 

1 - Per la devianza totale, le formule e il calcolo dei gdl sono identici a quelli precedenti; essa è 

sempre fondata sullo scarto al quadrato tra ogni misura e la media generale: 

 

( )
n
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p

i
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j

k
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ijrp

i

q
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p

i

q

j

k
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2
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 con gdl uguale a n-1. 

Utilizzando i dati dell'esempio, 

-  con la prima formula si ottiene 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2704,10012,331,3012,331,3...012,309,3012,328,3 2222 =−+−++−+−  

 

-  con la seconda formula 
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( ) 2704,10
24
29,7231,331,3...09,328,3

2
2222 =−++++  

 con df = 23. 

 

 

2 - Per la devianza tra piante o di I livello la formula e il calcolo dei gdl restano ancora invariati 

rispetto all’analisi crossed, essendo fondati sulla differenza tra le medie dei gruppi di I livello e la 

media generale: 
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 con gdl uguale al numero di gruppi meno 1. 

Utilizzando i dati dell'esempio,  

-  mediante la prima formula si ottiene 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 5603,76012,3743,36012,3952,26012,3178,26012,3172,3 2222 =⋅−+⋅−+⋅−+⋅−  

 

-  mediante la seconda 

 

5603,7
24
29,72

6
46,22

6
71,17

6
07,13

6
03,19 22222

=−+++  

 con df = 3. 

 

 

3 - Per la devianza tra foglie entro piante o di II livello entro il I livello, la formula e il calcolo dei 

gdl differiscono dai precedenti, poiché sono fondati sul concetto nuovo delle differenze tra le medie 

dei sottogruppi e la media del loro gruppo di appartenenza: 
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 con gdl uguale al numero di sottogruppi (foglie) meno il numero di gruppi (piante). 

Utilizzando i dati dell'esempio,  

-  mediante la prima formula si ottiene 
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( ) ( ) ( ) ( ) 6302,26743,3310,32743,3095,4...2175,3500,32175,3185,3 2222 =⋅−+⋅−++⋅−+⋅−  

 

-  mediante la seconda 

 

6302,2
24
29,72

2
62,6

2
19,8...

2
00,7

2
37,6 22222

=−++++  

 con df = 8 (12 - 4). 

 

 

4 - Per la devianza entro foglie entro piante o d'errore oppure di III livello, la formula e il calcolo 

dei gdl sono identici a quelli dell'errore nell'analisi della varianza a un criterio di classificazione: 

è la somma dei quadrati degli scarti di ognuna delle r misure campionarie dalla media del sottogruppo 

(la foglia) al quale appartiene  

 

( )∑∑∑
= = =

−
k

i

p

j

n

r
ijijr XX

1 1

2

1
 

 

e i df sono n - p, dove n è il numero di misure e p è il numero di foglie.  

 

Per la proprietà additiva è ottenuto più rapidamente per sottrazione dalla devianza totale delle altre due 

Devianza entro foglie = 10,2704 - 7,5603 - 2,6302 = 0,0799 

Gradi di libertà entro foglie = 23 - 3 - 8 = 12 

 

Riassunti in tabella, per facilitare i calcoli successivi, i risultati sono 

 

Fonte di variazione Devianza DF S2 F 

TOTALE 10,2704 23 --- --- 

Piante  7,5603 3 2,5201 7,66 

Foglie entro piante 2,6302 8 0,3288 49,07 

Tra misure entro foglie 0,0799 12 0,0067 ---- 

 

 

Per la verifica delle differenze tra le medie delle foglie entro piante, il rapporto F è 
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2

2

errore

foglie

s
s

F =         07,49
0067,0
3288,0

12,8 ==F  

 

Per la verifica delle differenze tra le piante, il test F si differenzia dal metodo "crossed" ed è 

 

2

2

foglie

piante

s
s

F =         66,7
3288,0
5201,2

8,3 ==F  

 

A differenza degli esperimenti crossed, con l'analisi nested la significatività di ogni livello è verificata 

mediante il rapporto tra la sua varianza e quella del livello immediatamente inferiore.  

Appare infatti logico che, per quanto riguarda la differenza tra le medie delle piante, come varianza 

d'errore debba essere considerata quella esistente tra le foglie, non quella stimata sulla base delle 

differenze tra misure chimiche ripetute per ogni foglia.  

Questa ultima è appropriata solo per valutare la variabilità tra le foglie della stessa pianta: se fosse 

vera l'ipotesi nulla (non esiste differenza tra le quantità medie di calcio nelle foglie appartenenti alla 

stessa pianta), la variabilità tra foglie dipenderebbe solo dagli errori di misura chimica. 

 

Il test nested presentato (due livelli con misure ripetute) può essere considerato un'analisi della 

varianza a un criterio di classificazione, effettuata due volte (una dentro l'altra),  

-  la prima per calcolare la devianza tra trattamenti e quella entro,  

-  la seconda per scomporre la devianza tra trattamenti nei due livelli considerati.  

 

A - Nel primo caso, si ignorano i gruppi di I livello e quindi si considerano le 24 misure solo in 

riferimento alle 12 foglie, con 2 repliche per ognuna.  

 

 

FOGLIA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Campione 1 3,28 3,52 2,88 2,46 1,87 2,19 2,77 3,74 2,55 3,78 4,07 3,31

Campione 2 3,09 3,48 2,80 2,44 1,92 2,19 2,66 3,44 2,55 3,87 4,12 3,31

Media Foglia 3,185 3,500 2,840 2,450 1,895 2,190 2,715 3,590 2,550 3,825 4,095 3,310

Media Totale 3,012 
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Nell'analisi della varianza corrispondente, si ottiene una tabella come la seguente: 

 

Fonte di variazione Devianza DF S2 

TOTALE 10,2704 23 --- 

Tra foglie  10,1905 11 0,9264 

Entro foglie 0,0799 12 0,0067 

 

 

B- Nel secondo caso, si prendono in considerazione solo le dodici medie (delle foglie), come se esse 

fossero 12 valori singoli, classificati nei quattro gruppi (le piante). 

 

PIANTA A B C D 

FOGLIA I II III I II III I II III I II III 

Media Foglia 3,185 3,500 2,840 2,450 1,895 2,190 2,715 3,590 2,550 3,825 4,095 3,310

Media Pianta 3,175 2,178 2,952 3,743 

Media Totale 3,012 

 

 

Con l'analisi della varianza a un criterio, si otterrebbe una tabella come la seguente: 

 

Fonte di variazione Devianza DF S2 

Totale  10,1905 11 --- 

Tra piante  7,5603 3 2,5201 

Tra foglie entro piante 2,6302 8 0,3288 

 

che rappresenta la scomposizione della precedente devianza tra trattamenti (foglie). 

 

Ritornando al presentazione della metodologia nested, è importante sottolineare che in alcune 

situazioni il rapporto tra la varianza del livello inferiore e quella d'errore non risulta significativo.  
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Quindi statisticamente 

2

2
inf

errore

eriorelivello

s
sF −=  = 1 

 

In questi casi, alcuni autori suggeriscono di stimare una varianza comune, sommando le devianze e 

i relativi gdl, per ottenere una varianza da utilizzare nel denominatore per il test F del livello 

superiore: essa  

-  non si discosterà statisticamente dalle due stime precedenti (foglie + errore), ma 

-  avrà un numero di gdl maggiore e quindi  

-  permetterà un test più potente (cioè risulterà significativo con una probabilità maggiore). 

Nell'esempio, per verificare la differenza tra piante, si avrebbe un test F con df 3 e 20 (12 +8), invece 

di quello presentato in precedenza con df 3 e 8. 

Ma non tutti gli autori sono d'accordo con questa procedura. 

 

Il metodo applicato a due livelli con fattori bilanciati può essere  

-  esteso a più livelli,  

-  con un numero di modalità o repliche variabile. 

Secondo Robert R. Sokal e F. James Rohlf, due autori di un altro testo classico per gli studiosi di 

statistica applicata, stampato con la prima edizione nel 1969 e giunto alla terza del 1995 (Biometry, 3rd 

ed., W. H. Freeman &Co., New York, 867 pp.), " i principi basilari di una nested anova sono gli 

stessi, anche quando le dimensioni del campione sono differenti". Tuttavia si presentano tre problemi 

pratici non trascurabili: 

-  il simbolismo e le formule diventano più complessi,  

-  i calcoli diventano molto più lunghi, per la necessità di apportare varie correzioni alle varianze, 

-  non esiste un test di significatività esatto e i test approssimati possono essere molto inesatti. 

Inoltre nell'ANOVA II diventa molto più complessa anche la stima delle componenti della varianza.  

 

Fino a poco tempo fa, con i calcoli manuali il fattore limitante più importante era la lunghezza e 

complessità dei calcoli, che molto spesso determinavano errori; ora, con la diffusione dei programmi 

informatici, è diventato quello meno rilevante e l’attenzione può essere rivolta ai concetti e alla 

correttezza della stima. 

Per dimostrare come avviene la suddivisione delle devianze e dei relativi gdl, si supponga di avere 

applicato un disegno sperimentale gerarchico non bilanciato (nested anovas with unequal sample 

sizes), al fine di confrontare i pesi di cavie neonate di 23 nidiate (generate da altrettante femmine), con 

un numero variabile di fratelli, per un totale di 106 individui:  
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 Livello I Livello II Livello III Livello IV  o  Repliche 
Nidiata Alimentaz. Maschio Femmina n. di figli Peso di ogni figlio 

1 I 1 A 4 20, 22, 24, 22 
2 I 1 B 5 22, 25, 21, 26, 22 
3 I 2 C 6 27, 22, 24, 28, 21, 28
4 I 2 D 4 38, 36, 35, 38 
5 I 2 E 5 31, 32, 35, 38, 32 
6 II 3 F 4 29, 32, 30, 28 
7 II 3 G 5 33, 39, 40, 31, 32 
8 II 3 H 3 28, 27, 25 
9 II 4 I 3 26, 27, 28 

10 II 4 L 3 31, 32, 33 
11 II 5 M 4 28, 32, 30, 26 
12 II 5 N 3 33, 26, 43 
13 II 6 O 5 27, 27, 26, 28, 30 
14 II 6 P 5 35, 28, 28, 35, 30 
15 II 6 Q 6 32, 33, 33, 33, 35, 31
16 II 6 R 5 33, 35, 31, 26, 27, 
17 III 7 S 5 32, 31, 33, 32, 35 
18 III 7 T 6 38, 37, 38, 37, 39, 35
19 III 8 U 5 31, 38, 38, 35, 34 
20 III 8 V 5 38, 36, 33, 32, 33 
21 III 9 X 6 32, 32, 36, 33, 34, 39
22 III 9 Y 6 31, 32, 32, 30, 33, 30
23 III 9 Z 3 37, 35, 40 

 

 

L'analisi nested è una procedura necessaria nella ricerca biologica, dove spesso non è possibile 

"incrociare" ogni femmina con ogni maschio: si allungherebbero i tempi, ma soprattutto si avrebbe una 

sovrapposizione che genera confusione, al momento dell'interpretazione dei risultati, tra gli effetti 

dell'ordine del parto (genitori più anziani) e il genotipo del maschio. 

Con i dati dell'esempio, si vogliono valutare gli effetti medi sul peso delle cavie 

-  dei 3 diversi tipi di alimentazione (indicati con I, II, III) 

H0: µI = µII = µIII 

 

-  delle differenze dovute al genotipo dei 9 maschi (indicati con numeri da 1 a 9) 

H0: µ1 = µ2 = … = µ9 
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-  delle differenze dovute al genotipo delle 23 madri (indicate con lettere maiuscole da A a Z) 

H0: µA = µB = … = µZ 

 

Nella impostazione dell’esperimento, è importante evidenziare che  

-   ogni tipo di alimentazione (gruppi) deve essere stato somministrato ad almeno 2 maschi 

(sottogruppi), 

-   ogni maschio (sottogruppi) deve avere almeno 2 femmine (sotto-sottogruppi),  

-   ogni femmina deve avere almeno 2 figli (repliche entro sotto-sottogruppi).  

 

Poiché la logica e i concetti sono identici a quelli già presentati per due soli livelli con un numero di 

campioni bilanciato, sotto l'aspetto pratico è utile comprendere i tabulati dei computer, seguendo 

la suddivisione dei gradi di libertà.  

E' una procedura che vari testi recenti di statistica applicata consigliano come unico modo per 

verificare, seppure in modo parziale, se sono state eseguite le analisi desiderate.  

 

 

Fonte di variazione DF Devianza 2s  F P 

Totale 105 2404,12 --- --- --- 

Nidiate 22 1880,06 85,46 13,54 < 0.001 

Alimentazione 2 673,03 336,51 4,81 > 0.05 

Maschi 6 419,95 69,99 1,24 > 0.05 

Femmine 14 787,08 56,22 8,90 < 0.001 

Errore 83 524,07 6,31 --- --- 

 

 

In essa, 

-  la significatività complessiva delle differenze tra le nidiate  

 è data dal rapporto 

F22,83 = 
85 46
6 31

,
,

=13,54 

 

-  la significatività delle differenze tra tipi di alimentazione  

 è ottenuta con 
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F2,6 = 
336 51
69 99

,
,

=4,80 

-  la significatività delle differenze dovute al genotipo dei maschi  

 è 

F6,14 = =
22,56
99,69

1,24 

-  la significatività delle differenze dovute al genotipo delle femmine  

 è 

F14,83 = =
31,6
22,56

8,90 

Per comprendere questi risultati, è utile ricordare che:  

 

1 - la devianza totale è determinata dagli scarti al quadrato di ognuna delle 106 misure dalla media 

generale e  ha df = 105; 

 

2 - la devianza tra le 23 nidiate è data dagli scarti della media di ognuna di esse dalla media generale 

e ha df = 22; essa può essere scomposta nelle 3 devianze successive (2a, 2b, 2c): 

 

2a) - la devianza tra i 3 tipi di alimentazione (fattore A o del I livello ed indicati con I, II, III) è data 

dagli scarti di ognuna delle sue medie dalla media generale e ha df = 2; 

 

2b) - la devianza tra i 9 maschi (fattore B o del II livello e indicati con numeri da 1 a 9) è calcolata 

entro ogni tipo di alimentazione, come scarto della media dei figli dello stesso maschio rispetto alla 

media del tipo di alimentazione e ha df = 6, poiché: 

-  il tipo di alimentazione I ha 2 maschi e quindi df = 1, 

-  il tipo di alimentazione  II  ha 4 maschi e quindi df =3, 

-  il tipo di alimentazione III  ha 3 maschi e quindi df = 2; 

 

2c) - la devianza tra le 23 femmine (fattore C o del III livello ed indicate con le lettere da A a Z) è 

calcolata entro ognuno dei 9 maschi e ha df = 14 (23 - 9); è possibile arrivare alla stessa stima 

sommando i gradi di libertà dei gruppi di femmine entro lo stesso maschio: 

1 + 2 + 2 + 1 + 1 + 3 + 1 + 1 + 2 = 14 

 

3 - la devianza d’errore, calcolata per differenza (devianza totale - devianza tra nidiate) oppure sulla 

base degli scarti di ogni osservazione dalla media della nidiata (corrispondente alla media della 

femmina). 
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Nell'interpretazione dei risultati è sempre utile non limitarsi alla sola lettura statistica, ma evidenziarne 

il significato nella disciplina. Ad esempio, poiché il rapporto tra la varianza dei maschi e quella delle 

femmine risulta uguale, evidenziare come l'effetto del genotipo dei maschi e quello delle femmine sul 

peso delle cavie sia uguale, come d'altronde è atteso in genetica. 

Anche le differenze tra i tipi di alimentazione non risultano significative alla probabilità α = 0.05. Il 

risultato è imputabile pure al numero limitato di gdl del denominatore (6). A questo problema, 

secondo alcuni autori, è possibile ovviare. Poiché la varianza dei maschi è uguale a quella  delle 

femmine, appare ragionevole calcolare una varianza comune, uguale a 60,35 e ottenuta dal rapporto 

tra la somma delle due devianze e dei rispettivi gdl 

 

Fonte di variazione DF Devianza 2s  F P 

Alimentazione 2 673,03 336,51 5,58 < 0.025 

Maschi +Femmine 20 1207,03 60,35 --- --- 

 

Con df = 20 il test F 

F2,20 = =
35,60
51,336

5,58 

risulta significativo, con una probabilità α compresa tra 0.025 e 0.01 

 

 

14.3.   INTERAZIONE: L'ANALISI GERARCHICA IN ESPERIMENTI FATTORIALI 

Nell'analisi crossed è possibile evidenziare l'interazione, quando l'esperimento ha previsto almeno due 

fattori con repliche. Ad esempio, nel caso semplice in cui si intenda evidenziare l'interazione tra un 

farmaco a base ormonale e il sesso, nella determinazione della quantità di calcio presente nel sangue, 

 

 TRATTAMENTO 

SESSO Con 
Ormone 

Senza 
Ormone 

 
 
Maschi 
 
 

M1 
M2 
M3 
M4 
M5 

M6 
M7 
M8 
M9 
M10 

 
 
Femmine 
 
 

F1 
F2 
F3 
F4 
F5 

F6 
F7 
F8 
F9 
F10 
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 si possono prendere 10 maschi e 10 femmine prelevando a ogni individuo un campione di sangue per 

le analisi. 

Per facilitarne la comprensione, i risultati dell'ANOVA crossed sono riportati in una tabella con le 

devianze e i relativi df, ricavati con le formule già illustrate nei capitoli precedenti 

 

Devianza DF 

Totale 19 

Tra celle 3 

Fattore A (Ormone) 1

Fattore B (Sesso) 1

Interazione A x B 1

Errore o Entro celle 16 

 

 

Secondo vari autori, i dati di questo esperimento possono essere analizzati in modo più appropriato 

con l'ANOVA nested, poiché le cavie non sono le stesse nei quattro gruppi e sono annidate entro ogni 

cella. La validità di questo ultimo approccio risulta rafforzata, se a ogni cavia vengono prelevati tre 

campioni di sangue, per analisi ripetute della quantità di calcio. Trattandosi di misure ripetute dello 

stesso individuo, il concetto di "annidamento" diventa del tutto evidente. I dati raccolti con questo 

disegno sperimentale possono essere presentati con la seguente tabella: 

 

 

 TRATTAMENTO 

SESSO Con Ormone Senza Ormone 

 
 
Maschi 
 
 

M1,1   M1,2   M1,3 
M2,1   M2,2   M2,3 
M3,1   M3,2   M3,3 
M4,1   M4,2   M4,3 
M5,1   M5,2   M5,3 

M6,1   M6,2   M6,3 
M7,1   M7,2   M7,3 
M8,1   M8,2   M8,3 
M9,1   M9,2   M9,3 

M10,1   M10,2   M10,3 
 
 
Femmine 
 
 

F1,1   F1,2   F1,3 
F2,1   F2,2   F2,3 
F3,1   F3,2   F3,3 
F4,1   F4,2   F4,3 
F5,1   F5,2   F5,3 

F6,1   F6,2   F6,3 
F7,1   F7,2   F7,3 
F8,1   F8,2   F8,3 
F9,1   F9,2   F9,3 

F10,1   F10,2   F10,3 
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E’ un esperimento  

-  con due fattori crossed (farmaco e sesso),  

-  entro i quali è nested il terzo fattore (cavie),  

-  con sottocampioni (prelievi) a loro volta nested entro il terzo fattore. 

Con l'ANOVA I è possibile scomporre gli effetti semplici dei vari fattori e le loro interazioni.  

Mediante un programma informatico, si ottiene un tabulato come 

 

 

Devianza DF VARIANZA 

Totale 59 N-1 --- 

Tra celle 3 1−ab  --- 

Fattore A (Ormone) 1 1−a 2
As  

Fattore B (Sesso) 1 1−b 2
Bs  

Interazione A x B 1 ( )( )11 −− ba 2
AxBs  

Totale tra cavie 19 1−abc  --- 

Tra celle 3 1−ab --- 

Fattore C (Animali entro celle) 16 ( )1−cab 2
Cs  

Errore (Entro animali)  40 ( )1−nabc  2
es  

 

 

 dove le diverse modalità sono 

-   Trattamenti: a = 2, 

-   Sesso: b = 2, 

-   Animali: c = 5, 

-   Repliche o prelievi: n = 3, 

 per un totale di determinazioni o osservazioni della quantità di calcio nel sangue N = abcn = 60. 

Nella stessa tabella sono state riportate anche le varianze utili ai successivi test di significatività, che 

sono quattro:  

-  tre riguardano i due fattori "crossed" (A e B ) e la loro interazione (A x B); per ognuno, il test F è 

ottenuto dal rapporto tra la loro varianza e quella del fattore C, annidato entro essi; 
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-  l'ultimo riguarda il fattore C (animali) e il test F è ottenuto dal rapporto tra la sua varianza e quella 

entro animali o tra prelievi. 

Più dettagliatamente, 

1 - per l'ipotesi nulla 

H0: non esiste differenza tra maschi (M) e femmine (F) nella concentrazione media di calcio 

H0: µM = µF 

H1: esiste differenza tra maschi e femmine nella concentrazione media di calcio nel sangue 

H1: µM ≠ µF 

 si deve effettuare il test F 

2

2

16,1
C

A

s
sF =  

 con df = 1 e 16; 

 

2 - per l'ipotesi nulla 

H0: non esiste differenza tra cavie trattate (T) e di controllo (C) nella quantità media di calcio 

H0: µT = µC 

H1: esiste differenza tra cavie trattate e controllo nella quantità media di calcio 

H1: µT ≠ µC 

 si deve effettuare il test F 

2

2

16,1
C

B

s
sF =  

 con df = 1 e 16; 

 

3 - per l'ipotesi nulla 

H0: non esiste interazione tra sesso (α) e farmaco (β) per la quantità media di calcio 

H0: αβ = 0 

H1: esiste interazione tra sesso e farmaco per la quantità media di calcio 

H1: αβ ≠ 0 

 si deve effettuare il test F 

2

2

16,1
C

AxB

s
sF =  

 con df = 1 e 16; 

 

4 - per l'ipotesi nulla 

H0: non esiste differenza tra animali entro celle (MT, MC, FT, FC) nella concentrazione media, 

H0: µMT = µMC = µFT = µFC 
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H1: esiste differenza tra animali entro celle nella concentrazione media di calcio nel sangue, 

H1: le quattro µ (sesso per trattamento) non sono tutte uguali 

 si deve effettuare il test F 

2

2

16,1
e

C

s
sF =  

 con df = 16 e 40. 

 

 

14.4.   DISEGNI CON FATTORI NESTED E FATTORI CROSSED 

In un esperimento con molti fattori, può capitare che alcuni siano nested ed altri siano crossed. Tale 

situazione in alcuni testi è chiamata designs with nested and crossed factor, in altri nested-factorial 

designs. In essi è possibile l’analisi delle interazioni, ma solo per i fattori i cui livelli incrociano tutti i 

livelli dell’altro fattore, cioè sono tra loro crossed. Anche in questo caso è necessario utilizzare 

programmi informatici, per evitare errori che sono sempre frequenti, quando i calcoli richiesti sono 

molto lunghi. 

Come schema di riferimento è utilizzato l’esempio riportato da Douglas C. Montgomery nel suo testo 

del 1976 (Design and Analysis of Experiments, John Wiley & Sons, New York, pp. 418).  

In esso, non sostanzialmente differente dall’esempio del paragrafo precedente, sono state riportate le 

formule e i relativi risultati, in modo da favorire ulteriormente, con una dimostrazione completa di tutti 

i passaggi logici e metodologici, la comprensione di queste tecniche che per alcuni aspetti si 

differenziano da quelle crossed.  

Si supponga che, per un esperimento nel campo della chimica ambientale, sia stato programmato  

-   il confronto tra la qualità dell’acqua fornita da 2 acquedotti (A e B),  

-   scegliendo a caso 4 pozzi (I, II, III, IV) e  

-  con 2 misure in ogni pozzo per tre anni consecutivi (1, 2, 3), 

ottenendo i seguenti dati (con totali relativi): 

 

 

 Acquedotto  A Acquedotto  B 
Pozzo I II III IV Totale I II III IV Totale 

Totale 
Anno 

Anno  1 
 

22 
24 

23 
24 

28 
29 

25 
23 

 
198 

26 
28 

27 
25 

28 
25 

24 
23 

 
206 

 
404 

Anno 2 
 

30 
27 

29 
28 

30 
32 

27 
25 

 
228 

29 
28 

30 
27 

24 
23 

28 
30 

 
219 

 
447 

Anno 3 
 

25 
21 

24 
22 

27 
25 

26 
23 

 
193 

27 
25 

26 
24 

24 
27 

28 
27 

 
208 

 
401 

T. Pozzi 149 150 171 149  163 159 151 160   
Totale 

Acqued. 
 

619 
 

633 
 

1252 
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Il modello lineare o additivo di ANOVA I è 

rijkjikijkjiijkpX )()( ,εαγαβγβαµ +++++=  

 con     3,2,1=i      2,1=j      4,3,2,1=k      2,1=r  

 e  dove  

-   iα ,  jβ ,  kγ  sono gli effetti principali,  

-   ijαβ  è l’interazione tra tempo e acquedotti (cioè una differente evoluzione dei parametri dei pozzi 

nel tempo), 

-   )( jikαγ è l’interazione tra tempo e pozzi (entro acquedotti). 

E’ stata omessa, in quanto non può esistere, l’interazione jkβγ  poiché pozzi e acquedotti non sono 

crossed ma nested; per lo stesso motivo, non può esistere neppure quella a tre fattori ijkαβγ . 

 

Con  a tempi, b acquedotti, c pozzi, n repliche e i dati riportati nella tabella (T = 1252),  

-   la devianza totale  

 

∑∑∑∑
= = = =

=−=−=
a

i

b

j

c

k

n

r
ijkrTot abcn

TXSQ
1 1 1 1

22
2 7,299

48
125232956  

 

 risulta SQTot = 299,7 con df = 47; 

-   la devianza tra tempi 

 

( )
∑ ∑
=

−=
a

i

i
tempi abcn

T
bcn

X
SQ

1

22

 

 

79,8233,3265606,1005006,1248810201
48

1252
16

401
16

447
16

404 2222

=−++=−







++=tempiSQ  

 

 risulta tempiSQ = 82,79 con df = 2; 

-   la devianza tra acquedotti 

 

( )
∑ ∑
=

−=
b

j

j
acquedotti abcn

T
acn

X
SQ

1

22
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08,438,3265637,1669504,15965
48

1252
24

633
24

619 222

=−+=−







+=acquedottiSQ  

 

 risulta acquedottiSQ = 4,08 con df = 1;  

-   la devianza tra pozzi (entro acquedotti) 

 

( ) ( )
∑∑ ∑ ∑∑
= = =

−=
a

i

b

j

b

j

ijij
pozzi acn

X
an
X

SQ
1 1 1

22

 

 









−++++








−+++=

24
633

6
160

6
151

6
159

6
163

24
619

6
149

6
171

6
150

6
149 2222222222

pozziSQ  

 

93,7113,138,58 =+=pozziSQ  

 

 risulta pozziSQ = 71,93 con df = 6 ottenuti da 2⋅(4-1);  

-   la devianza di interazione tempi per acquedotti  

 

( )
∑∑ ∑
= =

−−−=
a

i

b

j
acquedottitempi

ij
edottitempixacqu SQSQ

abcn
T

cn
X

SQ
1 1

22

 

 

05,1908,479,82
48

1252
8

208
8

219
8

206
8

193
8

228
8

198 2222222

=−−−







+++++=edottitempixacquSQ  

 

risulta edottitempixacquSQ = 19,05 con df = 2, corrispondenti ai 6 totali tempi x acquedotti (quindi df=5) ai 

quali sono stati sottratti 1 df degli acquedotti e 2 df dei tempi 

-   la devianza di interazione tempi per pozzi (entro acquedotti) è 

 

∑∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
= = = = = = = =

+−−=
a

i

b

j

c

k

b

j

c

k

a

i

b

j

b

j

jijjkijk
itempixpozz acn

X
cn
X

an
X

n
X

SQ
1 1 1 1 1 1 1 1

2222

 

 

Dopo aver calcolato i totali delle misure che appartengono allo stesso tempo e allo stesso pozzo 
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 Acquedotto  A Acquedotto  B 
Pozzo I II III IV Totale I II III IV Totale 

Totale 
Anno 

Anno  1 46 47 57 48 198 54 52 53 47 206 404 
Anno 2 57 57 62 52 228 57 57 47 58 219 447 
Anno 3 46 46 52 49 193 52 50 51 55 208 401 
T. Pozzi 149 150 171 149  163 159 151 160   
Totale 
Acqued. 

 
619 

 
633 

 
1252 

 

 

 si stimano le 4 quantità della somma precedente 

 

∑∑∑
= = =

=++++++++=
a

i

b

j

c

k

ijk

n
X

1 1 1

222222222

00,32900
2

55
2

51
2

50
2

52...
2

48
2

57
2

47
2

46
 

 

35,32732
6

160
6

151
6

159
6

163
6

149
6

171
6

150
6

149 2

1 1

22222222

=+++++++=∑∑
= =

b

j

c

k

jk

an
X

 

 

25,32762
8

208
8

219
8

206
8

193
8

228
8

198
1 1

2222222

=+++++=∑∑
= =

a

i

b

j

ij

cn
X

 

 

∑
=

=+=+=
b

j

j

acn
X

1

222

42,3266037,1669504,15965
24

633
24

619
 

 

Da essi si ottiene la stima della devianza di interazione tempi per pozzi (entro acquedotti) 

 

82,6542,3266025,3276235,3273200,32900 =+−−=itempixpozzSQ  

 

 che risulta itempixpozzSQ  = 65,82 con df = 12 determinati da b⋅(a-1)⋅(c-1) = 2⋅(3-1)⋅(4-1);  

-   la devianza di errore e i suoi df, ricavati mediante la loro proprietà additiva, seguendo il modello 

del disegno sperimentale applicato 

itempixpozzedottitempixacqupozziacquedottitempiToterrore SQSQSQSQSQSQSQ −−−−−=  

 

Con i dati dell’esempio, la devianza d’errore  

erroreSQ  = 299,70 - 82,79 - 4,08 - 71,93 –19,05 – 65,82 = 56,03 
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 risulta erroreSQ  = 56,03 e i suoi gradi di libertà 

df = 47 – 2 – 1 – 6 – 2 – 12 = 24 

 sono df = 24. 

 

Per una visione complessiva e un confronto più rapido, nei tesi e nei programmi informatici i risultati 

sono riportati in una tabella: 

 

 

Fonte di variazione Devianza DF Varianza F 

Totale 299,70 47 --- --- 

Tempi 82,79 2 41,40 7,54** 

Acquedotti 4,08 1 4,08 0,34 

Pozzi (entro Acquedotti) 71,93 6 11,99 5,15** 

Interazione Tempi x Acquedotti 19,05 2 9,53 1,74 

Interazione Tempi x Pozzi (entro Acq.) 65,82 12 5,49 2,36* 

Errore 56,03 24 2,33 --- 

 

 

 che offre anche il vantaggio di evidenziare le varianze, il risultato di ogni test F e la sua 

significatività. 

Nell’analisi nested, soprattutto in un disegno sperimentale abbastanza complesso come questo, 

occorre porre attenzione a come nei vari test F deve essere scelta la varianza da porre al 

denominatore, pure seguendo la logica semplice presentata nei paragrafi precedenti. 

 

1- L’ipotesi sulla differenza tra le medie dei tempi come varianza al denominatore deve utilizzare 

quella derivata dal suo livello inferiore, cioè tempi x pozzi, poiché è quella che misura la variabilità 

nel tempo; pertanto dal rapporto 

54,7
49,5
40,41

12,2 ==F  

 si ottiene un valore F = 7,54 che, con df 2 e 12, risulta significativo alla probabilità α < 0.01. 

 

2 - L’ipotesi sulla differenza tra le medie degli acquedotti come varianza al denominatore deve 

utilizzare quella del suo livello immediatamente inferiore, cioè quella tra pozzi; si ottiene 
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34,0
99,11
08,4

6,1 ==F  

 un F = 0,34 che ha df 1 e 6. E’ un valore minore di 1 e quindi non significativo.  

Questo valore così basso potrebbe suggerire che forse i pozzi sono stati scelti dai responsabili 

dell’acquedotto non in modo casuale, ma con lo scopo preciso di compensare le caratteristiche 

chimiche delle loro acque, in modo tale che le medie dei due acquedotti risultino tra loro simili.  

 

3 - L’ipotesi sulla differenza tra le medie dei pozzi entro acquedotti come varianza al denominatore 

deve utilizzare quella del suo livello immediatamente inferiore, cioè quella calcolata sulla variabilità 

delle due analisi per ogni pozzo; si ottiene 

15,5
33,2
99,11

24,6 ==F  

 un valore F = 5,15 che, con df 6 e 24, risulta significativo alla probabilità α < 0.01. 

 

4 - L’ipotesi sulla esistenza dell’interazione tempi x acquedotti, cioè di medie annuali dei due 

acquedotti che hanno una evoluzione differente nel tempo, come varianza ad denominatore deve 

utilizzare quella derivata dal suo livello immediatamente inferiore, cioè tempi x pozzi; si ottiene 

74,1
49,5
53,9

12,2 ==F  

 un valore F = 1,74 che, con df 2 e 12, non è significativo. 

 

5 - L’ipotesi sulla interazione tempi x pozzi (entro acquedotti), utile per valutare se le medie annuali 

dei quattro pozzi hanno una evoluzione differente nel tempo tra i due acquedotti, come varianza al 

denominatore deve utilizzare quella del suo livello inferiore, cioè quella d’errore derivata dalla 

variabilità entro ogni pozzo; si ottiene 

36,2
33,2
49,5

24,12 ==F  

un valore F = 2,36 che, con df 12 e 24, risulta significativo alla probabilità α < 0.05. 

 

 

14.5.   CONFRONTI MULTIPLI E INTERVALLI FIDUCIALI IN NESTED ANOVA I 

La metodologia dei confronti multipli tra medie, già spiegata per l’ANOVA crossed, può essere estesa 

alla nested con poche modifiche, in tutti i casi. 

Ad esempio, per applicare il test di Tukey, la cui formula di base è analoga a quella di tutti gli altri 

confronti multipli, si utilizza 
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  dove, nell’ANOVA crossed, 

-   2
es  è la varianza d’errore con df = ν 

-   n  è il numero di dati di ogni gruppo, 

-   k  è il numero di medie a confronto nel fattore considerato. 

 

Nell’ANOVA nested questi parametri non sono costanti, ma variano in funzione del test F al quale 

si riferiscono e in rapporto al disegno sperimentale.  

Come dimostrazione, è utile ricorrere agli stessi dati utilizzati nel paragrafo precedente. 

 

 

 Acquedotto  A Acquedotto  B 
Pozzo I II III IV Totale I II III IV Totale 

Totale 
Anno 

Anno  1 
 

22 
24 

23 
24 

28 
29 

25 
23 

 
198 

26 
28 

27 
25 

28 
25 

24 
23 

 
206 

 
404 

Anno 2 
 

30 
27 

29 
28 

30 
32 

27 
25 

 
228 

29 
28 

30 
27 

24 
23 

28 
30 

 
219 

 
447 

Anno 3 
 

25 
21 

24 
22 

27 
25 

26 
23 

 
193 

27 
25 

26 
24 

24 
27 

28 
27 

 
208 

 
401 

T. Pozzi 149 150 171 149  163 159 151 160   
Totale 
Acqued. 

 
619 

 
633 

 
1252 

 

 

In esso 

-  2
es  è la varianza al denominatore nel rapporto F che confronta le medie in oggetto e ν indica i df; ad 

esempio, 

a) per il confronto multiplo tra le medie dei tre tempi, 2
es  è la varianza dell’interazione tempi per 

pozzi entro acquedotti ( 2
es  = 5,49) con ν = 12; 

b) per il confronto tra le medie degli acquedotti è simile al test t, poiché sono due, e la varianza 2
es  

è quella dei pozzi entro acquedotti ( 2
es  = 11,99) con ν = 6; 

c) per le medie dei pozzi entro acquedotti 2
es  è quella d’errore ( 2

es  = 2,33) con ν = 24; 

 

-  n  è il numero di dati sul quale è stata calcolata ogni singola media (ad esempio, per gli anni o 

tempi n = 16; per i pozzi entro acquedotti n = 6 
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-   k  è il numero di medie a confronto in quello specifico livello. 

 

Gli intervalli di confidenza di ogni singola media possono essere ottenuti nello stesso modo 

dell’ANOVA a un solo criterio (che appartiene sia al disegno crossed che a quello nested); peraltro 

esso non differisce da quello a più criteri. 

Ricorrendo alla formula valida per ogni singola media 

 

n
stX e

2

,2/ ⋅±= ναµ  

 

 i valori di nse ,, 2ν  devono essere scelti con gli stessi criteri appena descritti per i confronti multipli. 

 

 

14.6.   POTENZA DEL TEST NELL’ANALISI FATTORIALE E IN NESTED ANOVA I 

Nel capito IX è stato presentato il metodo per calcolare la potenza a priori (n) e a posteriori (1-β) in 

un’ANOVA, con il metodo grafico proposto da E. S. Pearson e H. O. Hartley nel 1951 (vedi 

l’articolo Charts for the power function for analysis of variance tests, derived from the non-central 

F-distribution, pubblicato su Biometrika, vol. 38, pp. 112-130). 

Sono state presentate le sue applicazioni all’ANOVA a un criterio con vari esempi e le formule per 

estenderle al disegno sperimentale a due fattori crossed, sia con una sola osservazione sia con più 

osservazioni per cella. In questo ultimo caso, è stata indicata la metodologia  

-   per stimare la potenza dei due test F per gli effetti principali,  

-   e la potenza del test F che verifica la significatività delle interazioni. 

 

E’ stato presentato come nella programmazione di un esperimento, utilizzando i risultati di uno 

studio pilota,  si possano stimare 

-  la differenza minima (δ) che sarà possibile evidenziare; 

-  il numero minimo di dati (n) che è necessario raccogliere per ogni gruppo o il numero totale (N) di 

dati, ovviamente suddiviso in campioni bilanciati poiché fornisce la potenza massima; 

-  il numero massimo di gruppi (p) che è utile formare con il numero totale (N) già determinato. 

 

 

Con la solita simbologia (p,  se
2 ,  n ) e con la procedura precedentemente illustrata in vari esempi, è 

possibile calcolare la differenza minima significativa (δ) attraverso il rapporto 
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δ = 
n

pse
222 φ

 

 

 dopo avere identificato il valore richiesto di φ nel grafico, sulla base dei 4 parametri ν1,  ν2,  α,  1-β. 

 

Sono ricavabili  

-  sia il numero minimo di dati (n) che è necessario raccogliere  

-  sia il numero massimo di gruppi (p) che è possibile formare,  

attraverso il grafico, dopo aver calcolato φ in modo iterativo secondo la procedura dettagliatamente 

descritta nel cap. IX. Il valore di φ è ottenuto dal rapporto 

. 

φ = 2

2

2 esp
n
⋅
⋅δ

 

 

Per calcolare la potenza a posteriori (1-β)  di un qualsiasi esperimento, si ricorre alla formula 

generale 

φ = 2

2

2 esp
n
⋅
⋅δ

 

 

 che può essere più operativamente scritta dopo i calcoli dell’ANOVA come 

 

φ = 2

2)1(

e

tra

sp
sp

⋅
⋅−

 

 ricordando che 

-  2
tras  è la varianza del fattore che interessa, con p medie a confronto e ν1 gdl (per la scelta del 

grafico), riportata al numeratore nel test F per la significatività, 

-  2
es  è la varianza riportata al denominatore e ν2 sono i suoi gdl (per la scelta della curva), nello 

stesso test F. 

 

Nel caso di due criteri di classificazione con nij osservazione per cella, occorre distinguere tra  

1) effetti principali  

2) interazione. 
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Per gli effetti principali, il metodo è identico a quello dell’analisi a due criteri con una sola 

osservazione. 

Per l’interazione, il valore di φ  

è 

φ = 2

2

)1int(
)int(

e

eInterazion

serazioneDF
serazioneDF

⋅+
⋅

 

 

In una Nested ANOVA I o a effetti fissi è possibile applicare le stesse procedure., ponendo 

attenzione al fatto che i valori cambiano in ogni test F. 

In generale,  

-   k diviene il numero di gruppi del fattore o livello preso in esame, 

-  n è il numero di dati di ogni gruppo (in esperimenti bilanciati; in caso contrario il problema si 

complica, come discusso nei confronti multipli) 

-  al numeratore è riportata la varianza ( 2
As , 2

Bs  ) del fattore oppure quella d’interazione ( 2
AxBs ) di 

cui si vuole verificare la potenza, 

-  al denominatore è riportata la varianza ( 2
es  ) che è stata posta al denominatore anche nel relativo 

test F, come descritto nei paragrafi precedenti. 

 

 

14.7.   IL CONCETTO DI EFFETTI RANDOM E CONDIZIONI DI VALIDITA’ DEL TEST 

Riprendendo i concetti illustrati nella presentazione dell’ANOVA, nell’analisi degli effetti fissi il 

modello additivo assume che esista un effetto principale (main factor), individuato dalla media, con 

variazioni imputabili ad effetti casuali (random effects).  

Ad esempio, nella stima del livello d’inquinamento atmosferico in vari quartieri di una città, la 

quantità misurata con una singola osservazione (Xij) dipende  

-  dalla quantità stabilmente presente in tutta l’area (µ),  

-  dalla differenza (αi) della zona rispetto al valore medio generale e  

-  dai fattori casuali (εij) presenti nell’istante della misurazione:  

ijiijX εαµ ++=  

 

Ogni zona ha un suo effetto fisso (µi), la cui differenza dalla media generale (µ) determina α: 

α = µµ −i  
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Si supponga ora di voler confrontare il livello d’inquinamento atmosferico della zona A con quello 

della zona B, ma con misure effettuate in orari differenti: nella zona A alle ore 6 e nella zona B alle 

14. Facilmente nella zona B il livello d’inquinamento risulta maggiore, perché durante la giornata essi 

variano e a quell’ora di norma è maggiore. E’ intuitivo sollevare l’obiezione che se la rilevazione fosse 

stata effettuata alla stessa ora, forse il confronto tra le due zone poteva essere di segno opposto. Nasce 

quindi il problema di quantificare e verificare se, in quella città, l’ora di rilevazione sia un fattore 

importante di variabilità tra zone, per il parametro rilevato. 

E’ un problema che in biologia e nella ricerca ambientale ricorre con frequenza. Per la selezione di un 

carattere, è vantaggioso disporre di un gruppo di individui molto variabile, in quanto più 

probabilmente essi sono geneticamente differenti. La variabilità della qualità dell’acqua fornita da un 

acquedotto dipende da quella dei pozzi che lo alimentano.  

Nei prodotti delle aziende e spesso nella gestione ambientale, un fenomeno molto variabile ha 

conseguenze negative e richiede attenzioni maggiori, se non si devono superare valori soglia prefissati.  

 

Per valutare se l’ora della rilevazione è importante, si assuma di effettuare una misura del livello 

d’inquinamento ad intervalli costanti ed in successione rapida dalle ore 0,00 alle 24,00. Ogni 

osservazione (Xij) dipende  

-   dalla quantità media della giornata (µi) in quella zona e  

-   dalle sue variazioni (εij):  

ijiijX εµ +=  

 

Se le rilevazioni sono suddivise in ore, il modello aumenta di un fattore e diventa 

ijiijX εµµµ +−+= )(  

 dove 

- µ  è la media della giornata 

- iµ  è la media di ogni ora, assunta come unità di misura. 

Di conseguenza, come schema generale si ritorna al modello precedente 

ijiijX εαµ ++=  

 utilizzato per i fattori fissi. 

 

Per studiare le variazioni (random effects), il modello è riconducibile a quello dello studio delle 

differenze tra i livelli medi (fixed effects). Ma restano differenti gli scopi. Con rilevazioni in k zone,  

-   l’analisi ad effetti fissi verifica l’ipotesi nulla 

H0: µ1 = µ2 = … = µk 
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 contro l’ipotesi alternativa 

H1: non tutte le µ sono uguali 

-   l’analisi ad effetti random verifica l’ipotesi nulla 

H0: 2
ασ  = 0 

 contro l’ipotesi alternativa 

H0: 2
ασ  > 0 

(La varianza è un quadrato e quindi la differenza da zero è sempre una quantità positiva) 

 

Nel modello ad effetti fissi, le rilevazioni sono effettuate dopo aver prefissato i gruppi a confronto. 

Nello studio della variabilità, per testare l’ipotesi nulla sugli affetti casuali, dalla popolazione 

teoricamente infinita di tempi in cui la giornata può essere suddivisa è sufficiente raccogliere dati solo 

per alcune ore, se essa è assunta come unità di misura: si estrae un campione random di ore, per 

determinare gli effetti ia  presenti in ogni replica dell’esperimento. Da qui il nome di modello 

ANOVA random-effects;  in contrapposizione, l’altro nome di fixed-effects. 

 

Per rispettare questa condizione di casualità nella scelta, sono proposti due criteri: 

- la sostituibilità (replaceability): i gruppi (chiamati anche modalità o livelli) del fattore sono scelti 

in modo casuale oppure arbitrario e possono essere sostituiti da qualsiasi altro gruppo; cioè, per 

valutare la variabilità nel tempo, può essere campionato un gruppo k qualsiasi di ore; 

- la generalizzazione (generalization): le conclusioni sono ugualmente attendibili ed estensibili a 

tutta la popolazione, con qualsiasi gruppo k di dati sia stata condotta l’analisi. 

Questo concetto di random effects non deve essere confuso con quello del disegno completamente 

randomizzato (completely randomized design) né quello di disegno a blocchi randomizzati 

(randomized block design). Essi riguardano il modello a fattori fissi.  

 

Per l’ANOVA II o a effetti random, derivate dai concetti precedenti, si devono assumere le seguenti 

condizioni di validità: 

1 – gli effetti random ia  sono distribuiti in modo normale, con µ = 0 e varianza 2
aσ ; 

 in simboli  

( )2,0 aNa σ≈  

2 – gli errori ijε sono distribuiti in modo normale, con µ = 0 e varianza 2σ ; il concetto è espresso in 

simboli con 

( )2,0 σε N≈  



 31 
 

 

 

3 – gli effetti random ia  e gli errori ijε sono indipendenti, per cui la correlazione tra ogni coppia di iα    

e  ijε  deve essere uguale a 0; 

0=ερa  

4 – gli errori ijε  sono tutti indipendenti tra loro. 

 

Queste assunzioni hanno varie implicazioni. Affinché il test ANOVA II sia valido, è necessario che 

nei dati raccolti siano verificate le tre condizioni seguenti. 

1 – Le medie ( iµ ) di popolazioni di rilevazioni (quali le ore) devono essere distribuite in modo 

normale intorno alla media della giornata (µ) e avere varianza 2
aσ . Poiché µµ −= iia ,  le iα  

devono avere distribuzione normale intorno a 0 (zero), con varianza 2
aσ . 

2 – Le osservazioni ijX  di una singola ora i  devono essere distribuite in modo normale intorno alla 

loro media iµ , con varianza 2σ . Poiché iijij X µε −= , a loro volta le ijε  devono essere distribuite 

in modo normale intorno allo 0 con varianza 2σ . 

Questa condizione deve essere vera per tutti i gruppi i  ed è equivalente a quella di omogeneità delle 

varianze nel modello ad effetti fissi. Poiché la sua distribuzione è a più dimensioni, è chiamata 

normalità multivariata o condizione di sfericità. 

3 - Se i campioni di n  osservazioni sono estratti da popolazioni per una scelta casuale del tempo i , 

essi non devono dare informazioni sul valore medio iε . La serie di questi valori medi di ogni gruppo 

che deve essere distribuita intorno allo 0 e ogni valore deve essere indipendente da un qualsiasi altro 

iε . 

La nested ANOVA II permette di stimare 

-   sia la varianza 2
aσ , cioè la variabilità delle medie dei gruppi nei vari livelli,  

-  sia quella 2σ , cioè la variabilità entro gruppi. 

 

 

14.8.   ANOVA II E LE COMPONENTI DELLA VARIANZA CON UN SOLO FATTORE E 

CAMPIONI BILANCIATI O INEGUALI. 

Nel presentazione dell’analisi a effetti variabili o random effects, è conveniente iniziare dal modello 

più semplice, quello a un solo criterio di classificazione o totalmente randomizzato. 

Ad esempio, nel controllo della qualità delle acque minerali vendute in bottiglia, è prassi effettuare 

analisi chimiche degli elementi che le caratterizzano, di norma espressi in mg./litro. Si supponga di 



 32 
 

 

 

voler verificare se esiste una variabilità significativa nella quantità media di calcio (Ca++), rilevata 

nei prodotti delle diverse aziende presenti sul mercato.  

In altri termini, nel modello  

ijiijX εαµ ++=  

 si vuole testare l’ipotesi nulla 

H0: 2
ασ  = 0 

 contro l’ipotesi alternativa  

H1: 2
ασ  > 0 

 

A tale scopo, sono state scelte a caso 4 aziende (A, B, C, D)  e per ognuna è stata fatta un’analisi 

chimica di 7 prodotti. 

 

Con la solita metodologia e possibilmente con l’uso di un programma informatico, si ricava la tabella 

 

 

Fonte di variazione Devianza DF Varianza F 

Tra aziende 1083 3 361 5,03 

Tra prodotti entro aziende 1720 24 71,7 --- 

Totale 2803 27 --- --- 

 

 

Con questi risultati (F = 5,03), è possibile rifiutare l’ipotesi nulla 

H0: 2
ασ  = 0 

 alla probabilità α < 0.01; infatti il valore di F 

 

03,5
7,71

361
24,3 ==F  

 è maggiore di quello critico (4,72).  

Esiste una variabilità significativa, tra le medie delle aziende. 

 

Nell’ANOVA I a questo risultato seguono i confronti multipli,  

-  per verificare tra quali medie specifiche la differenza sia significativa,  

-  alla ricerca del perché un certo livello abbia una media differente da un’altra.  
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Nell’ANOVA II o random, i confronti multipli non vengono effettuati poiché non hanno 

significato; infatti 

-   i livelli scelti sono solo campioni casuali di tutti quelli possibili; la differenza tra due livelli 

specifici non interessa e non ha senso, in quanto si chiede solo se esiste variabilità. 

 

Dopo il test F, è utile procedere alla stima delle componenti della varianza, per fornirne una 

valutazione quantitativa. In questo caso, è possibile calcolare  

-  2σ , la varianza dovuta alla variabilità tra i prodotti della stessa azienda, 

-  2
ασ , quella dovuta alla variabilità tra aziende. 

Il rifiuto dell’ipotesi nulla non è richiesto obbligatoriamente, per procedere a questa analisi successiva, 

come invece avviene nei confronti multipli a posteriori, a causa della probabilità α e dell’errore di 

Tipo I.  

Tuttavia l’analisi delle componenti la varianza appare logica solo quando  2
ασ  > 0. 

 

La reale varianza entro  ( 2σ ) trova la sua stima migliore ( 2σ̂ ) in quella che caratterizza le misure; 

con i dati dell’esempio 
2σ̂  = 71,7 

La reale varianza tra  ( 2
ασ ) aziende ha la sua stima migliore ( 2ˆασ ) risolvendo le equazioni 

2
es  = 2σ  

222
ασσ ⋅+= itra ns  

 dove in  è il numero di dati in ogni gruppo. 

 

Con i dati dell’esempio, il valore stimato della varianza tra aziende ( 2ˆασ ) è ottenuto risolvendo 

l’equazione 

71,7 = 2σ  
22 7361 ασσ +=  

 e risulta 2ˆασ  = 41,33. 

La sua significatività è determinata mediante il test F realizzato in precedenza. 

 

Nell’analisi della varianza a un solo criterio, è frequente il caso in cui i differenti gruppi non hanno lo 

stesso numero di osservazioni. Con campioni ineguali, si presenta il problema della stima di in ,  

richiesta per la relazione 
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222
ασσ ⋅+= itra ns  

 

George W. Snedecor e William G. Cochran nel loro volume del 1974 (Statistical Methods, 6th ed., 7th 

printing, Iowa State University Press, Ames, Iowa, U.S.A. pp. 593) suggerisce di  

-   utilizzare 'n , cioè un in  corretto, che è sempre minore della media aritmetica.  

I due autori propongono due metodi:  









−⋅

−
= ∑

N
n

N
k

n i
2

1
1'  

 oppure l’equivalente 

( )
( ) Nk

nn
nn i

⋅−
−

−= ∑
1

'
2

 

 dove  

- k = il numero di gruppi;   ni = numero di dati per gruppo; 

- N = numero totale di dati;   n  = numero medio . 

 

Riprendendo lo stesso esempio del testo citato, con 6 nidiate e un numero di individui differente in un 

esperimento di genetica 

 

A B C D E F 
46 70 52 47 42 35 
31 59 44 21 64 68 
37 --- 57 70 50 59 
62 --- 40 46 69 38 
30 --- 67 14 77 57 
--- --- 64 --- 81 76 
--- --- 70 --- 87 57 
--- --- --- --- --- 29 

 

--- --- --- --- --- 60 

 

in  5 2 7 5 7 9 35 

 

con l’ANOVA si è ottenuto 

 
 

Fonte di variazione Devianza DF Varianza F 
Totale 10522 34 --- --- 

Tra linee 3322 5 664,4 2,67 
Tra repliche entro linee 7200 29 248,3 --- 

 

un test F significativo, per la verifica dell’ipotesi sulla varianza tra linee. 
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Trattandosi di gruppi con un numero differente di repliche, prima di stimare le due componenti della 

varianza si deve calcolare 'n  il valore corretto di n . 

Usando le due formule precedenti, per  k = 6,   N = 35,   n  = 35/6 = 5,83 

 con la prima formula  

 

( ) 67,533,282,067,6352,0
35
23335

16
1' =⋅=−⋅=






 −⋅

−
=n  

 

 e con la seconda formula 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 3516

83,5983,5783,5583,5783,5283,5583,5'
222222

⋅−
−+−+−+−+−+−

−=n  

 

67,516,083,5
175

05,1037,169,037,167,1469,083,5' =−=
+++++

−=n  

 

 si ottiene 'n  = 5,67 

Infine si ricava 
2σ̂  = 2

es  = 248 

2ˆασ  = 4,73
67,5

3,2484,66467,5 22 =
−

=+ ασσ  

 

 una stima della reale varianza tra linee 2ˆασ  = 73,4. 

Come per tutte le stime campionarie, sono stati proposti metodi per il calcolo del suo intervallo di 

confidenza. Ma essi richiedono approfondimenti ulteriori rispetto al livello di questa presentazione. 

 

 

14.9.   CENNI DI NESTED ANOVA II IN DISEGNI A DUE E A PIU’ FATTORI 

In un esperimento a due fattori nested, quale il confronto  

-  tra 3 aziende (A,B,C) venditrici di acque minerali, 

-  in ognuna delle quali sia state scelte a caso 4 confezioni (I, II, III, IV), 

-  con 3 analisi chimiche per ogni confezione, 

 i cui risultati, per facilitare la comprensione del disegno sperimentale, possono essere rappresentati 

visivamente come nella tabella  
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Aziende A B C 

Confezioni I II III IV I II III IV I II III IV 

Analisi 1 XAI1 --- --- --- --- --- --- --- --- --- --- --- 

Analisi 2 --- --- --- --- XBI2 --- --- --- --- --- --- --- 

Analisi 3 --- XAII3 --- --- --- --- --- --- XCI3 --- --- --- 

 

 

Il modello è  

)()( ijkijiijkX εβαµ +++=  

Dopo il calcolo delle varianze  

 
 

Fonte di variazione Devianza DF Varianza 

Totale 118,0 35 3,37 

Tra aziende 24,6 2 2
As  = 12,30 

Tra confezioni entro aziende 61,7 9 2
Bs   = 6,86 

Tra analisi per confezione 31,7 24 2
es   = 1,32 

 

 

 si può procedere alla stima delle sue diverse componenti:  

-   la varianza tra analisi della stessa confezione ( 2σ ), 

-  la varianza tra confezioni della stessa azienda ( 2
βσ ), 

-  la varianza tra aziende ( 2
ασ ), 

 risolvendo l’equazione 
22 σ=es  

222
BB ns σσ +=  

2222
ABA bnns σσσ ++=  

 dove  

-  n é il numero di repliche, cioè di analisi per confezione   

-  b è il numero gruppi del fattore B, cioè di confezioni per azienda  
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Con i dati dell’esempio, per stimare le tre varianze occorre risolvere il sistema 
232,1 σ=  

22 386,6 Bσσ ⋅+=  

222 34330,12 AB σσσ ⋅⋅+⋅+=  

 

La procedura illustrata può essere estesa a modelli più complessi. 

Ad esempio, in un disegno sperimentale a due fattori con repliche, formato da  

-  a gruppi del fattore A   

-  b gruppi del fattore B 

-  n repliche 

 dove il modello è 

ijkijjiijkX εαββαµ ++++=  

 è necessario risolvere il sistema (di solito presentato nel seguente modo) 
2222
AABA nbns σσσ ++=  

2222
BABB nans σσσ ++=  

222
ABAB ns σσ +=  

22 σ=es  

 

In un disegno sperimentale a tre fattori con repliche formato da  

-  a gruppi del fattore A   

-  b gruppi del fattore B 

-  c gruppi del fattore C 

-  n repliche 

 dove il modello è 

ijkpijkjkikijkjiijkpX εαβγβγαγαβγβαµ ++++++++=  

 è necessario risolvere il sistema 

 
222222
AACABABCA nbcnbncns σσσσσ ++++=  

222222
BBCABABCB nacnancns σσσσσ ++++=  

222222
CBCACABCC nabnanbns σσσσσ ++++=  

2222
ABABCAB ncns σσσ ++=  
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2222
ACABCAC nbns σσσ ++=  

2222
BCABCBC nans σσσ ++=  

222
ABCABC ns σσ +=  

22 σ=es  

 

 

14.10.   CENNI DI ANOVA III O A EFFETTI MISTI 

Il terzo tipo di analisi o ANOVA III è dato dalla mescolanza di fixed-effects e random-effects, per 

questo chiamato mixed-effects. 

Il nome stesso suggerisce che, nel modello più semplice a due fattori (A e B), l’interesse della ricerca  

-  per un fattore è rivolto al confronto tra le medie  

-  per l’altro fattore allo studio della varianza 

Può essere il caso dello studio dei livelli d’inquinamento atmosferico in alcune zone di una città 

(fixed-effect) con misure ripetute nei vari giorni della settimana (random-effects). 

 

Il modello mixed-effects che ne deriva è 

ijkijjiijkX εαββαµ ++++=  

 dove  

-   ijkX  è la k rilevazione della zona i nel giorno j, 

-   µ  è la media generale di tutte le osservazioni, 

-   iα   è l’effetto principale ( µµ −i ) dell’i-esimo livello del fattore fisso, 

-   jβ   è l’effetto principale ( µµ −j ) del j-esimo livello del fattore random, 

-   ijαβ  è l’effetto di interazione ( µµµµ +−− jiij ) della ij-esima combinazione del fattore fisso e 

di quello random, 

-   ijkε  è l’errore, cioè la variazione della singola misura rispetto alla media della cella ij. 

 

In questo modello, le assunzioni sono: 

1 – gli effetti random ( µµβ −= jj ) sono distribuiti in modo normale con media 0 e varianza 2
βσ ,  

2 – gli effetti dell’interazione ( ijαβ ) sono distribuiti normalmente con media 0 e varianza 2
αβσ , 

3 – gli errori ( ijkε ) sono distribuiti in modo normale e indipendente sia da β  sia da αβ , con media 0 

e varianza 2σ . 

Per la validità del test sull’effetto fisso, è necessaria una quarta assunzione molto importante: 
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4 – nel fattore fisso, la correlazione tra i punteggi di due livelli deve essere uguale per tutte le coppie 

di livelli. 

 

Infine, sono possibili tre test F per verificare le tre ipotesi 

1)                                                  ∑ = 0: 2
0 iH α    contro   ∑ ≠ 0: 2

1 iH α  

2)                                                       0: 2
0 =βσH    contro   0: 2

1 ≠βσH  

3)                                                      0: 2
0 =αβσH    contro   0: 2

1 ≠αβσH  

con le metodologie già illustrate in precedenza riguardo agli effetti fissi e agli effetti random. 

 

 

14.11.   ANALISI NESTED E PATTERN SPAZIALE 

L’analisi gerarchica permette di suddividere lo spazio in unità sempre minori, per verificare entro 

quale livello la variabilità sia significativamente maggiore. Si presta quindi molto bene per conoscere 

quale sia la scala di un processo biologico, uno dei fattori più importanti nella ricerca ambientale. 

L’abbondanza di una specie di insetti, di larve, di prede e/o di predatori deve essere misurata sulla 

scala di densità più adatta, cioè quella in cui la variabilità è maggiore, perché è quella in cui 

esistono le comunità. I metodi proposti, anche differenti dai test statistici, sono numerosi; una loro 

illustrazione può essere trovata nel testo di E. C. Pielou del 1974 Population and community 

ecology:principles and methods (Gordon and Breach, New York).  

 

Due metodi statistici sofisticati, frequentemente utilizzati, sono 

-   l’autocorrelazione spaziale (vedi di P. Legendre e M- J. Fortin l’articolo del 1989 Spatial pattern 

and ecological analysis, pubblicato su Vegetatio, vol. 80, pp. 107-138) 

-    e il block sampling, illustrato nel testo di Pielou.  

Tuttavia, il contributo dell’analisi statistica può essere importante e ne rappresenta un metodo storico, 

utile per un confronto con i risultati forniti da gli altri metodi e per meglio comprendere i concetti dei 

metodi nuovi. 

 

Per valutare quale sia la dimensione dell’habitat per una specie di alberi o arbusti, di insetti, di 

bivalvi o di artropodi,  

-  con campionamento casuale,  

-  per numeri totalmente arbitrari,  

-  ma possibilmente in esperimenti bilanciati e  

-  ponendo attenzione ai costi e quindi al numero complessivo delle repliche,  

 si devono scegliere 
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-  alcuni ambienti di dimensioni massime che senza dubbio lo comprendano, ad esempio quadrati di 

1000m x 1000m (livello I), 

-  entro ognuno di essi, sempre per campionamento casuale, si scelgono alcuni quadrati su una scala 

inferiore, ad esempio di 100m x 100m (livello II), 

-  entro ognuno di essi, con la stessa metodologia, si scelgono quadrati di scala ancora inferiore, ad 

esempio 10m x 10m (livello III); se le comunità hanno habitat di dimensioni ancora minori, è 

possibile, 

-  entro ognuno di questi ultimi, scegliere quadrati di scala ancora inferiore, ad esempio 1m x 1m 

(livello IV o repliche, poiché in questo caso sono quelle di dimensioni minori). 

Successivamente,  

-  nel quadrato di dimensioni minori si contano gli individui della specie scelta,  

-  sommando questi conteggi nelle scale di dimensioni progressivamente superiori. 

 

Ogni conteggio deve essere classificato registrando tutti i livelli ai quali appartiene. 

E’ ovvio che, senza una precedente conoscenza del fenomeno, è facile partire da una scala troppo 

grande oppure troppo piccola, con spreco di risorse e senza giungere a conclusioni rilevanti. 

 

Nel volume di A. J. Underwood del 1997 Experiments in Ecology. Their logical design and 

interpretation using analysis of variance (Cambridge University Press, Cambridge) è riportato uno 

schema di analisi nested della varianza, per variazioni spaziali nella densità di insetti, che vivono 

sulle foglie degli alberi.  

Dopo 

1 -  aver scelto in una provincia per campionamento casuale 3 grandi aziende agricole (A), ognuna 

delle quali ha almeno quattro frutteti,  

2 -  per campionamento casuale entro ogni fattoria sono stati scelti 2 frutteti (B), con numerosi alberi; 

3 -  entro ogni frutteto sono stati scelti a caso 6 piante (C) , 

4 -  per ogni pianta scelti a caso 3 rami (D), rappresentativi dell’albero, 

5 -  da ogni ramo 4 ramoscelli (E), 

6 -  da ogni ramoscello 4 foglie (F). 

 

In conclusione sono state campionate 1.728  ( = 3 x 2 x 6 x 3 x 4 x 4) foglie e per ognuna è stato 

contato il numero di insetti presenti. 

 

Con l’analisi gerarchica della varianza, ovviamente mediante un programma informatico, si ottiene la 

tabella di risultati, riguardanti le Devianze, i Df e le Varianze 
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Liv. Fonte di Variazione Simbolo Dev. DF 2s  2σ stimate

I Tra Aziende A -- 2 -- (1) 

II Tra Frutteti entro Az.  B(A) -- 3 -- (2) 

III Tra Piante entro Frut. C(B(A)) -- 30 -- (3) 

IV Tra Rami entro Piante D(C(B(A))) -- 72 -- (4) 

V Tra Ramoscelli entro R. E(D(C(B(A)))) -- 324 -- (5) 

VI Errore = Entro Foglie e  -- 1.296 -- (6) 2
eσ  

TOTALE --- --- 1.727 --- --- 

 

 

 nella quale, per comprendere il disegno sperimentale, è utile verificare il conteggio dei df per ogni 

livello. 

In ogni livello campionato, eccetto l’ultimo che serve per misurare l’errore, l’ipotesi nulla è che non 

esistano differenze tra le medie delle unità campionate,  

H0: µ1 = µ2 = … = µk 

rispetto al livello successivo (da I a VI, cioè della misura inferiore), 

 mediante il test F 

2
1

2

+

=
livelloX

livelloX
livelloX s

sF  

 ovviamente con i df  relativi. 

 

In questo caso, con i dati campionari descritti, iniziando da quella d’errore le componenti della 

varianza ai vari livelli sono 

(6)     2
eσ  

(5)     2
eσ  + 2

)))E(D(C(B(A)4σ  

(4)     2
eσ  + 2

)))E(D(C(B(A)4σ  + 2
D(C(B(A)))16σ  

(3)     2
eσ  + 2

)))E(D(C(B(A)4σ  + 2
D(C(B(A)))16σ  + 2

C(B(A))48σ  

(2)     2
eσ  + 2

)))E(D(C(B(A)4σ  + 2
D(C(B(A)))16σ  + 2

C(B(A))48σ  + 2
B(A)288σ  

(1)    2
eσ  + 2

)))E(D(C(B(A)4σ  + 2
D(C(B(A)))16σ  + 2

C(B(A))48σ  + 2
B(A)288σ  + 2566 Aσ  
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Quando il test di un livello non risulta significativo, quindi statisticamente il rapporto è F = 1,  

 vuole dire che 

02 =Xσ  

Di conseguenza, la varianza di quel livello è uguale a quella del livello successivo in ordine 

gerarchico, poiché contiene esattamente la stessa componente. Ad esempio, se la varianza tra le piante 

è uguale a quella dei rami, significa che non esistono piante colonizzate da insetti e piante non 

colonizzate: il fenomeno delle colonie di insetti avviene a un livello differente. 

 

Quando il test di un livello risulta significativo, quindi statisticamente il rapporto è F > 1,  

 vuole dire che 

02 >Xσ  

Di conseguenza, la varianza di quel livello è statisticamente maggiore di quella del livello 

successivo in ordine gerarchico: essa ha un fattore aggiuntivo di variabilità, data da situazioni in cui è 

presente una comunità e altre in cui è assente. 

Ad esempio, se la varianza tra le piante è statisticamente maggiore di quella dei rami, significa che 

esistono piante colonizzate da insetti e piante non colonizzate; tra le piante c’è più variabilità di quella 

tra i rami della stessa pianta: le colonie di insetti occupano la pianta. 

La stessa cosa può dirsi per ogni livello, come di un frutteto infestato rispetto alle piante. 

Se un test non risulta significativo, per aumentare la potenza di quello per il livello precedente 

Underwood raccomanda di sommare le devianze e i gdl relativi (come spiegato nei primi paragrafi). 

 

 

14.12.   ANALISI NESTED E PATTERN TEMPORALE 

Lo stesso modello di analisi nested della varianza può essere esteso ai pattern temporali. 

Apparentemente la programmazione dell’esperimento e l’interpretazione dei risultati sono più facili di 

quelle per il pattern spaziale e nella ricerca ambientale è utilizzata con frequenza maggiore, per la 

generalità dello schema delle 4 stagioni; in realtà è più complessa e occorrono maggiori cautele.  

Anche su questi argomenti sono stati proposti metodi alternativi, come quello dell’autocorrelazione 

temporale, che è possibile ritrovare  

-  nel volume di J. M. Gottman del 1981 per l’analisi sociale (vedi Time series analysis: a 

comprehensive introduction for social scientist, edito da Cambridge University Press, Cambridge)  

-   e, per un approccio generale, nel testo di G. E. P. Box e G. M. Jenkins del 1976 (vedi Time series 

analysis: forecasting and control, edito da Holden Day Inc., San Francisco). 
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La maggiore complessità di questa analisi deriva da due fattori: le rilevazioni sono sempre fatte su uno 

spazio e la misura delle variazioni temporali richiede campionamenti adeguati, che hanno scansioni 

meno artificiali dello spazio 

Non è infrequente il caso in cui un ricercatore effettua alcune rilevazioni nel tempo e raggruppa i dati 

per stagioni: se con l’anova nested non trova differenze significative tra le loro medie, conclude che 

non esiste una variabilità temporale. In realtà il ciclo di vita della specie analizzata può essere mensile, 

settimanale o ancor più breve; all’opposto, una variabilità grande tra periodi è in grado di nascondere 

l’esistenza di un pattern stagionale che, pure essendo reale, sia meno marcato.  

Le repliche spesso sono condotte in località differenti, nelle quali il ciclo di vita della specie studiata 

ha tempi differenti nelle stagioni. Se nella classificazione per stagioni si sommano i dati delle 

differenti località, si ottengono valori medi stabili, che non danno risultati significativi, a causa della 

grande variabilità delle misure entro ogni stagione. 

 

Nel volume già citato di A. J. Underwood del 1997 Experiments in Ecology. Their logical design 

and interpretation using analysis of variance (Cambridge University Press, Cambridge) sono riportati 

due schemi per l’analisi del pattern temporale dell’abbondanza: il primo quando si utilizza una sola 

area di campionamento, il secondo quando si vuole tenere in considerazione anche la variabilità 

spaziale. 

 

Nel primo schema di campionamento,  

-   per ognuna delle 4 stagioni 

-   si effettuano rilevazioni in vari tempi (t), di numero costante per ogni stagione, come può essere 

una rilevazione mensile o quindicinale, 

-  raccogliendo ogni volta un numero costante di repliche (n),  

-  per un totale di nt ⋅⋅4  osservazioni. 

 

Un aspetto importante in questa programmazione dell’esperimento è assicurare che le rilevazioni in 

tempi successivi nella stessa località non influiscano sulla indipendenza delle osservazioni. In altri 

termini, non deve succedere che un prelievo, ad esempio di bivalvi, sia così alto da ridurre la densità 

della popolazione nella rilevazione successiva. Può avvenire in particolare quando la zona di 

campionamento è troppo piccola rispetto alla quantità del prelievo. 

 

Con l’analisi gerarchica della varianza, ovviamente mediante un programma informatico, si ottiene la 

tabella di risultati 
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Liv. Fonte di Variazione Simbolo SQ DF 2s  2σ stimate F 

I Tra Stagioni S -- 3 -- (1) 2
)(

2 / STS ss  

II Tra Tempi entro Stagioni  T(S) -- 4(t-1) -- (2) 22
)( / eST ss  

III Entro campioni e  -- 4t(n-1) -- (3) 2
eσ  --- 

TOTALE --- --- 4tn-1 --- --- --- 

 

 

Nei livelli sia tra stagioni sia tra tempi, l’ipotesi nulla è che non vi siano differenze tra le medie delle 

unità campionate,  

H0: µ1 = µ2 = … = µk 

 rispetto al livello successivo (da I a III), 

 mediante il test F, 

2
1

2

+

=
livelloX

livelloX
livelloX s

sF  

 ovviamente con i df  relativi. 

 

In questo caso, con i dati campionari descritti, iniziando dall’errore le componenti della varianza ai 

vari livelli sono 

(3)     2
eσ  

(2)     2
eσ  + 2

T(S)σn  

(1)     2
eσ  + 2

T(S)σn  + 
( )
3

4

1

2

∑
=

−
i

i SStn
 

 dove 

-  iS   e  S   indicano rispettivamente la media della stagione e la media generale. 

 

Nel secondo schema di campionamento, quando i prelievi sono effettuati in zone differenti 

-  per ognuna delle 4 stagioni 

-  si effettuano rilevazioni in vari tempi (t) di numero costante per ogni stagione, 

-  nelle zone (z) prescelte 

-  raccogliendo ogni volta in ogni zona un numero costante di repliche (n),  
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-  per un totale di nzt ⋅⋅⋅4  osservazioni. 

 

Per una visione complessiva dell’analisi, è utile riportare i risultati in una tabella 

 

Liv. Fonte di Variazione Simbolo Dev. DF 2s  2σ stimate 

I Tra Stagioni S -- 3 -- (1) 

II Tra Tempi entro Stagioni  T(S) -- 4(t-1) -- (2) 

III Tra Zone entro Tempi e Stag. Z(T(S)) -- 4t(z-1)  (3) 

IV Entro campioni e  -- 4tz(n-1) -- (4) 2
eσ  

TOTALE --- --- 4tzn-1 --- --- 

 

 

La verifica dell’ipotesi nulla sulle medie di ogni livello,  

H0: µ1 = µ2 = … = µk 

 equivalente a quella sulla varianza 

H0 : 02 =Xσ  

 con relativa ipotesi alternativa 

H1: 02 >Xσ  

 è effettuata mediante il solito test F 

2
1

2

+

=
livelloX

livelloX
livelloX s

sF  

 

Le componenti della varianza ai vari livelli sono stimati risolvendo  

 (4)     2
eσ  

(3)    2
eσ  + 2

Z(T(S))σn  

(2)    2
eσ  + 2

Z(T(S))σn  + 2
)(STznσ  

 

(1)     2
eσ  + 2

Z(T(S))σn  + 2
)(STznσ  + 

( )
3

4

1

2

∑
=

−
i

i SStzn
 

 dove, ovviamente, al posto di σ deve essere utilizzata la varianza calcolata ai vari livelli. 
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14.13.  ESEMPIO DI ANALISI DELLA VARIANZA A DUE FATTORI CON INTERAZIONE, 

IN UN MODELLO A EFFETTI FISSI E UNO A EFFETTI RANDOM, SU GLI STESSI 

DATI; ESEMPIO DI STIMA DELLE COMPONENTI DELLA DEVIANZA. 

Il caso più semplice di esperimento fattoriale prende in considerazione solamente due fattori o 

trattamenti (A e B), ognuno a più livelli, che possono essere indifferentemente uguali o differenti. 

L’analisi statistica verifica separatamente gli effetti nei diversi livelli 

- sia dei due singoli trattamenti (A e B), 

- sia della loro interazione (A x B). 

 

Agli stessi dati e con metodologie in larga parte identiche, ma per rispondere a domande differenti, 

è possibile applicare 

A - sia l’ANOVA I chiamata anche  modello a effetti fissi (fixed effects model),  

B  - sia l’ANOVA II chiamata anche modello a effetti random (random effects model) o modello 

delle componenti di varianza (components of variance model), 

C - sia l’ANOVA III, dove un fattore è fisso e l’altro è random, chiamata modello misto (mixed 

model); in caso di più fattori, almeno uno è fisso e almeno uno è randon. 

 

Per analizzare l’interazione tra due variabili, esse devono sempre essere crossed; in un disegno 

sperimentale nested o gerarchica, in cui una variabile è annidata entro l’altra, non è possibile. 

I concetti generali dell’analisi a effetti fissi e di quella a effetti random sono già stati presentati nei 

paragrafi precedenti. In questo, viene riportata una loro applicazione agli stessi dati, 

- per meglio evidenziare la parte simile e le differenze. 

L’esempio sviluppato è tratto dal testo di  

-  Douglas C. Montgomery del 1976 Design and Analysis of Experiments (edito da John Wiley & 

Sons, New York, XIV + 418 p.).  

Docente di metodi statistici nel Georgia Institute of Technology, Montgomery è autore di vari testi di 

statica applicata alla ricerca industriale. In questo volume, che ha ormai 30 anni, espone una serie di 

applicazioni dell’analisi della varianza. Rispetto al testo, il suo esempio è svolto giustificando tutti i 

passaggi logici.  

 

I concetti della varianza qui discussi stanno alla base di molti metodi statistici industriali, ora utilizzati 

correntemente per il controllo di qualità. In questi anni, queste applicazioni stanno assumendo 

importanza crescente anche nelle discipline ambientali e biologiche, quando la gestione dell’ambiente 

o di un prodotto biologico richiedano confronti sulla variabilità più che sui valori medi. 
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In queste dispense, in particolare per gli aspetti più complessi, molti esercizi sono tratti da testi 

internazionali. Con la dovuta citazione, offrono la possibilità di supportare la metodologia scelta in 

pubblicazioni scientifiche e rapporti anche con l’autorevolezza scientifica dell’autore del testo, in 

eventuali dibattiti con i referee. Tale motivazione a maggior ragione è valida in questo contesto, dove 

le differenze tra i metodi dipendono quasi esclusivamente dalla scelta del problema, dalla 

giustificazione fornita per un confronto a effetti fissi oppure a effetti random, dalla una diversa 

interpretazione degli stessi dati. 

 

Nell’esempio utilizzato, si intende confrontare il voltaggio massimo di una serie di batterie, tenendo in 

considerazione  

-  il materiale (fattore A), la temperatura di esercizio (fattore B),  

-  e la eventuale presenza di interazione tra essi. 

Ognuno dei due fattori è a tre livelli e sono state fatte quattro repliche per ogni condizione 

sperimentale.  

 

In questo caso, come in vari testi e diversamente dalle altre parti di queste dispense,  

-  il fattore principale (i trattamenti) è riportato nelle righe,  

-  mentre il fattore secondario o da controllare (i blocchi) è riportato nelle colonne: 

 

 

Temperatura (°F) Tipo 

Materiale 50 65 80 

 

Totale 

I 130     155 
74        80 

34        40 
80        75 

20        70 
82        58 998 

II 150     188 
159     126 

136     122 
106     115 

25        70 
58        45 1300 

III 138     110 
168     160 

174     120 
80        75 

96      104 
82        60 1501 

Totale 1738 1291 770 3799 

 

 

 

A – ANOVA I O MODELLO A EFFETTI FISSI 

Nel caso del modello ANOVA a due criteri con repliche, per l’analisi degli effetti fissi, ogni singola 

osservazione ijkX  può essere descritta dal modello statistico lineare 
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( )
rk
bj
ai

X ijkijjiijk

,...,2,1
,...,2,1
,...,2,1

=
=
=

++++= ετββτµ  

 dove 

- µ  = media generale di tutti gli effetti; con i dati del campione è quantificata da X , 

- iτ  = effetto vero del livello  i -esimo del fattore A; con i dati del campione è stimata con XX i − , 

- jβ  = effetto vero del livello  j -esimo del fattore B; con i dati del campione è stimata con XX j − , 

- ( )ijτβ  = effetto dell’interazione tra iτ  e jβ ; con i dati del campione per ogni casella è determinato 

dalla differenza ( ijij XX ˆ− ) tra la media osservata ijX  e la media attesa XXXX jiij −+=ˆ ; 

- ijkε  = componente dovuta all’errore casuale o random, presente in ogni osservazione. 

 

Nell’esempio, a  = 3,    b  = 3,    r  = 4,    36== abrn  

 

Come in ogni test, è necessario iniziare dall’enunciazione delle finalità. 

 

Nel modello a effetti fissi, le ipotesi da verificare possono essere   

1 - per i trattamenti o fattore A 

H0: IIIIII µµµ ==       scritto anche come      H0: ∑
=

=
a

i
i

1

0τ  

2 - per i blocchi o fattore B 

H0: 806550 µµµ ==       scritto anche come      H0: ∑
=

=
b

j
j

1

0β  

3 - per l’interazione A x B  

H0: ( ) 0=ijτβ      scritto anche come      ( ) ( )∑ ∑
= =

==
a

i

b

j
ijij

1 1

0τβτβ  

 

Abitualmente sono verificate tutte tre.  

Ma l’analisi può essere limitata a una sola ipotesi, se l’interesse del ricercatore a rivolto a quell’unico 

problema. 

 

Per effettuare i vari test F, dai dati devono essere calcolate 5 devianze: 
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(1) Totale,  (2) Tra Trattamenti,  (3) Tra blocchi,  (4) Interazione: Trattamenti per Blocchi,  (5) Errore. 

 

Utilizzando le formule abbreviate, che in questo caso sono molto più semplici,  

 

1 – La devianza totale ( TotaleSQ ) è 

∑∑∑
∑∑∑

= = =

= = =

−










−=
a

i

b

j

r

k

a

i

b

j

r

k
ijk

ijkTotale abr

X
XSQ

1 1 1

2

1 1 12

1
 

  e con i dati dell’esempio 

 

96,646.77
36

379960...74155130
2

2222 =−++++=TotaleSQ  

 risulta TotaleSQ  = 77.646,96 

 e ha gdl = 3513611 =−=−=− abrn  

 

La successiva Devianza tra le medie delle caselle non è richiesta per i test di significatività. Ma essa 

è utile per 

-  meglio comprendere le formule successive,  

-  arrivare rapidamente al calcolo delle altre devianze. 

Inoltre le medie di casella servono per evidenziare gli effetti della interazione tra i due fattori (A x B). 

 

Pertanto, dalla tabella dei dati riportata precedentemente, è opportuno ricavare le medie delle 9 caselle. 

In realtà le formule abbreviate utilizzano le somme. Ma in campioni bilanciati (nell'esempio r  = 4), 

le somme e le medie forniscono le stesse informazioni sui rapporti tra le loro dimensioni 

 

 

Temperatura (°F) Tipo di 

Materiale 50 65 80 

 

Totale 

I 539 229 230 998 

II 623 479 198 1300 

III 576 583 342 1501 

Totale 1738 1291 770 3799 
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 La devianza tra caselle ( CaselleSQ ) è 

 

∑∑
∑∑∑∑

= =

= = ==

−










−









=
a

i

b

j

a

i

b

j

r

k
ijk

r

k
ijk

Caselle abr

X

r

X
SQ

1 1

2

1 1 1

2

1

1
 

 

 e con i dati dell’esempio 

 

21,416.59
36

3799
4

342...
4

230
4

229
4

539 22222

=−++++=CaselleSQ  

 

 risulta CaselleSQ  = 59.416,21 

 e ha gdl = 8191 =−=−ab . 

 

Successivamente si calcolano le altre quattro devianze già indicate: 

 

2 - La devianza tra materiali ( MaterialiSQ )  

 

∑
∑∑∑∑∑

=

= = == =

−










−









=
a

i

a

i

b

j

r

k
ijk

b

j

r

k
ijr

Materiali abr

X

br

X
SQ

1

2

1 1 1

2

1 1

1
 

 

  con i dati dell’esempio 

 

72,683.10
36

3799
12

1501
12

1300
12

998 2222

=−++=MaterialiSQ  

 

 risulta MaterialiSQ  = 10.683,72 

 e ha gdl = 2131 =−=−a . 

 

3 - La devianza tra temperature ( eTemperaturSQ )  
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∑
∑∑∑∑∑

=

= = == =

−










−









=
b

j

a

i

b

j

r

k
ijk

a

i

r

k
ijr

eTemperatur abr

X

ar

X
SQ

1

2

1 1 1

2

1 1

1
 

 

  con i dati dell’esempio 

 

72,118.39
36

3799
12

770
12

1291
12

1738 2222

=−++=eTemperaturSQ  

 

 risulta eTemperaturSQ  = 39.118,72 

 e ha gdl = 2131 =−=−b . 

 

4 - La devianza d’interazione ( eInterazionSQ )  Materiali x Temperature, che con la formula abbreviata 

è calcolata per differenza 

eInterazionSQ  = CaselleSQ  - MaterialiSQ  - eTemperaturSQ  

 se applicata ai dati dell’esempio 

eInterazionSQ  = 59.416,21 – 10.683,72 – 39.118.72 = 9.613,77 

 risulta eInterazionSQ  = 9.613,77 

 e ha gdl = 8 – 2 – 2 = 4. 

 

5 - La devianza d’errore ( ErroreSQ ), sempre con la formula abbreviata, è anch’essa calcolata per 

differenza  

ErroreSQ  = TotaleSQ  -  CaselleSQ   

Con i dati dell’esempio 

ErroreSQ  = 77.646,96 - 59.416,21 = 18.230,75 

 risulta ErroreSQ  18.230,75 

 e ha gdl = 35 – 8 = 27. 

 

(Per calcolare la devianza d’interazione e la devianza d’errore direttamente e non mediante le 

differenze, si rinvia ai paragrafi nei quali i metodi sono stati illustrati in modo dettagliato). 
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Per verificare i calcoli attraverso le proprietà additive e per impostare le analisi successive, è 

conveniente riportare le devianze ( SQ ) e i gradi di libertà ( df ) in una tabella  

 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

Fonte di variazione SQ  df  2S  F  P  

Totale 77.646,96 35 --- --- --- 

Tra caselle 59.416,21 8 --- --- --- 

Tra materiali 10,683,72 2 5.341,86 7,91 < 0,005 

Tra temperature 39.118,72 2 19.558,36 28,97 < 0,001 

Interazione 9.613,77 4 2.403,44 3,56 < 0,05 

Errore 18.230,75 27 675,21 --- --- 

 

(I valori riguardanti le medie delle caselle sono stati scritti in corsivo per differenziarle, ricordando 

che molti programmi informatici abitualmente li omettono). 

 

Dal rapporto tra le devianze e o rispettivi degree of freedom, si ricavano le varianze 2S  (quarta 

colonna) e da esse i tre rapporti F (quinta colonna):  

 

2

2

ErroreS
SF =  

 

Dalla tabella dei valori critici, per i gradi di libertà corrispondenti, si ricavano le probabilità P  che 

mostrano 

- una significatività alta per i due fattori principali, 

- la presenza di significatività anche per l’interazione Materiali per Temperature. 

 

Nella interpretazione disciplinare dei risultati statistici, la significatività della interazione 

(Materiali x Temperatura) indica che  

- le variazioni di temperatura hanno effetti differenti sui tre materiali. 

Per una lettura più dettagliata e una spiegazione logica sono di aiuto  

-   la tabella delle medie (Average output voltage) 

-  la loro rappresentazione grafica, in funzione delle temperature (Temperature °F) 

 riportate nella pagina successiva. 
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Temperatura (°F) Tipo 

Materiale 50 65 80 

I 134,75 57,25 57,50 

II 155,75 119,75 49,50 

III 144,00 145,75 85,50 

 
 

 

 

L’analisi combinata dei risultati statistici e l'osservazione dei valori medi conduce alle seguenti tre 

conclusioni: 

1 - con probabilità 005,0<P  di errare, si può affermare che utilizzando i tre tipi di materiale si hanno 

effetti molto differenti sul voltaggio massimo delle batterie; 

2 - con probabilità 001,0<P  di errare, si può sostenere che alle tre diverse temperature 

dell’esperimento (50° F, 65°F, 80°F) il voltaggio massimo delle batterie è molto differente; 

3 - con probabilità 05,0<P  di errare, si può dichiarare che l’effetto della temperatura ai vari livelli è 

significativamente diverso nei differenti materiali testati.  
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La tabella e il grafico precedenti mostrano, ad esempio, che per una temperatura di 50°F il materiale di 

tipo 2 determina il voltaggio più alto, ma che a temperature superiori (65°F e 80°F) il materiale con il 

voltaggio massimo è quello di tipo 3. 

 

Per analisi più dettagliate delle differenze sia tra le tre medie dei materiali, sia tra le tre medie delle 

temperature e anche per le nove medie dell’interazione (materiale per temperatura), occorre utilizzare i 

confronti multipli a priori oppure a posteriori (per approfondimenti di questi concetti si rinvia ai 

paragrafi relativi). 

 

 

B – ANOVA II O MODELLO A EFFETTI RANDOM 

L’analisi precedente può essere contestata. Probabilmente è errata.  

Sussiste incertezza sulla sua validità, in quanto non sono state fornite tutte le informazioni necessarie 

per comprendere l’esatta finalità del test, dalla quale dipende la scelta dei tre livelli del fattore A e del 

fattore B. 

I tre livelli del fattore A sono esattamente quelli che si vogliono analizzare con il test oppure  

-  il numero di materiali utilizzabili è più alto e quei tre sono stati scelti casualmente?  

In altri termini, lo scopo specifico dell’esperimento è di 

-  verificare in generale se materiali differenti hanno effetti differenti sul voltaggio massimo? 

In questo esempio, la stessa domanda può essere estesa anche alle tre temperature utilizzate. Si voleva 

verificare l’effetto di quelle tre temperature specifiche, oppure se 

- variando la temperatura entro un intervallo di condizioni ambientali normali (ad esempio, tra 

40°F  e 90°F), la temperatura ha effetti importanti? 

 

 Se la risposta a questa ultima domanda è affermativa, in modo più specifico se la scelta delle tre 

temperature (50, 65 e 80 °F) è stata casuale e potevano essere utilizzate altre temperature entro 

l’intervallo prestabilito, certamente l’analisi statistica precedente è errata. 

Ai dati presentati, è necessario applicare il modello a effetti random.  

 

Questo lungo ragionamento per meglio chiarire le finalità dell’esperimento ha lo scopo di evidenziare 

che, soprattutto in questo settore della statistica, 

- occorre esprimere con chiarezza l’ipotesi di lavoro, la domanda alla quale si vuole rispondere. 

Ma sono risposte che solamente l’esperto che ha condotto l’esperimento può dare. Da questa semplice 

osservazione deriva la necessità che egli abbia conoscenze statistiche adeguate, per impostare 

l’esperimento in modo corretto.  
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Per passare dall’analisi a effetti fissi all’analisi a effetti random, si supponga ora che i tre materiali e 

le tre temperature di esercizio (50, 65 e 80 °F) siamo stati scelti casualmente entro un intervallo di 

variazione maggiore, ottenendo gli stessi risultati  conseguiti nell’esperimento precedente: 

 

 

Temperatura (°F) Tipo 

Materiale 50 65 80 

 

Totale 

I 130     155 
74        80 

34        40 
80        75 

20        70 
82        58 998 

II 150     188 
159     126 

136     122 
106     115 

25        70 
58        45 1300 

III 138     110 
168     160 

174     120 
80        75 

96      104 
82        60 1501 

Totale 1738 1291 770 3799 

 

 

Come per gli effetti fissi, anche nell’analisi degli effetti random ogni singola osservazione ijkX  può 

essere descritta dal modello statistico lineare 

 

( )
rk
bj
ai

X ijkijjiijk

,...,2,1
,...,2,1
,...,2,1

=
=
=

++++= ετββτµ  

 

 con a  = 3,    b  = 3,    r  = 4,    36== abrn  

  

 Ma in questo caso, i quattro parametri del modello iτ ,  jβ ,  ( )ijτβ ,  ijkε   sono variabili random. 

Quindi hanno effetti nulli e presentano variabilità. 

In modo più specifico, nel modello si assume che i quattro parametri analizzati  

- siano distribuiti in modo normale e indipendente; quindi abbiano  media µ = 0 e varianza = 2σ .  

Con simbologia statistica, questo concetto è espresso con: 

-  iτ  è  NID ( 2,0 τσ ),  

-  jβ  è  NID ( 2,0 βσ ), 

-  ( )ijτβ  è  NID ( 2,0 τβσ ) 

-  ijkε  è  NID ( 2,0 σ ) 
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 dove NID = Normally and Indipendently Distributed  

 

Ne deriva che  

- la varianza di ogni osservazione è 
2222)( σσσσ τββτ +++=XijkV  

 - 2
τσ ,  2

βσ ,  2
τβσ   e  2σ  sono le componenti della varianza (variance components) 

 

Rispetto all’ANOVA a effetti fissi, cambiano anche le ipotesi da verificare. 

Nel modello a effetti random, sono  

1 - per i trattamenti o fattore A 

H0: 2
τσ  = 0  

2 - per i blocchi o fattore B 

H0: 2
βσ  = 0 

3 - per l’interazione A x B  

H0: 2
τβσ  = 0 

 

Per verificare queste ipotesi, si utilizzano  

-  le stesse formule  dell’ANOVA a effetti fissi 

- e si ottiene la stessa tabella di risultati, 

 per quanto riguarda 

-  le devianze,  i degree freedom,  le varianze. 

 

Cambiano i  test F per i due effetti principali, ma non quello per l’interazione. 

 

Fonte di Variazione SQ  df  2S  F  P  

Totale 77.646,96 35 --- --- --- 

Tra Caselle 59.416,21 8 --- --- --- 

Tra Materiali (A) 10,683,72 2 5.341,86 2,223 Non Significativo 

Tra Temperature (B) 39.118,72 2 19.558,36 8,138 < 0,05 

Interazione (AxB) 9.613,77 4 2.403,44 3,56 < 0,05 

Errore 18.230,75 27 675,21 --- --- 
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1 -  Per la verifica dell’ipotesi H0: 2
βσ  = 0 

 si effettua il test 

138,8
44,403.2
36,558.19

2

2

)4,2( ===
eInterazion

eTemperatur

S
S

F  

 

 Con gdl uguali a  2 e 4 risulta significativo con probabilità 05,0<P  

 

2 -  Per la verifica dell’ipotesi H0: 2
τσ  = 0 

 si effettua il test 

223,2
44,403.2
86,341.5

2

2

)4,2( ===
eInterazion

Materiali

S
SF  

 

 Con gdl uguali a  2 e 4  non risulta significativo.  

 

3 -  Per la verifica della presenza d’interazione e quindi dell’ipotesi H0: 2
τβσ  = 0 

 si effettua il solito test 

560,3
21,675
44,403.2

2

2

)27,4( ===
Errore

eInterazion

S
SF  

 

Con gdl uguali a  4 e 27 risulta significativo con probabilità 05,0<P  

 

L’interpretazione disciplinare dei risultati statistici ottenuti  

- per l’interazione è che esiste variabilità tra le medie di caselle; quindi, se si analizzano gli effetti dei 

possibili materiali utilizzabili alle diverse temperature di esercizio, le potenze massime cambiano in 

modo differente; 

- per il fattore A è che, tra tutti i materiali possibili, non esiste una differenza significativa, 

- per il fattore B è che, tra le possibili temperature di esercizio delle batterie, esiste una differenza 

significativa nel voltaggio massimo. 

 

Nel testo citato (pag. 136), Douglas Montgomery sottolinea che, come nel caso degli effetti fissi, 

 -  questi test sono sempre unilaterali o a una coda (These are all upper-tail, one-tail tests), 

 in quanto per risultare significativi  

- la varianza al numeratore deve essere maggiore di quella al denominatore.  
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A questo fine, è utile ricordare che le tabelle F per l’ANOVA sono unilaterali. 

Quindi si utilizza la probabilità α indicata. Il problema, come evidenziato nel capitolo relativo, si pone 

solamente per  

- il test bilaterale di omoschedasticità tra due sole varianze,  

 in quanto il test F è fondato sul rapporto tra la varianza maggiore e quella minore 

2
min

2

ore

maggiore

S
S

F =  

senza che a priori sia noto quale delle due sia quella maggiore, quindi decidendo solamente sulla base 

dell’osservazione dei risultati campionari. 

Nei test bilaterali di omoschedasticità,  

-  per una probabilità α = 0.05 bilaterale si deve prendere il valore critico di α = 0.025. 

 

Ritornando all’ANOVA II, la spiegazione logica della metodologia illustrata è fondata sui tre 

concetti seguenti: 

1 – La varianza attesa per l’errore ( )2
ESE  (Expected Mean Squares) è 

( ) 22 σ=ESE  

mentre la varianza attesa per l’interazione A x B ( )2
ABSE  è 

( ) τβσσ rSE AB += 22  

 quindi per verificare l’ipotesi H0: 2
τβσ  = 0 è appropriato  

 il rapporto 

2

2

0
E

AB

S
SF =  

 dove 0F  ha i gradi di libertà di questo rapporto. 

 

2 – La varianza attesa per il fattore B ( )2
BSE  è 

( ) 2222
βτβ σσσ arrSE B ++=  

 mentre la varianza attesa per l’interazione A x B ( )2
ABSE  è 

( ) τβσσ rSE AB += 22  

 quindi per verificare l’ipotesi H0: 2
βσ  = 0 è appropriato  

 il rapporto 

2

2

0
AB

B

S
SF =  



 59 
 

 

 

 dove 0F  ha i gradi di libertà di questo rapporto. 

 

3 – La varianza attesa per il fattore A ( )2
ASE  è 

( ) 2222
ττβ σσσ brrSE A ++=  

 mentre la varianza attesa per l’interazione A x B ( )2
ABSE  è 

( ) τβσσ rSE AB += 22  

 quindi per verificare l’ipotesi H0: 2
τσ  = 0 è appropriato  

 il rapporto 

2

2

0
AB

A

S
SF =  

 dove 0F  ha i gradi di libertà di questo rapporto. 

 

LE COMPONENTI DELLA VARIANZA E LORO INTERVALLO DI CONFIDENZA 

Con a  = 3,    b  = 3,    r  = 4, come nell’esempio sviluppato, dalle relazioni appena indicate per ogni 

singola varianza  

( ) 2222
ττβ σσσ brrSE A ++=  

( ) 2222
βτβ σσσ arrSE B ++=  

( ) 222
τβσσ rSE AB +=  

( ) 22 σ=ESE  

 

 è possibile stimare le componenti della varianza (the variance components)  

-  con il metodo dell’analisi della varianza (analysis of variance methods). 

 

Ritornando ai dati dell’ultima tabella ANOVA II, 

 

Fonte di Variazione SQ  df  2S  

Tra Materiali (A) 10,683,72 2 5.341,86 

Tra Temperature (B)  39.118,72 2 19,558,36 

Interazione (AxB) 9.613,77 4 2.403,44 

Errore 18.230,75 27 675,21 
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 con il metodo detto dell’analisi della varianza (analysis of varaince methods), appunto perché si 

serve  dei risultati riportati nella tabella dell’analisi della varianza per stimare 2σ  e 2
τσ , 

1 - da  
22ˆ ES=σ      si ricava    21,675ˆ 2 =σ  

 

2 - da  

r
SS EAB

22
2ˆ −
=τβσ     si ricava    06,432

4
21,67544,403.2ˆ 2 =

−
=τβσ  

 

3 - da  

ar
SS ABB

22
2ˆ −
=βσ      si ricava     58,429.1

43
44,403.236,558.19ˆ 2 =

−
=

xβσ  

 

4 - da  

br
SS ABA

22
2ˆ −
=τσ      si ricava      87,244

43
44,403.286,341.5ˆ 2 =

−
=

xβσ  

 

Il valore  21,675ˆ 2 =σ  è un risultato campionaria.  

Il valore vero 2σ  è ricavato dalla stima dell’intervallo di confidenza (confidence interval estimate) 

mediante la distribuzione chi-quadrato,  

poiché 

2

2

2
)1(

σσ
EE SrabSQ ⋅−

=  

 

 è distribuito come un 2χ  con gradi di libertà )1( −rab , cioè 2
)1( −rabχ .  

Per una spiegazione dettagliata delle modalità, si rinvia al paragrafo dedicato all’intervallo di 

confidenza di una varianza. 

 

Il metodo dell’analisi della varianza, per ricavare la stima delle componenti della varianza, non 

richiede l’assunzione della normalità degli errori, ma solo che 2σ  e 2
τσ  siano gli stimatori 

quadratici non distorti minori, quindi che essi abbiano varianza minima. 

 

Il metodo di stima dell’intervallo di confidenza della varianza d’errore non sempre può essere 

utilizzato anche per le altre varianze. 
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Con il metodo dell’analisi della varianza, può infatti avvenire che  

- una componente della varianza risulti negativa, in quanto è una stima campionaria di un valore 

che dovrebbe essere uguale a 0.  

Ma, per definizione essendo fondata sul quadrato di scarti dalla media, una componente della 

varianza non può essere negativa, per cui si assume che essa sia uguale a 0. E’ un approccio che 

intuitivamente ha un fascino logico, ma che a sua volta genera difficoltà teoriche nei calcoli 

successivi, in quanto altera le proprietà statistiche degli altri stimatori che nel loro calcolo utilizzano 

questa componente.  

Una soluzione alternativa è ricorrere a metodi di stima delle componenti che sono sempre in un 

campo non negativo; ma a loro volta originano altre complicazioni, in quanto non sono più fondate 

sul modello lineare di additività delle componenti. 

Per approfondimenti su questo settore della statistica, si rinvia al testo di Montgomery qui citato e 

all’articolo di S. R. Searle del 1971 Topics in Variance Component Estimation, pubblicato su 

Biometrics, Vol. 27, pp.1-76. 

 

 

C – ANOVA III O MODELLO MISTO; SOLUZIONE STANDARD E ALTRE PROPOSTE 

L’esempio analizzato in questo paragrafo si presta anche per una discussione sul modello misto 

dell’analisi della varianza (mixed model analysis of variance), se si suppone che  

-   il fattore A (Materiali) sia fisso (ad esempio, esistono solamente quei tre materiali per costruire le 

batterie e si vogliono valutare i loro effetti specifici sul voltaggio massimo), 

-   il fattore B (Temperature) sia random (ad esempio, la temperatura di esercizio delle batterie varia 

da 40 °F a 90 °F e per l’esperimento le tre utilizzate sono state scelte in modo casuale, per rispondere 

alla domanda generica che a temperature differenti il  voltaggio massimo è differente.) 

 

Il modello statistico lineare è 

( )
rk
bj
ai

X ijkijjiijk

,...,2,1
,...,2,1
,...,2,1

=
=
=

++++= ετββτµ  

con a  = 3,    b  = 3,    r  = 4   e   dove 

-  iτ  è un effetto fisso, tale che ∑
=

=
a

i
i

1

0τ  

-  jβ  è una variabile random NID (0, 2
βσ )  

-  l’interazione ( )ijτβ  è una variabile random, distribuita in modo normale con media 0 e varianza 

21
τβσ

a
a −

 e la somma della componente dell’interazione per il fattore fisso è uguale a 0,  vale a dire 
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( ) ( ) bjj
a

i
ij ...,,2,1,0.

1
∑
=

=== τβτβ  

 

Questo ultima assunzione implica che gli elementi dell’interazione entro un particolare livello del 

fattore fisso non sono indipendenti,  

poiché 

Cov ( ) ( )[ ] ',,
2

' ii
ajiij ≠−= τβσ

τβτβ  

 vale a dire che 

- la covarianza tra ( )ijτβ  e ( ) 'ijτβ  per 'jj ≠  è zero  mentre  l’errore random ijkε  è NID (0, 2σ ). 

 

In questo modello, per semplificare la formula che permette di calcolare la varianza attesa,  

-  la varianza di ( )ijτβ  è definita come 21
τβσ

a
a −

 più che 2
τβσ . 

L’assunzione ( ) 0. =jτβ  ha effetti anche sulle varianze attese, che possono essere scritte  

 come 

( )
1

1

2

222

−
++=

∑
=

a

br
rSE

a

i
i

A

τ
σσ τβ  

( ) 222
βσσ arSE B +=  

( ) 222
τβσσ rSE AB +=  

( ) 22 σ=ESE  

 

I loro  valori, ottenuti con l'ANOVA, sono riportati nella tabella successiva 

 

Fonte di variazione SQ  df  2S  F  P  

Totale 77.646,96 35 --- --- --- 

Tra Materiali  (A) 10,683,72 2 5.341,86 2,223 Non significativo 

Tra Temperature  (B)  39.118,72 2 19.558,36 28,966 < 0,001 

Interazione  (AxB) 9.613,77 4 2.403,44 3,560 < 0,05 

Errore 18.230,75 27 675,21 --- --- 
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Secondo le ipotesi espresse in precedenza, nel modello misto l’ipotesi nulla  

1 - per i trattamenti o fattore A verte sulle medie; più esattamente è 

H0: IIIIII µµµ ==       scritto anche come      H0: ∑
=

=
a

i
i

1

0τ  

 e con i dati dell’esempio viene verificata  

 mediante 

223,2
44,403.2
86,341.5

2

2

0 ===
AB

A

S
SF  

 che ha gdl 2 e 4; non è significativa; 

 

2 - per i blocchi o fattore B è 

H0: 2
βσ  = 0 

 e viene verificata con 

966,28
21,675

36,558.19
2

2

0 ===
E

B

S
SF  

 

 che ha gdl 2 e 27; è altamente significativa; 

 

(Nota Bene: L'aspetto particolare di questo test F è che per la significatività del fattore B, che è una 

variabile random,  

-  al denominatore è utilizzata la varianza d'errore 2
ES   

-  e non quella d'interazione 2
ABS  come nell'esempio del modello random precedente. 

La causa è dovuta al fatto che, nella enunciazione delle ipotesi per questo test, l'interazione non è stata 

ritenuta indipendente dal fattore B.) 

 

3 – per l’interazione A x B è 

H0: 2
τβσ  = 0 

 si viene verificata con 

560,3
21,675
44,403.2

2

2

)27,4( ===
E

AB

S
SF  

 che ha gdl 2 e 27; è significativa. 
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Le componenti della varianza 2
βσ , 2

τβσ   e  2σ  possono essere stimate usando il metodo dell’analisi 

della varianza, con esclusione di quella relativa al fattore fisso. 

La soluzione (diversa da quella riportata per gli effetti random come  nel precedente test F)  

è 

6,573.1
43

21,67536,558.19ˆ
22

2 =
−

=
−

=
xar

SS EB
βσ  

 

06,432
4

21,67544,403.2ˆ
22

2 =
−

=
−

=
r

SS EAB
τβσ  

 

21,675ˆ 22 == ESσ  

 

Questo approccio generale può essere utilizzato per stimare le componenti della varianza in qualsiasi 

modello misto e rappresenta il modello standard.  

Ma sono state proposte anche numerose soluzioni differenti, che si diversificano dalla precedente per 

le assunzioni sulle componenti random jβ  e ( )ijτβ , vale a dire per le assunzioni che interessano un 

fattore principale e l’interazione. 

 

Supponendo che 

- iτ  sia un effetto fisso, tali che ∑
=

=
n

i
i

1

0τ , 

- jβ  sia una variabile random con NID ( )2,0 βσ  (Normally and Indipendently Distributed), 

-  ( )ijτβ  siano gli effetti dell’interazione con NID ( )2,0 τβσ  e indipendenti dall’effetto random jβ , 

(annotando che in questo caso l’interazione è indipendente dal fattore B)  

- ijkε  sia la componente di errore random con NID ( )2,0 σ , 

 le varianze attese sono  

( )
1

1

2

222

−
++=

∑
=

a

br
rSE

a

i
i

A

τ
σσ τβ  

( ) 2222
βτβ σσσ arrSE B ++=  

( ) 222
τβσσ rSE AB +=  

( ) 22 σ=ESE  
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Per evidenziare maggiormente la differenza con il modello procedente, osservare che prima  

-  la varianza attesa del fattore B era 

( ) 222
βσσ arSE B +=  

Nel caso ora in discussione, l’ipotesi nulla 

-  per i blocchi o fattore B è sempre 

H0: 2
βσ  = 0 

 ma viene verificata con 

138,8
21,403.2
36,558.19

2

2

0 ===
AB

B

S
SF  

 

 che ha gdl 2 e 4; è significativa (P < 0.05) 

Di norma in questo  modello, come in questo caso, il test risulta meno significativo. 

In termini tecnici, si afferma che è più conservativo (in alcuni testi si dice anche che è meno 

liberale), rispetto al modello misto standard, poiché  

-  la varianza d’interazione 2
ABS  è maggiore  

- della varianza d’errore 2
ES . 

 

Con i dati dell’esempio, la componente della varianza per il fattore B, sempre ricorrendo al metodo 

dell’analisi della varianza,  

 è  

6,429.1
43

21,403.236,558.19ˆ
22

2 =
−

=
−

=
xar

SS ABB
βσ  

 

Questo ultimo modello e il precedente sono entrambi casi speciali del modello misto proposto da H. 

Scheffé  

- nel 1956 con l’articolo A “Mixed Model” for the Analysis of Variance (pubblicato su Annals of 

Mathematical Statistics Vol. 27, pp.: 23-36) 

-  e divulgato nel volume del 1959 The Analysis of Variance (edito da Wiley, New York), 

Questo modello assume che ogni singola osservazione ijkX  può essere rappresentata da 

 

rk
bj
ai

mX ijkijijk

,...,2,1
,...,2,1
,...,2,1

=
=
=

+= ε  
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 dove 

 - ijm  e ijkε   sono variabili random indipendenti. 

Nella tabella dei dati sperimentali 

 

 

Temperatura (°F) Tipo 

Materiale 50 65 80 

 

Totale 

I 130     155 
74        80 

34        40 
80        75 

20        70 
82        58 998 

II 150     188 
159     126 

136     122 
106     115 

25        70 
58        45 1300 

III 138     110 
168     160 

174     120 
80        75 

96      104 
82        60 1501 

Totale 1738 1291 770 3799 

 

 

-  la variabile ijm  corrisponde alla media di ogni casella e la sua struttura è 

( )ijjiijm τββτµ +++=  

 - mentre il suo valore atteso ( )ijmE  è 

( ) iijmE τµ +=  

 con 

∑
=

=
a

i
i

1

0τ  

 e 

( ) bjj ,...,2,1,0. ==τβ  

 

 

Scheffé definisce la matrice di Covarianza per { }ijm . 

E’ possibile anche esprimere le varianze e le covarianze di jβ  e ( )ijτβ  indirettamente, , specificando 

gli elementi di questa matrice. 

Il modello di analisi statistica proposto da Scheffé è identico al precedente modello standard, proposto 

da Montgomery, con l’eccezione che in generale  

 la statistica 
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2

2

AB

A

S
S

 

 

 non sempre è distribuita come F  quando l’ipotesi nulla 0:0 =iH τ  è vera. 

 

Di fonte alla molteplicità dei modelli misti, si pone il problema della scelta. 

Secondo Montgomery, che fa riferimento alla sua lunga esperienza, la maggior parte degli statistici 

tende a preferire il modello standard, che è anche quello più frequentemente utilizzato in letteratura. 

Se la correlazione presente nella componente random non è grande, allora sono appropriati entrambi i 

modelli e tra loro esistono solamente differenze piccole. Ma se la correlazione è grande, allora è più 

corretto utilizzare il modello di Scheffé.  

In conclusione, la scelta tra i modelli dipende dai dati. 

Per approfondimenti, si rinvia all’articolo di R. R. Hocking  del 1973 A discussion of the Two-Way 

Mixed Model (pubblicato su The American Statistician Vol. 27 No. 4, pp.: 148-152)  
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14.14   LETTURA DI UN TABULATO INFORMATICO 
ESEMPIO su alimentazione, genotipo dei maschi e delle femmine: 
analisi gerarchica della varianza a 3 fattori 
 

 Livello I Livello II Livello III Livello IV  o  Repliche 
Nidiata Alimentaz. Maschio Femmina n. di figli Peso di ogni figlio 

1 I 1 A 4 20, 22, 24, 22 
2 I 1 B 5 22, 25, 21, 26, 22 
3 I 2 C 6 27, 22, 24, 28, 21, 28
4 I 2 D 4 38, 36, 35, 38 
5 I 2 E 5 31, 32, 35, 38, 32 
6 II 3 F 4 29, 32, 30, 28 
7 II 3 G 5 33, 39, 40, 31, 32 
8 II 3 H 3 28, 27, 25 
9 II 4 I 3 26, 27, 28 

10 II 4 L 3 31, 32, 33 
11 II 5 M 4 28, 32, 30, 26 
12 II 5 N 3 33, 26, 43 
13 II 6 O 5 27, 27, 26, 28, 30 
14 II 6 P 5 35, 28, 28, 35, 30 
15 II 6 Q 6 32, 33, 33, 33, 35, 31
16 II 6 R 5 33, 35, 31, 26, 27, 
17 III 7 S 5 32, 31, 33, 32, 35 
18 III 7 T 6 38, 37, 38, 37, 39, 35
19 III 8 U 5 31, 38, 38, 35, 34 
20 III 8 V 5 38, 36, 33, 32, 33 
21 III 9 X 6 32, 32, 36, 33, 34, 39
22 III 9 Y 6 31, 32, 32, 30, 33, 30
23 III 9 Z 3 37, 35, 40 

 

General Linear Models Procedure 
 
1) 
 
   Class            Levels    Values 
 
   ALIMENTAZIONE       3    I II III 
   MASCHIO             9    1 2 3 4 5 6 7 8 9 
   FEMMINA            23    A B C D E F G H I L M N O P Q R S T U V X Y Z 
 
Number of observations in data set = 106 
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2) 
 
Dependent Variable: PESO    
 
Source                  DF    Sum of Squares     F Value      Pr > F 
 
Model                   22     1901.70691824       11.35      0.0001 
 
Error                   83      632.06666667 
 
Corrected Total        105     2533.77358491 
 
                  R-Square              C.V.               PESO Mean 
 
                  0.750543          8.805391              31.3396226 
 
Source                  DF         Type I SS     F Value      Pr > F 
 
ALIMENT                  2      660.43723225       43.36      0.0001 
MASCHIO                  6      418.19046521        9.15      0.0001 
FEMMINA                 14      823.07922078        7.72      0.0001 
 
 
 
 
3) 
 
             Student-Newman-Keuls test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           under the complete null hypothesis but not under partial  
           null hypotheses. 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 32.90066 
 
                 Number of Means         2         3 
                 Critical Range  1.3532596 1.6237331 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
            SNK Grouping              Mean      N  ALIMENTI 
                                
                       A           34.4722     36    III 
                                
                       B           30.6957     46    II 
                                
                       C           27.8750     24    I 
 
 



 70 
 

 

 

 
4) 
 
       Tukey's Studentized Range (HSD) Test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate,  
           but generally has a higher type II error rate than REGWQ. 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
              Critical Value of Studentized Range= 3.375 
                Minimum Significant Difference= 1.6237 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 32.90066 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
           Tukey Grouping              Mean      N  ALIMENT 
                                 
                        A           34.4722     36    III 
                                 
                        B           30.6957     46    II 
                                 
 
                        C           27.8750     24    I 
 
 
 
5) 
 
                  Scheffe's test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           but generally has a higher type II error rate than REGWF  
           for all pairwise comparisons 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                     Critical Value of F= 3.10651 
                Minimum Significant Difference= 1.6959 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 32.90066 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
          Scheffe Grouping              Mean      N  ALIMENT 
                                  
                         A           34.4722     36    III 
                                  
                         B           30.6957     46    II 
                                  
                         C           27.8750     24    I 
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6) 
 
                 Dunnett's T tests for variable: PESO 
 
     NOTE: This tests controls the type I experimentwise error for  
           comparisons of all treatments against a control. 
 
         Alpha= 0.05  Confidence= 0.95  df= 83  MSE= 7.615261 
                 Critical Value of Dunnett's T= 2.695 
 
  Comparisons significant at the 0.05 level are indicated by '***'. 
 
                       Simultaneous            Simultaneous 
                           Lower    Difference     Upper 
          MASCHIO       Confidence    Between   Confidence 
         Comparison        Limit       Means       Limit 
 
           7 - 1          9.1728     12.5152     15.8575   *** 
           8 - 1          8.7166     12.1333     15.5501   *** 
           9 - 1          7.9312     11.0667     14.2021   *** 
           3 - 1          5.2209      8.5000     11.7791   *** 
           5 - 1          4.7286      8.4762     12.2238   *** 
           2 - 1          5.1979      8.3333     11.4688   *** 
           6 - 1          4.9897      7.9524     10.9151   *** 
           4 - 1          2.9140      6.8333     10.7526   *** 
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7) 
 
             Student-Newman-Keuls test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           under the complete null hypothesis but not under partial  
           null hypotheses. 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 10.27597 
 
       Number of Means         2         3         4         5 
       Critical Range  2.4214306 2.9053974 3.1919379 3.3950041 
 
       Number of Means         6         7         8         9 
       Critical Range  3.5517011  3.678912 3.7857504  3.877692 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
            SNK Grouping              Mean      N  MASCHIO 
                                
                       A            35.182     11    7 
                       A        
                       A            34.800     10    8 
                       A        
               B       A            33.733     15    9 
               B                
               B       C            31.167     12    3 
               B       C        
               B       C            31.143      7    5 
               B       C        
               B       C            31.000     15    2 
               B       C        
               B       C            30.619     21    6 
                       C        
                       C            29.500      6    4 
                                
                       D            22.667      9    1 
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8) 
Tukey's Studentized Range (HSD) Test for variable: PESO 
   NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate,  
           but generally has a higher type II error rate than REGWQ. 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
              Critical Value of Studentized Range= 4.504 
                Minimum Significant Difference= 3.8777 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 10.27597 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
           Tukey Grouping              Mean      N  MASCHIO 
                                 
                        A            35.182     11    7 
                        A        
                B       A            34.800     10    8 
                B       A        
                B       A   C        33.733     15    9 
                B           C    
                B       D   C        31.167     12    3 
                B       D   C    
                B       D   C        31.143      7    5 
                B       D   C    
                B       D   C        31.000     15    2 
                        D   C    
                        D   C        30.619     21    6 
                        D        
                        D            29.500      6    4 
                                 
                        E            22.667      9    1 
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9) 
Scheffe's test for variable: PESO 
   NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           but generally has a higher type II error rate than REGWF  
           for all pairwise comparisons 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                     Critical Value of F= 2.05201 
                Minimum Significant Difference= 4.9327 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 10.27597 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
          Scheffe Grouping              Mean      N  MASCHIO 
                                  
                         A            35.182     11    7 
                         A        
                         A            34.800     10    8 
                         A        
                 B       A            33.733     15    9 
                 B       A        
                 B       A            31.167     12    3 
                 B       A        
                 B       A            31.143      7    5 
                 B       A        
                 B       A            31.000     15    2 
                 B       A        
                 B       A            30.619     21    6 
                 B                
                 B                    29.500      6    4 
                                  
                         C            22.667      9    1 
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10) 
             Student-Newman-Keuls test for variable: PESO 
NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           under the complete null hypothesis but not under partial  
           null hypotheses. 
                 Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 4.339623 
 
  Number of Means         2         3         4         5         6 
  Critical Range  3.7261254  4.470859 4.9117908 5.2242715 5.4653986 
 
  Number of Means         7         8         9        10        11 
  Critical Range  5.6611522 5.8255563 5.9670372 6.0910485 6.2013191 
 
  Number of Means        12        13        14        15        16 
  Critical Range  6.3005091 6.3905809  6.473023 6.5489903 6.6193966 
 
  Number of Means        17        18        19        20        21 
  Critical Range  6.6849769 6.7463311 6.8039548 6.8582624 6.9096034 
 
  Number of Means        22        23 
  Critical Range  6.9582756 7.0045344 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
            SNK Grouping              Mean      N  FEMMINA 
                                
                       A            37.333      3    Z 
                       A        
                       A            37.333      6    T 
                       A        
               B       A            36.750      4    D 
               B       A        
               B       A   C        35.200      5    U 
               B       A   C    
               B       A   C        35.000      5    G 
               B       A   C    
               B       A   C        34.400      5    V 
               B       A   C    
               B       A   C        34.333      6    X 
               B       A   C    
               B       A   C        34.000      3    N 
               B       A   C    
               B   D   A   C        33.600      5    E 
               B   D   A   C    
           E   B   D   A   C        32.833      6    Q 
           E   B   D   A   C    
           E   B   D   A   C        32.600      5    S 
           E   B   D   A   C    
           E   B   D   A   C        32.000      3    L 
           E   B   D   A   C    
           E   B   D   A   C        31.333      6    Y 
           E   B   D   A   C    
           E   B   D   A   C        31.200      5    P 
           E   B   D       C    
           E   B   D   F   C        30.400      5    R 
           E       D   F   C    
           E       D   F   C        29.750      4    F 
           E       D   F   C    
           E       D   F   C        29.000      4    M 
           E       D   F        
           E   G   D   F            27.600      5    O 
           E   G       F        
           E   G       F   H        27.000      3    I 
           E   G       F   H    
           E   G       F   H        26.667      3    H 
               G       F   H    
               G       F   H        25.000      6    C 
               G           H    
               G           H        23.200      5    B 
                           H    
                           H        22.000      4    
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11) 
 
       Tukey's Studentized Range (HSD) Test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate,  
           but generally has a higher type II error rate than REGWQ. 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
              Critical Value of Studentized Range= 5.288 
                Minimum Significant Difference= 7.0045 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 4.339623 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
           Tukey Grouping              Mean      N  FEMMINA 
                                 
                        A            37.333      3    Z 
                        A        
                        A            37.333      6    T 
                        A        
                B       A            36.750      4    D 
                B       A        
                B       A   C        35.200      5    U 
                B       A   C    
                B       A   C        35.000      5    G 
                B       A   C    
                B   D   A   C        34.400      5    V 
                B   D   A   C    
                B   D   A   C        34.333      6    X 
                B   D   A   C    
            E   B   D   A   C        34.000      3    N 
            E   B   D   A   C    
            E   B   D   A   C F      33.600      5    E 
            E   B   D   A   C F  
            E   B   D   A   C F      32.833      6    Q 
            E   B   D   A   C F  
            E   B   D   A   C F      32.600      5    S 
            E   B   D   A   C F  
            E   B   D   A G C F      32.000      3    L 
            E   B   D   A G C F  
            E   B   D   A G C F      31.333      6    Y 
            E   B   D   A G C F  
            E   B   D   A G C F      31.200      5    P 
            E   B   D   A G C F  
            E   B   D   A G C F      30.400      5    R 
            E   B   D     G C F  
            E   B   D   H G C F      29.750      4    F 
            E       D   H G C F  
            E   I   D   H G C F      29.000      4    M 
            E   I   D   H G   F  
            E   I   D   H G   F      27.600      5    O 
            E   I       H G   F  
            E   I       H G   F      27.000      3    I 
                I       H G   F  
                I       H G   F      26.667      3    H 
                I       H G      
                I       H G          25.000      6    C 
                I       H        
                I       H            23.200      5    B 
                I                
                I                    22.000      4    A 
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12) 
 
                  Scheffe's test for variable: PESO 
 
     NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate  
           but generally has a higher type II error rate than REGWF  
           for all pairwise comparisons 
 
                  Alpha= 0.05  df= 83  MSE= 7.615261 
                     Critical Value of F= 1.67191 
                Minimum Significant Difference= 11.362 
                  WARNING: Cell sizes are not equal. 
                Harmonic Mean of cell sizes= 4.339623 
 
     Means with the same letter are not significantly different. 
 
          Scheffe Grouping              Mean      N  FEMMINA 
                                  
                         A            37.333      3    Z 
                         A        
                         A            37.333      6    T 
                         A        
                         A            36.750      4    D 
                         A        
                 B       A            35.200      5    U 
                 B       A        
                 B       A            35.000      5    G 
                 B       A        
                 B       A   C        34.400      5    V 
                 B       A   C    
                 B       A   C        34.333      6    X 
                 B       A   C    
                 B       A   C        34.000      3    N 
                 B       A   C    
                 B       A   C        33.600      5    E 
                 B       A   C    
                 B   D   A   C        32.833      6    Q 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        32.600      5    S 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        32.000      3    L 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        31.333      6    Y 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        31.200      5    P 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        30.400      5    R 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        29.750      4    F 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        29.000      4    M 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        27.600      5    O 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        27.000      3    I 
                 B   D   A   C    
                 B   D   A   C        26.667      3    H 
                 B   D       C    
                 B   D       C        25.000      6    C 
                     D       C    
                     D       C        23.200      5    B 
                     D            
                     D                22.000      4    A 
 
 
 


